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摘要: 根据半导体自由电子能带模型, 文中在面心立方 (fcc)晶体、体心立方 (bcc) 晶体和 6 角密堆积 (hcp ) 晶

体中研究自由电子能带的平均键能 Em 和费米能级 E F 的关系, 并得出自由电子能带的平均键能 Em 相当于费米

能级 E F 的研究结果。其结果有助于了解平均键能 Em 的物理实质, 同时也为自由电子系统提供一种通过自由电

子能带计算费米能级 E F (或费米半径 kF)的方法。
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Average-bond-energy and Ferm iL evel on Free Electron ic Band
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(D ep artm en t of P hy sics, X iam en U niversity , 361005, CH N )

Abstract: Based on the free electron ic band m odel, w e study the rela t ion sh ip betw een

average2bond2energy Em and Ferm i level E F in face2cen tered cub ic (fcc) crysta l, body2cen tered

cub ic (bcc) crysta l and hexagonal clo sed2packed structu re (hcp ) crysta l. It is concluded tha t

the average2bond2energy Em is equ iva len t to the Ferm i level E F on free electron ic band. T he re2
su lts m ay help to understand the physica l concep t ion of average2bond2energy Em and also sup2
p ly a m ethod to ca lcu la te the Ferm i level E F o r Ferm i rad iu s kF by electron ic band ca lcu la t ion fo r

free electron ic system.
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1　引　　言

在半导体异质结能带排列的理论计算中, 笔者

曾对于半导体能带结构 E n (k ) , 计算其 4 个价带

(基态) 和若干个 (4 个) 导带 (激发态) 的能量平均

值 Em (称为平均键能) , 同时在超晶格中的平均键

能研究中, 发现异质结两侧的平均键能相互“对

齐”, 建立了以 Em 作为参考能级的异质结的带阶

理论计算方法 (简称平均键能方法) [ 1～ 3 ]。该方法已

在一系列的晶格匹配[ 3 ]、应变层异质结[ 4 ]的带阶理

论计算中, 获得比较准确的结果。然而, 平均键能为

什么在异质结中具有“对齐”行为?平均键能的物理

实质是什么? 还是有待进一步研究的问题。为此对

自由电子能带、金属能带和半导体能带等不同类型

的能带结构中的平均键能 Em 与费米能级 E F 之间

的内在联系, 进行了系统性的研究工作, 本文报道

关于自由电子能带的平均键能 Em 就是费米能级
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E F 的研究结果。

2　面心立方 (fcc) 的自由电子能带中
的平均动量 km 与费米球半径 k F

　　晶格常数为 a0 的面心立方晶体, 其原胞体积

8 0= a0
3ö4, 如果在每个原胞中有 z 0 个价电子, 价电

子的密度 nv = Z 0ö8 0, 将价电子近似为自由电子,

该自由电子系统的费米球半径 kF 为:

k F = 2Π( 3
8Πnv)

1
3 =

2Π
a0

C F (1)

通常的费米能级 E F 的计算公式就是[ 5 ]:

E F =
∂ 2

2m
kF

2 =
∂ 2

2m
(3Π2nv)

2
3 (2)

其中, nv 是自由电子的密度, C F 是用2Π
a0
作为单位的

费米球半径,m 是电子质量。

在面心立方 (fcc) 半导体中, 每个原胞中有 8

个价电子, 如果晶体中包含N 个原胞, 晶体中总共

有 8 N 个价电子, 它们填充布里渊区的 4 个价带,

价带上方是对应激发态的导带。现把 4 个价带本征

值能量的平均值 E b 称为成键态能量, 把若干个较

低导带本征值能量的平均值 E a 称为反成键态能

量, E b 与 E a 的平均值 Em 称为平均键能[ 1～ 3 ], 这就

是:

E b =
1

M vN ∑
M v

n= 1
∑
k∈B Z

E n (k ) (3)

E a =
1

M cN ∑
M v+ M c

n= M v+ 1
∑
k∈B Z

E n (k) (4)

Em = (E b + E a) ö2 (5)

其中, E n (k ) 是半导体的能带结构, n 是能带指标,

M v、M c 分别是用于求和的价带、导带个数, B Z 是

布里渊区, ∑
k∈B Z

表示对布里渊区的所有允许 k 值求

和, N 是晶体的原胞个数, 它等于B Z 中 k 允许值

的个数。对于每个原胞中有 8 个价电子 (Z v= 8) 的

半导体, 价带数目 E v=
Z v

2
= 4。

自由电子能带是晶体势趋于零时的能带结构,

即晶体能带结构的零级近似。在赝势能带计算方法

中, 它就是用于建立久期方程的基函数 (具有晶体

的平移对称性的平面波)的能量本征值。面心立方

晶体的原胞基矢 a 1, a 2, a 3 为 (0, a , a ) ö2, (a , 0, a ) ö

2, (a , a , 0) ö2, 由此确定的倒格基矢 b1, b2, b3 为
2Π
a

( - 1, 1, 1) ,
2Π
a

(1, - 1, 1) ,
2Π
a

(1, 1, - 1) , 倒格矢就

是:

K = l1b1 + l2b2 + l3b3 (6)

其中, l1, l2, l3= 0, ±1, ±2, ⋯⋯ (整数)

　　自由电子的能带结构由下式表示:

E n (k) =
∂ 2

2m
(k + K) 2

n (7)

其中, k 指布里渊区中的N 个允许 k 值, K 是倒格

点阵的倒格矢, 在布里渊区先指定 1 个允许 k 值

(即布里渊区中的位置) , 加上式 (6) 的各个 K 点,

再按 (k+ K) 2 值由小到大排列, 其排列次序 n 即 E n

(k)的能带指标。从式 (6) , (7)可以了解到, 倒格矢

K 的大小与晶格常数 a (或原胞体积 8 = a
3ö4)的大

小有关, 因此, 原胞体积 8 值不同时, 自由电子的

E n (k)值也不同。

如果在式 (3)～ (5) 的平均键能 Em 计算中, E n

(k)值采用自由电子能带结构式 (7) , 就得到自由电

子能带模型的 Em 值, 与 Em 对应的平均动量 km 可

由下式计算:

km =
1
∂ 2m Em =

2Π
a0

Cm (8)

其中, 平均动量 Cm 与式 (1) 的 C F 一样, 都以2Π
a0

作

为单位。

对原胞中包含 8 个价电子的半导体晶体, 将价

电子近似为自由电子, 引用式 (1) , (2) 计算它们的

费米能级 E F; 同时采用式 (3)～ (5) 计算自由电子

能带的 Em 值。发现, 由 4 个最低能带 (M v= 4)和 5

个次低能带 (M c= 5) 按式 (3)～ (5) 计算得到的 Em

值与式 (1) , (2)所表示的费米能级 E F 相同[ 6 ]。

为进一步揭示上述研究结果的普遍适用性, 对

于表 1 所列出的 8 种不同的电子密度 nv (即考虑晶

格常数 a0= 0. 543 nm 的面心立方晶体原胞中, 电

子数 Z 0 分别是 1, 2, 3, ⋯, 8 个电子的 8 种不同 nv

= Z 0ö8 0 情况) , 由式 (1) , (2) 计算它们各自的费米

半径 kF , C F 和费米能级 E F 值, 其中C F 的计算结果

列于表 1; 同时, 采用自由电子能带模型按式 (3)～

(5) 计算它们的平均键能 Em 和相应的平均动量。

因为在式 (3) 的求和计算中,M v 的取值为 4, 表示

原胞中应该有 8 个电子, 所以在计算中, 对于表 1

在原胞中电子数目 (Z 0)小于 8 个的 7 种不同情况,

需要在保持其电子密度不变的前提下, 适当增加原

胞体积 (8 ) (原胞中的电子数也随之按比例地增
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加) , 使 Z v 达到 8 个。然后分别按式 (7)计算 8 种不

同原胞体积 (8 )的自由电子能带结构 E n (k)并由式

(3)～ (5) [取 4 个价带 (M v= 4) 和 5 个导带 (M c=

5) ]计算它们的平均键能 Em , 最后由式 (8) 计算其

以2Π
a0
为单位的平均动量Cm 值, 计算结果列于表 1。

表 1　a 0= 0. 543 nm 的 fcc 晶体, 自由电子的费米球半径[式 (1) ]CF 和平均动量Cm [式 (3)～ (5) , (8) ]计算结果的比较

Tab. 1　The com par ison of ca lcula ting Ferm i sphere rad ius CF and average m om en tum Cm of fcc crysta ls a t a 0= 0. 543 nm

Ferm i sphere radiu s C F= kFö(2Πöa0) A verage mom en tum Cm = km ö(2Πöa0)

Bu lk of

p rim it ive

cell

N um ber of

valence

electrons

D ensity of

valence

electrons

Ferm i

sphere

radiu s

Bu lk of

p rim it ive

cell

N um ber of

valence

electrons

N um ber of

valence

band

N um ber of

conduction

band

A verage

mom en tum

8 0

ö10- 3 nm - 3 Z 0
nv

ö1022 cm - 3 C F
8

ö10- 3 nm - 3 Z v N v N c Cm

40. 026 1 2. 4984 0. 782 320. 206 8 4 5 0. 781

40. 026 2 4. 9968 0. 985 160. 104 8 4 5 0. 984

40. 026 3 7. 4952 1. 127 106. 736 8 4 5 1. 127

40. 026 4 9. 9936 1. 241 80. 052 8 4 5 1. 240

40. 026 5 12. 492 1. 337 64. 042 8 4 5 1. 336

40. 026 6 14. 990 1. 420 53. 368 8 4 5 1. 420

40. 026 7 17. 489 1. 495 45. 744 8 4 5 1. 495

40. 026 8 19. 987 1. 563 40. 026 8 4 5 1. 563

　　从表 1 的费米球半径C F 和自由电子能带的动

量 Cm 的计算结果看到, 在 8 种不同的电子密度情

况下, 两种不同方法的计算数值都是相当吻合的。

因为C F 和Cm 都是用2Π
a0
作为计量单位表示的计算

结果, 所以该计算的结果和所得到的结论与晶格常

数 a0 的取值无关, 也就是与电子密度无关。因此,

平均动量 Cm 相当于费米球半径 C F 的研究结果,

适用于各种不同电子密度的自由电子系统。也就是

对于面心立方 (fcc) 的自由电子能带结构, 由式 (3)

～ (5)取M c= 4、M v= 5 计算的平均键能 Em 即费米

能级 E F 的结果普遍成立的。

3　不同结构晶体的自由电子能带中
的平均键能 Em 与费米能级 E F

　　体心立方 (bcc) 晶体、6 角密堆积 (hcp ) 晶体与

上述的面心立方晶体的原胞基矢不同, 因此 bcc、

hcp 与 fcc 的自由电子能带结构是不相同的。为进

一步了解, 在它们的自由电子能带中, 采用式 (3)～

( 5) 和式 (7) 计算得到的平均键能 Em 是否都是等

于费米能级 E F , 进行了下面的计算工作: 由表 2 所

给出的 (原胞中包含 8 个电子) 原胞体积确定 bcc

和 hcp 两者的晶格常数后, 将 bcc 和 hcp 的基矢分

别取为 (- a , a , a ) ö2, (a , - a , a ) ö2, (a , a , - a ) ö2

和 (a , - 3 a , 0) ö2, (a , 3 a , 0) ö2, (0, 0, c) , 由

这两组基矢确定它们各自的倒格基矢和倒格矢并

最后得到 bcc 和 hcp 自由电子能带结构 [见式

(7) ]。采用式 (3)～ (5) (取M v= 4、M c= 5) 分别计

算 bcc 和 hcp 的 Em 值。fcc、bcc 和 hcp 的 Em 值计

算结果同时列于表 2。表 2 的 E F 值是采用表 2 中

的电子密度 nv 值, 由通常的费米能级计算公式 (2)

的计算得到的结果。

从表 2 的计算结果看到, 对于表 2 所给出的 8

种不同的原胞体积 8 (因而电子密度 nv 不同) , 由

fcc 和 bcc 自由电子能带计算得到的 Em 值与费米

能级 E F 值吻合, hcp 的自由电子能带的 Em 值也与

E F 值基本相同 (差别不超过 0. 05 eV )。所以自由

电子能带的 4 个最低能带和 5 个较低能带的能量

平均值 Em 即为费米能级 E F , 不仅在 fcc 结构中如

此, 在 bcc 和 hcp 结构中也是成立的, 具有普遍性。

4　结　　语

在上述研究中, 把 fcc、bcc 和 hcp 3 组不同的

基矢作为赝势能带计算程序的输入, 将计算过程中

的矩阵 (对角化之前)的对角元输出, 就得到其零级

近似下的能带构[即自由电子能带 E n (k) ], 然后由

式 (3)～ (5) 的布里渊区求和计算 E n (k ) 的能量平
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均值 Em , 计算中采用特殊 k 点方法, 对于 fcc、bcc

和 hcp 分别采用 10 个、20 个和 18 个特殊 k 点, 对

4 个最低能带和 5 个较低能导带对布里渊区进行

求和平均, 计算得到它们的 Em (或平均动量 km )

值。计算结果表明, 对于各种不同电子密度的自由

电子系统, 其平均键能 Em 值都接近与该系统的费

米能级 E F。该研究结果, 一方面为自由电子系统提

供一种通过自由电子能带计算费米能级 E F (或费

米半径 kF ) 的方法; 另一方面, 借助于数值计算方

法, 在能带结构的零级近似中, 揭示了平均键能 Em

相当于费米能级的事实, 因而, 有助于理解平均键

能 Em 为什么会在异质结的两侧相互“对齐”。

表 2　面心立方 fcc、体心立方 bcc 和 6 角结构 hcp 的自由电子能带平均键能 Em 和费米能级 E F 的计算结果

Tab. 2　The ca lcula ting average bond energy Em and Ferm i level E F on free electron ic band of fcc, bcc and hcp crysta ls

Bulk of

p rim it ive

cell

8
ö10- 3 nm - 3

N um ber of

valence

electrons

Z v

D ensity of

valence

electrons

nv

ö1022 cm - 3

N um ber of

valence

band

N v

N um ber of

conduction

band

N c

Em

of fcc

öeV

Em

of bcc

öeV

Em

of hcp

öeV

E F

öeV

320. 206 8 2. 4984 4 5 3. 114 3. 113 3. 105 3. 116

280. 180 8 2. 8553 4 5 3. 404 3. 403 3. 395 3. 406

240. 155 8 3. 3312 4 5 3. 772 7. 771 3. 762 3. 775

200. 129 8 3. 9974 4 5 4. 259 4. 259 4. 248 4. 263

160. 103 8 4. 9968 4 5 4. 943 4. 942 4. 930 4. 947

120. 077 8 6. 6624 4 5 5. 988 5. 986 5. 972 5. 992

80. 052 8 9. 9936 4 5 7. 846 7. 844 7. 825 7. 852

40. 026 8 19. 987 4 5 12. 455 12. 452 12. 422 12. 465
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