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一个群论公式及其应用
①

肖文俊
(厦门大学数学研究所　厦门　361005)

在以下的讨论中, 均假定G 为一有限群, S 为G 的一个生成集, 1| S , S = S
- 1.

现设L 为群G 的任一子群, ûG: L û= n , 那么有如下公式

定理A 　G = L (1∪S )S
n- 2.

这一公式的证明相当简短, 然而它却是一个有用的公式, 我们将在本文里举出它对 Cay2
ley 图的直径问题的一个应用, 希望看到它的进一步的应用. 本文中所用符号和术语如同文献

[1 ].

1　定理A 的证明和一个推论
定理A 的证明　当 n= 1, 时G= L , 定理显然成立. 设 n≥2, 因为 S = S

- 1, 所以有

　　　L Α L (1 ∪ S ) Α L (1 ∪ S )S Α ⋯ Α L (1 ∪ S )S m Α ⋯

这里m 为非负整数, S
0= 1.

因为G 为有限群, 故存在某一非负整数 l 使得L (1∪S ) S
l= L (1∪S ) S

l+ 1, 从而有L (1∪

S )S
l= L (1∪S )S

l+ r, 这里 r 为任一非负整数. 由于群G 由S 生成, 于是有G = L (1∪S )S
l. 下面

将证明存在 l≤n- 2 (n≥2)使上式成立.

实际上, 若L <
+

L (1∪S ) <
+

L (1∪S )S <
+
⋯<

+
L (1∪S )S

n- 2, 那么L (1∪S ) 至少包含L 的两

个陪集,L (1∪S )S 至少包含L 的三个陪集, 如此下去, 可知L (1∪S ) S
n- 2至少包含L 的 n 个

陪集, 于是有 G = L (1∪S )S
n- 2. 因此一定存在非负整数 l≤n - 2 使得 G = L (1∪S )S

l, 从而有

G = L (1∪S )S
n- 2, 定理A 获证.

　　推论1　设L =〈S
2〉, h= ûG û , 那么有

　　1)若 S ⁄ L , 则有G= L ∪L s, 这里L = S
h- 2, s 为 S 中的某个元;

　　2)若 S Α L , 则有G= L = S
h- 1.

　　证　1)设S ⁄ L =〈S
2〉, 那么因为G 由S 生成, 所以对G 中任一元 g , 有 g = s1⋯sa , 这里 s1,

⋯, sa∈S. 如果 a 为偶数, 则有 g∈L , 否则有 g = s1⋯sas
- 1õs∈L s, s 为S 中的某个元. 因此有G

= L ∪L s. 因为 S ⁄ L =〈S
2〉, h 必为偶数, 从而有 S

h- 2Α L . 现由定理A , G = (1∪S ) S
h- 2, 于是

有L = S
h- 2, 这就证明了1).

　　2) 设 S Α L =〈S
2〉. 由定理A , G = (1∪S )S

h- 2, 因此存在m 使得G = S
m. 设m 为最小正整

数使得G= S
m 成立, 我们要证m ≤h - 1. 实际上, 有
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　　　 1 < ûS û < ûS 2û < ⋯ < ûS m û (1)

　　这是因为若ûS
iû = ûS

i+ 1û , 这里 i≤m - 1, 那么有 S
i
s1 = S

i
s2 = S

i+ 1, 对任意的 s1, s2∈S 成

立. 于是有 S
i= S

i+ 2. 这意味着 S
i= S

i+ 2b, b 为任一非负整数, 从而有 G = S
i, 这里 i≤m - 1, 与

关于m 的假设矛盾, 这就证明了不等式 (1). 这说明ûS
m û≥m + 1, 从而得m ≤h - 1, G = S

h- 1,

这就证明了 2). 推论1获证.

2　定理A 对Cayley 图的直径问题的一个应用
以下仍设 G 为一有限群, S 为 G 的一个生成集, 1 | S , S = S

- 1, G 关于 S 的 Cayley 图 C

(G , S )定义如下: C (G , S )有顶点集G , 边集 E = { (g , g s) ûg∈G , s∈S }. C (G , S ) 的直径定义为

它的顶点间的最大距离. 群G 的直径定义为对G 的任何生成集S , G 关于S 的Cayley 图C (G ,

S ) 的直径的最大者. Cayley 图的直径的决定是图论中的一个困难而基本的问题, 它对计算机

互连网络有直接的应用[ 2 ].

在文献[2 ]里Babai 和 Seress 提出如下

猜想B 　diam (A n) < n
C , 这里C 为绝对常数, d iam (A n)为交错群A n 的直径.

这一猜想被普遍认为是极其困难的问题, 我们证明了若A n 的某个生成元的变动的点的个

数小于一绝对常数, 那么猜想B 成立. 设 Α为A n 的某一元, Α变动的点的个数称为 Α的度, 记

之为 deg (Α). 以下仍假定 S 为A n 的任一生成集, 1∈S , S = S
- 1, d iam (A n ) 为A n 的直径, 其定

义如前, 那么有

定理B 　设 Α∈S , deg (Α)≤k , k 为一个绝对常数, 那么 diam (A n) < n
C , 这里C = 2k + 1.

证　不失一般性, 可设 Α变动的点集为{1, 2, ⋯, k }, 那么 Α的阶û Αû≤k !. 设L 为A n 里

{1, 2, ⋯, k }的稳定子群, 那么由定理A , 有A n= L (1∪S )S
m - 2, 这里m = n (n- 1)⋯ (n- k + 1).

由于 Α变动的点集为{1, 2, ⋯, k }, 因此有 [ Α, L ]= 1. 由 [ 3 ] (P. 12, 习题2) 有A n =〈Α〉t1〈Α〉t2⋯

〈Α〉tm (n≥5) , 这里 ti∈ (1∪S )S
m - 2为L 在A n 里的陪集代表元 (1≤i≤m ) , 由于ûΑû≤k ! , 故有

〈Α〉Α S
k! , 从而有

　　　A n = (S k! ) m ( (1 ∪ S )S m - 2) 2m= (1 ∪ S )S
3n2k - 1 = (1 ∪ S )S n2k+ 1- 1

因此有 diam (A n) < n
C , 这里C = 2k + 1. 对于 n< 5, 可直接验证结论成立, 定理B 证毕.
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A Fo rm u la of Group T heo ry and Its A pp lica t ion s
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A bs tra c t　T he au tho r p roves a fo rm u la of group theo ry and gives its app lica t ion s

to the p rob lem of d iam eter of som e Cayley graph s.

Ke y w o rds　F in ite gruop s, D iam eter, Cayley graph s
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