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摘要 : 对牛顿流体和非牛顿流体的非稳定边界层方程组证明了弱解的整体存在性和惟一性.
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1 　预备知识

对称边界层中流体运动由下面形式方程组描述

u t + uu x + v uy = γ(| uy | n - 1 uy) y + U t + U U x

u x + v y = 0

(1)

在域 D = { 0 < t < T ,0 < x < L ,0 < y < ∞} 内

满足如下初边值条件

u (0 , x , y) = u0 ( x , y) 　

u ( t ,0 , y) = u1 ( t , y)

v ( t , x ,0) = v0 ( t , x )

u ( t , x ,0) = 0 　

lim
y →∞

u ( t , x , y) = U ( t , x )

(2)

当 0 < n < 1 ,式 (1) 描述了拟可塑流体在边界

层附近的非稳定运动 ;当 n > 1 ,式 (1) 描述了可膨

胀流体在边界层附近的非稳定运动 ; 当 n = 1 , 式

(1) 描述了牛顿流体在边界层附近的非稳定运动 ,

这时式 (1) 被称为 Prandtl′s 方程组. 对于 Prandtl′s

方程组 Oleinik 于 1966 年证明了局部古典解的存在

性[1 ] ,Xin ①讨论了整体弱解的存在惟一性. 但对 0

< n < 1时 (1) ～ (2) 整体解的存在性以及 n > 1情

形的局部解的存在性还没有任何结果. 这些问题在

Oleinik 和 Samokhin 的专著中已作为公开问题被列

出[2 ] . 本文对 0 < n ≤1 情形在一定条件下证明了

整体BV 解的存在性 ,对 n > 1 情形证明了局部BV

解的存在性. 本文还讨论了解的惟一性.

2 　主要结果

不妨设γ = 1 ,为证明解的存在性 ,利用了下面

Crocco 变换

τ = t ,ξ = x ,η =
u
U

, W (τ,ξ,η) =

| uy | n - 1 uy

U
2 n

n +1
.

式 (1) ～ (2) 变换为

Wτ +ηU Wξ + A Wξ + B W - n | W |
1 + n

n Wηη =

0 (3)

ΩT = { (τ,ξ,η) | 0 < τ < T ,0 < ξ < L ,

　0 < η < 1} .

W (τ,ξ,1) = 0 , W (0 ,ξ,η) = W 0 (ξ,η) ,

　W (τ,0 ,η) = W 1 (τ,η) (4)

| W |
1 - n

n W Wη - U
1 - n
1 + n v0 | W |

1 - n
n W +

　( Uξ +
U t

U
) = 0 , 　η = 0 (5)

其中

A = (1 - η2) Uξ + (1 - η)
Uτ

U
,

B =
2 n

1 + n
(ηUξ +

Uτ

U
) ,

W 0 (ξ,η) =
| u0 y | n - 1 u0 y

U
2 n

n +1
,

① On the global existence of solutions to the Prandtl′s
system , to appear in Advance in Mathematics.

Global Well2Posedness for the two dimensional Prandtl′s
boundary layer equations ,preprint .
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W 1 (τ,η) =
| u1 y | n - 1 u1 y

U
2 n

n +1

(6)

我们证明了如下结果 :

定理 1 　假设 0 < n ≤1 , U (τ,ξ) , W 0 (ξ,η) ,

W 1 (τ,η) , v0 (τ,ξ) 适当光滑且

U (τ,ξ) > 0 , U Uξ + Uτ ≥0 , v0 (τ,ξ) ≤0 ,

W 0 (ξ,η) ≥0 , W 1 (τ,η) ≥0 (7)

C - 1
0 (1 - η)

2 n
n +1 ≤ W 0 (ξ,η) ,

W 1 (τ,η) ≤ C (1 - η)
2 n

n +1 .

那么式 (3) ～ (5) 存在弱解 W ∈BV (ΩT) ∩

L ∞(ΩT) .

定理 2 　假设 n > 1 ,定理 1 中假设 :式 (7) 成

立 ,还假设存在常数 C1 ,使

C - 1
1 (1 - η) n ≤ W 0 (ξ,η) ,

　　W 1 (τ,η) ≤ C1 (1 - η) n ,

那么式 (3) ～ (5) 存在局部解 W ∈BV (ΩT0
) ∩

L ∞(ΩT
0
) .

定理 3 　式 (3) ～ (5) 的解是惟一的.

作为定理 1、定理 2 的直接推论 ,我们证明了问

题 (1) ～ (2) 当 0 < n ≤1 时存在整体解 u ( x , y ,

t) ,当 n > 1 的存在局部解 u ( x , y , t) ,并在一定条

件下解是惟一的.

为了证明弱解的存在性 ,本文使用了抛物正则

化方法 ,即式 (3) ～ (5) (0 < n ≤1) 的解是下面抛

物问题解的极限 :

Wτ +ηU Wξ + A Wη + B W - nW
1 + n

n Wηη -

　εnW
1 + n

n Wξξ = 0 (8)

W (0 ,ξ,η) = W 0ε(ξ,η) ,

W (τ,0 ,η) = W 1ε(τ,η) ,

W (τ, L ,η) = W 2ε(τ,η) ,

W (τ,ξ,1) = ε
2 n

n +1 (9)

W
1
n Wη - v0 U

1 - n
1 + n W

1
n + Uξ +

Uτ

U
= 0 , 　η = 0

(10)

式中

W 0ε → W 0 , W 1ε → W 1 ,

W 0ε | η= 1 = W 1ε | η= 1 = W 2ε | η= 1 = ε
2 n

n +1 .

W 0ε, W 1ε, W 2ε ≥ε
2 n

n +1 ,

C - 1
0 (1 +ε - η)

2 n
n +1 ≤ W 0ε, W 1ε, W 2ε ≤

　C0 (1 +ε - η)
2 n

n +1 .

通过证明

C - 1
1 (1 +ε- η)

2 n
n +1 ≤Wε ≤C1 (1 +ε- η)

2 n
n +1 ,

∫
Ω

T

(1 +ε - η)α( W 2
εη +εW 2

εξ) dξdηdτ ≤ C ,

　1 - 3 n
1 + n

< α < 1 .

∫
1

0∫
L

0
(| Wετ | +| Wεξ | ) dξdη ≤ C ,

我们可得到式 (3) ～ (5) BV 弱解的存在性.
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On the Global Existence and Uniqueness of Solutions to
Nonstationary Boundary Layer System
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Abstract : In this paper we establish a global existence of BV2weak solution to nonstationary boundary layer

system of pseudo2plastic fluid and a local existence of BV2weak solution to nonstationary boundary layer system

of dilatable fluid. Moreover uniqueness of weak solution is proved.
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