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卜定常边界层问题整体解的
存在唯一性

张剑文 赵俊宁

覆门大学数学科学学院
,

厦门 加

摘要 研究粘性不可压缩流体中的边界层问题 通过引进变换
,

将原来边界层

问题化为仅含有一个方程 的拟线性抛物方程 的初边值问题 对于不 同情形
,

分

别证 明了该问题整体解与局部解的存在唯一性

关祖词 边界层 空间 整体解 稳定性与唯一性

引言

在 年于 召开的国际数学家大会
,

提出了一个新的

理论 —边界层理论
,

并利用这个新理论描述了粘性流体运动的主要特点 在固

体周围运动的流体可分为两部分 一部分是在固体表面附近的一个薄层中运动

的流体
,

另一部分为在层外运动的流体 在薄层中
,

粘性对于流体的运动状态起

着重要的影响作用
,

该薄层称为 边界层 在边界层外
,

粘性对于流体的

运动状态的影响是可以忽略不计的 在适当的物理实验假设下
,

边界层间题可

由下列方程组描述
。 , 二。二 。。 , 。 。 , ”一 ’。 , , 矶
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其中 。 是粘性系数
, 二 ,

是层外速度
当 时

,

方程 描述拟可塑流在对称边界层中的运动状态 见文

献
,

当 时
,

方程 描述可膨胀流在对称边界层中的运动状态 见文

献 当 二 时
,

方程 描述 流在对称边界层中的运动状态 见文

献
,

且此时一般称方程 为 边界层方程组

最近几十年以来
,

许多数学家和流体力学专家围绕着边界层这一方面间题

进行了大量的研究
,

无论理论上还是数值计算及物理实验方面都有许多文献 见

文献
, 一 在文献 中

,

与 系统地研究了定常与非定常的

方程组及拟可塑流边界层问题以及定常情形的可膨胀流边界层问题 对

于非定常情形
,

与 比 在一定条件下分别证明了 方程组

与拟可塑流边界层间题局部解的存在性 等 证明了 方程组整体

解的存在性与唯一性 对于非定常可膨胀流边界层的所有问题一直没有解决
,

这些间题作为未解决问题列在文献 后面的附录中 本文通过引进变换
,

证明

了变换后的非定常拟可塑流边界层问题 包括 方程组 整体弱解以及非定

常可膨胀流边界层间题局部弱解的存在唯一性

定义及结果

不失一般性
,

假设 。 三 引进新的变量 二 ,

荟
,

司及未知函数
二 二 二 ,

‘
, 。 , 二 一 ,

七一 二 , 。一 。 二 二 ,

‘
, 。 。 , 几一‘。 ,

杀
,

则方程 和 可化为如下初边值问题
二二 。 。。 二。 刀。 一 。 二 串二。。 一 。

, 二 ,

石
,
。 几二 ,

。
,

苟
,
刀 二。 若

,
叮

,
。 二 , ,

刀 。 二 , 刀 , 、 丁 ,

若
, ,

︷日二、卜一一
、︸﹄、、,叮了﹃一少川曰一,︺一了,一月月旱二二。 一 。

锻 旱二 巩 十 认 明 一 。
,

其中几 二 ,

石
,

功 丁 ,

苟
, 叮 且

‘ 一 一 。” ‘一 司誓
二 里生 。价

一 、 , , ”一 。 ,

月 , ‘ 洲甲 , 飞 口 护 八 。 。

, 一 一 、

切 、、 , ‘ , 一 二二迄五刃二一丁 , 川 气‘ , 了

创 ” 戈
,

。 ”一‘。 。

‘溉
,

令
, , , 、 , , 、

“ 一 “ ” , 丁 ,

县甲 口 。, ““ 一 万戈‘

, , 一 田 ,

,
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显然 如 。 〔 且

。
,

口 成
,

续
,

珍
, 口

尽叶 尸 口一

定义 函数 二 任 旧日 几日 称为问题 卜 的弱解
,

如果
。 二 ,

石
,

的满足以下条件
叨。 任 几

。
几动 且存在常数

,

使得

一‘ 一 刀 成 。 簇 一 刀 口 , 二 ,

石
,
刀 任 几二 ,

其中 击 当 成 时
, 。 一 当 。 时

对任意 沪 任 峪价
, 沪

,

满足
、 、 ,

场 一 凡 甲二 叮 沪 。 沪 , 入 百 。 丫 一 凡 尹 入
玉 ’“

五
二

、‘认“ ,、二 一

五
二 · 一‘’‘“ ,嵘

·
台 一 “ ,沪

, ·

‘ ,

其中 二 ,

石
,

功
,

击成咖 及

户 产

一 ‘ 一 岩
,

场 “ 一 月了击
,

饰 无 一

关
“一 〔‘ “ ,

,
, 一 “ “‘

二 丁 ,

石
,

哟在迹的意义下满足初边值条件
注 式蕴涵着 。 在广义意义下满足问题

,

从而 。粤 。 , , 是 几

上的有限测度 事实上
,

由于 式的最后一项积分非负
,

令 口、
,

则有
、 ,

一 沪二 刀 沪殆 沪 , 」火 二 丫 一 凡 沪 人
几 ’“

一

五
二 · 一 “ ” ,岭 ‘·‘ 一 “ ,沪叮“

·

在 式中分别选取 无 。
, 以及 , 则有

「
‘ 、 , , 二。 、 , , , 八 , 、

介 叮 树石 禅叼 。 丁叫 入 一 “ ”勺 肠晰 人 怀刃
了‘ “ ‘ ,

令 。 表示 。 任 几 的全体间断点构成的集合
, 。 表示 。

在 二 二 ,

苟
,

的的单

位法方向
, 。十 与 二一 表示 。 在 任 、

上对应于 。 , 一 与 , , 一

的渐进极限 对于连续函数 尸 司以及函数 二 任 几动
,

称

漪
一

丈
‘ 尸 丁。 · ‘一 ,一 , ·

为 尸 与 。 的复合均值 由文献
,

对于 函数成立如下复合求导公式 如果
任 , 。 任 几二 几二 ,

则 。 任 几二 且
口 。 汀户久 。

一下 气 少百了
工云 芯云

艺
, ,

⋯
, ,



第 期 张剑文 赵俊宁 非定常边界层问题整体解的存在唯一性

因此 式可改写为

厂雨
一‘

险
二 、 树石、

脚
,

孕
、 、 二 。 一 。

几丁 ‘ 丁

由于 。 。 日
, 二。

几
。

动
,

通过逼近
,

可以在 式中选取 沪 二 沪 二

其中沪 任 璐 几幻
, 甲

,

由分部积分可得

五
二

阵
、 ,石 ,一脚

一

五
二
“ · , “‘ · , 沪 “ 一

·

也 二
几岁 。切 几 切们 肠 飞

,
叮 “ 了

,

上式表明 。在广义意义下满足问题
,

从而 二粤 。 是 几 上的有限测度

注 定义 比通常嫡解的定义要强
,

但是根据定义 可以证明间题
一 弱解的唯一性

,

因此定义 对于问题 卜 来说是合理的

本文的主要结果如下

定理 假设 毛 一,

行
,

苟
, 。 二 ,

若
, 二。 荟

, 刀 , 二 二 , 叮 充分光滑
,

二 ,

石
,

认 叽
, 。。 二 ,

苟 毛
, 二。 二 ,

苟
, 二 二 , ” ,

且存在常数
,

使得

叮
‘ 一 。溉 毛 。。‘

,
。

,
。 二 ,

。 毛 一 。溉
,

其中 叨。, 二 为 式中定义的函数 则对任意给定的
,

间题 一 存

在弱解 。 任 脾 。司

定理 假设
,

式成立且存在常数
,

使得

, 一 刀 二。 若
, 。 , 。 二 , 。 毛 一 ,

,

则问题 卜 存在着局部 即时间 足够小 弱解 。 任 牌动 动

定理 问题 卜 的弱解是唯一的

注 假设 式满足边界层问题的物理条件 假设 及 式

对于证明定理 和 非常重要 当 时
,

文献 与文献 也提出类似

的假设 由 及 式
,

可知 二 满足 式 见引理 和
,

而由

式可以推出可亡, ,

功 、 。
,

当 夕 、

定理 的证明

我们利用抛物正则化方法证明问题 卜 解的存在性 考虑正则化问题
甲 止卫

、

三土乃
二 刀 、‘ , 一 重厂 二 。。, 一 重厂 。 。石。 , 二 ,

苟
, 叮 任 几二 ,

二 二 。 。 。

苟
,
刀

, ‘ 。 二 丁 ,
刀

, 二 ‘ 。 丁 , 刀 , , 几

已 九

、乡。
一 ” 军下 重矛 乓 认 」

, 一 。 一 ,
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其中 。 毛
,

和 刀 如 式所定义
, 。 二 , 叨 , 。 。

充分光滑
,

叨 ‘

弓 叨 , 叨 ￡

升 叨 , 当 、 时

。。。 , 。 。 , 。 。 , 一
几

‘

, 一 。 怨 。。。 , 。 。 , 。 。 成 卜 。溉

函数 重 任 ,

簇 重二 簇 定义如下

当 二 户 杀 时

概
,

当 。 蕊 。 时
,

叨拼一

了,、、

重‘ 。

其中拼 是待定常数
由文献【 可知间题 一 存在唯一解

值原理有
。

条
,

其中 为与 无关的常数

题 与 可改写为

。 任 币二 二 ,

且由极

在 式中选取 户
,

则间

一 三土忍 里土卫 八

, 叮 叨石 八 , 廿叨 一 几叨 几 叨明 一 ‘ 几 叨 ”, ,

二告。。 一 号 告 咬 从 , 一。

二 ,

石
, 叮 任 几二 ,

引理 存在与 无关的常数
,

使得
‘ 一 。怒 成 。。 簇 一 。 撅

证 定义

。

。

磷 。 玲 巧 刀 一 。
粤岭。 一 牛玲。,

琳 、 一

叨锻讨 十

韧
,

“ 。一 时
·

一 。 恶
。口了 ,

其中
,

口待定 注意到 川 簇 一 的及 蕊
,

选取
,

口充分大
,

。 一 。“· ‘ 一 。溉叶
一

尹 串
几

几 ￡ 一 叮

使得

,

,

环卜 一处生 ”了

牛 一 ”了 ‘坳 锻 未 珑 认 打
、

令 二 一 ,

则有

一 。

,

吐卫 吐二 、 王土卫 。
二 乙 十 刀 兵 易 一 城

” , , 一 。二 二 一 印 一级疙
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一 二 。二 易 一 ·

关
‘ 。 卜 。 ““。。二

一 岑易 一 、粤兵 几

。 一 ‘。 二 二“

一 易 十 矶 认 万告一 二一 斋

一 几 一 生矶 卿司
‘ 、 , 一 。回

一

串己川
、 。

了乙

由 式可知
,

如果选取 足够大
,

二 。 ,

卜。 ,

则有
。二 ,

卜 几

因此
,

由极值原理可得
,

即

二 延 一 。 溉
为了得到 二 的下界估计

,

考虑函数

妈 侧 一 功溉
。“卜少

,

其中
, 。 ,

口待定

选取 态 的一‘ 且 口足够大
,

使得

几 一 一 司椒明一

叹
一

￡ 一 叮

一

诸 禁畏
十 一 。 一

、 、 。 , , 一 。杀
、 宁 了‘

‘ 卜 号
。。 ”一 , ·

一 十 卜 司摄卿一

叹
一 。十

‘ 一 刀

一 。 。 ”一

勺粤 「架华任碧
十 。 , 一 。 丫生罕牛 十 一 。

戈 一 了‘ 一 一

‘·

二 一 渗
。一 ”·

溉
, , 、

竖
,

上二
, , 尘

了了, 丁气 ￡ 几 一 创 几 玛“

十 了乙 一

,

认 、

十 创广 十 二二 】
, 口

另外
,

选取 充分小
,

使得

妈 。 ,

当 二 ,

石
, ,

刀 时

令 巧 一 ,

类似地可证明 簇 。
,

即

。 一 哟概
。明一所 一 哟溉

引理证毕



中国科学 辑 数学 第 卷

为了估计叭。 ,

令

叨。 牡 , 沪 万叨 “

一 苟
心

十 二 ￡

为

由引理 及 式可知 与 沪满足
一‘ 一 。 一

未 簇 簇 一 。一

未
一 ” 一 沪

,

当苟
, , ”二 时

一‘ 一 。撅 成 沪 簇 一 。溉
,

, 二 ,

同 卜 的杀
, 、, 阵 一 的宗

且由 式可知 满足

磷 十 呀 玲 十
岭 一 生刀 一 。, 一 。若一 。

了乙

引理 设 。
,

则

五
二
“ 一 。,

“
‘ 一“

,“
·‘ 一 ”

,‘, ‘
,

其中节船
,

与“ 无关
·

证 将 式两端同乘 十 。 一 功 一几 一 叻并在 几 上积分
,

可得

五
二 ‘ 一 ,

。

一
, ,磷“

五
二 。 ‘ 一 ,

“ 一 ” 一 , ,咬“

, 一 。 。

一
, 岭。一

鑫
。 一 。 。

一
, 以

了‘

旅
二 ‘ 一“ ,

“ 一 ” 一 沪 , 一 ”
,二 ·‘ 一“

,“‘ “ 一

誓
“

现在估计 式中的每一项
·

首先由 与 式及注意到 节餐
,

有

一 十 一 。 。

兴
‘一

二 一 十 一 。 。 、 , 。
一 ”

、
, , ,

‘ 一 刀 “ 二一一二 ⋯ ‘ 一
‘ ’

做 叮
一 ,‘

了

一 ‘ 一 刀 。沪 叱 冲
几 下

大
二 ‘十 一 司“ 介

其中

‘

介 一 料蒯。

五
二 ‘十 一俨梁

簇 ,

若
,

” 类似地可证明 几 毛 由分部积分
,

利用
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与 式及
一

不等式
,

可得

,

一 叮 “ 一“ 一 沪 丁鹰
”

一

五
二 ‘ 一 “ ,

“
‘ 一 ” 一 沪 ,·“

一

尤
二 ‘ ‘ 一 功

“
,· ‘ 一 ” 一 讨

一

五
, ““ 一 动

“
‘ 一 ” 一 , , 击“ 。一 。

一

五
二 ‘ ‘ 一 功“ 一 ”

,·

五
二 ‘ ‘ 一 。,

。 晰 ‘

五
二 ‘十一 。 。 ·

旱
‘

一

五
‘ ‘ 一 哟

“

一
、 , 击“ 。一 。

‘

五
二
“ 一 。,

“
一 ,“ ‘ ,

,

其中几 二 丁 ,

苟 由 与 式
,

有

“

五
二
“ 一俨梁

簇

最后还需估计 几 以及 几 由分部积分
,

有

。 一 一 。 ·

一
, 一 , 、成 ”一‘

刀

一

五
二
“ 一 。,

。 一 ,““ 五
, ‘ 一 。 。

一 , , ·

·

五
二“ 一 。一‘

一
, 一 ·

·

由于 号笋
,

利用 与 式以及
一

不等式
,

可得

五
二 ‘ 一 的

“ 一“
,”晰

簇‘

五
二
“ 一 。,

。 一 ,“ ‘ 。
五

二 ‘ 一 。,
。

‘

‘ , ‘

五
二 ‘ 一 。,

“
‘ 一 ,“

,
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五
二 ‘ 一 。,

“ 一“ 一 ” 一 沪 , 一“
,·“

成‘

五
二 ‘ 一 。,

“

‘ 一 ,““ ‘ ,五
二

“ 一 。,
。一

一
, , “

毛 ‘, 占

五
二
“ 一 。,

“
一 ,“

,

因此
一 、 厂

一 。汽 一 一 树叼
叮

句
、

卜
尹

丫、
、

叉
丫呱掀户一 占 卜 。“ 一 ”

若

注意到 一几 一 沪 当 若
, ,

类似地可证明

一几 一 司 一 刀 。 一几

由 及 式可知 和 几 中的边界积分是有界的 选取 占
,

由 一几 的

估计以及 式即可证明引理

引理 设 二
,

则存在与 。无关的常数
,

使得

卜 。口 一‘

若
一‘

暑 簇
,

其中 口。 , ·

了卜几
户飞卜奋口夕八︸内」产

、

式两端同乘 一 刀 口 一‘ 一 树
,

并注意到

一 。 口一 蕊 卜 。口 卜 。 石 ,

类似引理 的证明即可得引理
利用引理 一 以及 “ 不等式

,

可得如下推论

推论 设 。 蕊
,

。 是问题
、 、

的解
,

则存在与 无

关的常数
,

使得

无
二

队
。击叱向 、

接下来估计 二。 ,

和 叨成 为此令

叨 二 叨 一 沪 , 沪 万
“

一 苟
十 下 一叨 ,

则显然
而 ,

当若
, ,

刀 时

且由 式可知 甲满足不等式

嵘
‘ 十 一 功溉 落 钾 蕊 十 一 功怒

、二 , 、‘一、汀 一 。撅
,

一、· 簇 一 。宗

队
二 ,

介引
,

叭‘ 成 一 哟怨 听。 ,

叭
, 蕊 一 动宗

沪若。二 , 沪夸疙引蕊汀 卜 。条 尹二 , , , 沪 , , 对 。 一 。 一

击
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另外由 式可知 丽 满足

一叨
几

三比卫 一
几 二 叨 ”刀 一 石石十 沪 , ”一 甲石石一 , 叮 叨

乙

过二 吐卫

” 叨‘一 石叨 “ ”

人 吐乃

一 万叨 ” 一 石叨 ” 尹了
,

将 式两端关于 二 求导一次
,

然后同乘 十 一 动 口呱
,

其中口 ,

并在 。 二 艺,

石
,

勺 上积分
,

其中
,

可得

一
几

一 三名卫 一 , 、 一 」
’‘

切了了 、 卞 。 一 了 含弓 口切二

一

卑
。一

毕、
二 一 。 门 。,

、
。 , ‘ 、 , , 沪

亡

一

五、刀·

“ 一 。, ·。呱 ·

五
。

、。· ‘ 一 。, ‘·, 嘛

, 。 ”一

粤
、 , · 一 一 “

九
。、川

‘ ’

甲了 ’了 、 一 “ 一 ’‘, “弓‘ ,口切

五
。 , 二 ·, ‘心,

· ‘ 一 “ , ‘·。瓦

五
。 。 一

串 ‘ · ‘ 一 。 ·口、、

五
。 一

半
· · ‘ 一 。 ·口。二

、

产

大
, 一

半 ,
· ‘十 一 “ ,’ 呱 一

薯
“

由分部积分
,

式的左端可估计如下

一叨
几

半瓦
二

卜 。 ’ 。而二

一

卑
。一

毕、二二 一 。 二

、二
残 ”一

’ ‘

一 尸

她
了 一

、

一 左
。

石
”

气不 ” ‘ “ 一 “ ‘

一

五
。

宁
一

毕瓦 ‘ ‘ 一 “ , 、

孟‘

一一一一了了
, , 户 社 ,甲

去土卫 、
, 、

。

一 左石叨 ”

戈 ” 又‘ “ 一 ”‘

叱咖
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五宁
一

毕
·

关
‘ 了 ·。· ·

一 。

一

五锣
一

毕呱
· 十 一 。 厕

二

一

众
一

当、 , 一魂罐
,

当 , 一 。时
·

下面估计 式的右端各项 首先注意到
一

派
丽 ⋯“ 一 。, ‘· ,嘛“

一

了
十一 。

二 、击“
属

一

五
。 ‘ 一 。 ’礴一。臼虱 五

。

“ 一 “ ,磷一 ·。矶

及

五
。 ‘ 一 “ 丽 一 口而· ‘

一 ‘ 一 。

关
‘ ’ ·。·“· 心“·

二五
,

关
‘ 了 · ·口·“

、

五
,

关
‘ 于 · , ·“· “ ,

因此令 口
,

则有

毛
口

由于 丽 当 若

五瓜旧尤 一

口叶

‘ 一 。, 、一 ·口而·“·“ , 一。

,

时
,

因此类似地有
、一了岭 一 。 。击叫戴

一五
。

“十 一 的’

磷
二

、二
· 二 、

·

由引理 及 式
,

可得

二 一 一五
一

串沪二 ‘ 一 “ ,’‘·”斌

宁五
。 一

毕
, ·

‘丽
· 沪·

, ‘ 一 “ ,’‘·“讥“

‘ 十

五
。

瓜 ,
,

、
,

、 、‘ ‘十

五
。

、
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下面估计 几 显然

几
。认叨一

粤二 十 一 哟 ,

厕
二

。 叨一

半 。二 一 。 ’, 。。。瓦状

扁

无
月

九一几一几

一一

蜡 蜡
由 式及引理

,

有

蜡 五
一 三土卫 ,一 、自 、 一

下 ’‘

、切若一 甲疙八 一 己 一 了 弓 口 二“

一靴
九、‘ ‘

对于 烤这项
,

有

蜡 一 主

几 五
。 ‘ 一

粤、 ‘ ‘ 一 。 ·口二二己

五
。 ‘ 一

半 , · 石 ‘ 一 。 ·口、己

珍
‘

,
利用 式及引理

,

容易得到

“
, ’ 簇 ‘

五
。

,、 ,“

且由于 丽 当 石
,

时
,

分部积分后可得

,
‘ 切一

粤丽·

, ‘ 一 。,’ ·口、“·咖
石

五
。 。、 一

粤、 ‘ 一 。 、、

五
云 。 一

半、 ‘ 一 。 、。 ·

。、。
,

一

一几

因此

恕“
, ‘ ‘

五
。

‘呱 ,“

由烤的估计式
,

可得到

舰“ 毛‘ ‘

五
。

‘瓦 , 、

厂九
‘

厂九
﹄

最后估计 几 类似地

八二 一

粤勿 ,

卜 。 ’ , 呱

二一

平 。 , 二

卜 。 ’ 口呱

一几一几

一一

二 蜡 啥
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利用引理 一 以及 式
,

有

“ 蕊‘ ‘

五
。

叫 ,

且 二一

平 。, , 一 。“ 口瓦“

。一

半瓦
。

卜 。“ 口呱“

一

粤 、二 。 十 一 司 。呱 一 玲
‘ 十 澎

九
路

九九

一几一几

一一

唁”‘ ‘

五
一

魂

冷
‘ 二

、 ‘ 。

、 一 。 。一

、、
。 , 、、、 二

青太
六太

一 。 , 。一

串瓦 , 亩二

卜 功 。一

半呱瓦 ,

公嘛

五
。 丽·

、 生 、 一 。 , 二一

粤、
。

、
二成

‘一 叮 。

因此

恕“ 蕊 ‘十

太
。

同川
王 、 一 。 。一

平、
。。二

、成
几 口”

”
一 ” 。

注意到在 刀 上
,

二 , 一

网钧
二

青 翻
叨一

平 一 韧
丁叨一‘

,

因此 与 两式中的边界积分之和是有界的
,

即

卿“ “ ,“
‘

五
。 丽·

,

由上式与 一 式
,

可得

五‘、‘“咖
二一‘ 毛 ‘

五
。

“瓦‘ ‘、‘,
·

为了得到 、的估计
,

还需估计 无 】面引成咖
·

为此将 式两端关于 石
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同时求导一次
,

然后同乘 一 功 口风
,

并在 残 上积分
,

可得

一叨
几

一

串而二 。 卜 。“ 口丽夸

一

岑
一

毕、 ‘ ‘ 卜 “ ‘·”丽‘

玉云

一

五
。

、
·。“ 一 。,’ ·口。“ ·

五风‘ ‘ 一 ”, ‘·。双

五“
叨一

平沪·

,￡‘ 一 ”,’‘ ”风“

五
、二 ·、。‘ , “ 一 “ , ·。双“

一

平二‘ ‘ 一 。 ’ 。面‘
叨刀

八

了九

八二一

串 、。 石 一 。 。丽

。二一

粤 。 。 卜 。 ’ 。。疙 一 艺人

无
丹

无

土一几一几

一几

一

类似
、 、 、

一
几

几

乞

、

式的证明
,

可得

面二‘ 卜 。 口风

宁五
。 一

毕、 石 一 。 ·口。心

介
一

串 ,叫 ‘ 一叔罐
一几

妻

一‘ ‘

太
。

‘,呱 , “ ,

“ “ ‘ ‘

五
,

回

“ 蕊‘ ‘

五
,

“
,

“ 簇 , “ 毛‘ ‘

五
。

回

还需估计 几与 几 利用分部积分
,

可得
“ 一 。‘ ‘ 一 。, ·。。击咖 ,‘互吉一五

。 ‘ 一 。, 衅。 ·

。、
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。
浦

‘ 吸‘ “ 一 ”
‘ 。风 了咖

, 。

’心

一 一五
。 。叽 一 王土卫 , 、 一

’‘

切心气 卞 己 一 了 舀胜 口川石“

五
亡

。 叨一

半二。。 卜 。 ’ 。吸献 一 蜡 蜡

由 式及引理
,

有

蜡 五
。巩。一

平 吸 , ‘ 卜 。 ’ 助唤

、 ‘

五
。

,。 ,
,

“一青众
一

畏太

。 一

粤碘 。 卜 。 ’ 月面‘

。 。一

串 , 疙‘ 卜 。 ’ 。风己 一 蜡
,‘

烤
, ,

显然

且

,
‘

职 、‘ ‘

五
。

“

一

串风 , ‘ 一 ”, ‘·。双“““· 夸

夸

生 。 一

串 。。 一 。 , 。唤二
,‘

轰五
。 叨一

串风“ 一 ”,’风‘‘·

臼吸
·

因此由 式
,

有

卿
、 、‘ ‘

五“川
由上式及 卜 式

,

可得

力酬叫
二一

“
‘

孟
‘瓜 , 耐

利用 和 式及 不等式可得
引理 设 。

, 。 是间题
、 、

的解
,

则对任意的

任 , ,

存在着与 。无关的常数
,

使得
。二 。。。 叱助

,

、

’ 乙

为了证明定理
,

还需要下面引理 见文献 川
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引理 假设 是有界开集
,

八
, 任 尸 明 蕊 且当 、

时
,

人 在 “ 中弱收敛于
,

则

定理 的证明
叶

‘沉 〕

由引理

几司 几日
,

使得当 勺

介 盖
。 。 孟

。 ·

一 ,

存在 叨。

的一个子列 。时 及 任

时
,

一冲 叨 ,

口叨

冲

几乎处处于 几
,

在 几 几 中
,

啥花一刀牡叻一

口一

一‘ 一 的怒 。 簇 一 哟概
,

其中 为常数

下面证明 是间题 一 的解 由引理 和
,

对任意的 沪 畴 且
沪 二 在 刀 附近

,

有

五
二 “ ’·沪“己“ 丁

一

飘五
二

昆,·沪“面击

一五
二 ·

, , ·、。击 一

执了
, 。 。、击

一

五
二

,·诚赫
“ 、 , 一 。

一抵了
, 。一。 二

其中
, ,

表示 在边界上的迹
,

因此有

产

捣
‘箭沪 , 一 。成击 一 ‘ “ 沪 。一。成 宁 , “ 一 ‘, ’,

飘 厂 成击 一 ,

当“ 一 时

由引理
,

对几乎所有的 艺任 , ,

有

丈
‘

关
‘ 一‘

,

“
, 。,一 ‘

, “ , ’““

一

玛关
“

丈
‘

一
, ‘, , 。,

一
‘

, “ , ,“咖

、飘关
‘

关
“

丈
‘

鲁
、“击 一 。

升

上式表示 。在迹的意义下满足边值条件 接下来证明 。 满足 式 令

二 户
, 一 一 告
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则 式可改写为

认 认 认
, 、 , 、

若咨 叮 愁资 二左子一 母 玲
几 。, “

玲
几 “

· ·

二 ”
, 一

灭
’

一 刀 一
’

。
’

‘
’

石

令 沪 任 岛
,

甲
,

例卜
,

试
,

苟
,

司 二 试
,

石
,

功
,

沪 在 叮 附

近 将 式两端同乘 哪 月 一 句 任 并在 几 上积分
,

则有

五
二
。 一 ‘ ,沁解、 ,。 ,·“ 糕

二 。 一 “ ,衅

五
二 ·

。、 一 “ 、
几

,· · ,

五
,

玲
几

,一 ·, ‘ 一 “ , , ·

·

五
二 ·

、 一 “ ,‘玲
几

,‘ 疙, “ ·

旅
二

玲
“

,‘‘、 一 “ ,沪毛

一关关
‘ 。。 , 。 、 一 、 、、‘ 。

一

关
,

丈
石 沪。 、一 、、 , 。

一 了 了 玲
几 沪 从 一 树沪成击

,

一“

玲
“ 疙 。 一 无 沪 丁咖

亡 。

, 、一 。

下面估计 式中的每一项 首先
,

当 时
,

有

尹 工

沪场 讥 一 咖 二 护场 。 , ” 一 咖击
, ·

’屯

利用 与 式
,

当 时
,

有

“

、。 、 一

、叫
, 一 。一

丈关
“

、。 、 一

碱叫
。一。

‘

、
几 , ·。 。 一 、 , 成“· , 一。

了儿
拍

儿了儿了儿

一

关
,

关
石

锻 一

卜翻
月 一 “ ,“叫

, 一

一

丈关
“ 一 锻 一 叽 誓

‘一 一 “ ,沪““·

一

下面估计 一。

玲
几 疙 。 一 “ 、咖击 卜。 设 ‘ 。 ,

‘

,

占 当
,

二 占 令

奴

, ‘· ·

卜 ‘一 。、

一 ”
,

, · · 一

几
‘· · “一

一、
万口

一
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则 一 玲
几 ‘ , 一 、咖击 一 。 可写为

‘

一

一‘

岭
’‘

‘ 口 姚 一 无 沪 ”丁 , 。

‘屯‘

产
、

一
“

叮
’‘

‘ “ 几
一 , ‘· · ‘ 。

一五
· ‘ ”

二元 一 玲
九 沪入、

。‘企
一 “ 、

” ‘七、‘、 ·

五
二 ·口

。元 一 玲
”

拼户、

十 ·

差
二

彻 ‘元 一 劝 玲
”

妙义

二 几 几

由引理 和 可得

现
,

坦 二
十 乙一

。正
一

叫青、 一 倪 啊 一 ‘

会
一 叨誓

一

肇协
现在需要估计 中的每一项 首先当

,

时
,

有

石左
二 口 二正 一 劝 入、 尤

由引理 和
,

有

元 一 玲
几 。。沪入、 石

一关
,

关
“

。‘元
一 玲

几 , , 入、 若成 二

刀

乡。元

尽 。元

一 、 。几告 ,

玲
九 。沪入、‘献

一 玲
几 。沪。久、 苟

九九
一一

产 产

一 助
二几

一

咖
‘缺 一

、
一‘ 八。叫

, 。

一

五
二

一

五
二

升
,

升二几斋一 。元 。

玲
几 。沪入、 苟

口 叨几 一 劝 玲
几 , 沪。入、
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护一 、 攀
, 入、

叮

利用分部积分并令 、
, ,

可得

太
二 口

护
一 “ ,誓妙、

公 几告一 、 元告
二 , 入、

。‘瑟 一 劝 沪二

瓜

九九
一一几

一净

五
二 。

誓
·口 ‘一 、 , 入、

一关
,

关
‘ 。。 叨、‘一 。 ‘一 , 、、 疙 。

一

五
, 。巩 一 。 护

一 , 入九 、

一

五
二 。 , 疙‘ 一 “ , 。 几‘一 ,‘·“

一

五
二 。 一 , 口 几‘一 “ ,沪‘义。

一关
,

丈
‘ 。 ‘一 、 ·口 叨 ‘一 、、 · 。 。

关丈
‘ , 。 一 、 ·。 “一 、、

、
。 。 ,

因此 可估计如下

聋鳃 二六
‘

树 ‘一 “ , 口 ‘一
、叫

。一

一

关丈
‘ 。 , 一 “ , 一‘犷‘一 “ ,沪““ 心一 。

·

由此及 几和 几 的估计
,

可得

鳃
“

玲
” “’‘ ” 一 “ 沪咖叫夸一 。

一

关
,

丈
‘ 。 , 一 “ , ·, 犷‘一 “ ,沪“““· 吃一

一

六
‘

叨 ‘一

、 ‘一
咖叫

疙一
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另外由引理
,

有
“

二
‘

五
二 ·

、‘认 一 “ 、‘一 , 、。 , 己

五
二 ·

、 一 “ , 一“ ” , 瑞 ,’沪“
,

由引理 一 ,

有

鳃
·

五
二

诊
几

,‘ ·。 一 “ ,沪￡ 一

注意到 犯 式中左端的第 项积分非正
,

在 式中令 、 ,

式
,

可得

由 一

五
二
。 一

咖
·

网叭 抑 ,· , 糕
二

沙 。 一 ‘ ,

一五
二 ·

。 一 “ , 一“一 , 、 ,’, “

五
二 一“

,一‘·口‘ 一 “ ,沪·“

关关
‘ 。。、 , ·口 ‘ 一 “ 一 “卜 ‘一 “ , , ,“。“· 石一 。

尘
、

厂

““ 沪 “ “
” 一 无 “击 芝一 。 沪今 一 “ 成击 。一 。

关
,

关
石 一 号 一 、 誓 一 一 ”, , ““· 一 。

·

‘,
·

, , ,

在 式中选取 沪 〔璐 动
,
沪

,

则可知 满足 式 在 式中选取
沪 二 《

,

动入、 哟
,

其中 功二 ,

动 任 峪
, ,

助
,

沪二 ,

动
,

作为检验函数并

令
,

则 无任 ,

有

关
,

芳
“

卜
、一 一 ·。〔一 、卜 。锻 一 、 誓

·口 一‘ 、·、 。一 。 落
·

分别选取 无
,

石
,

以及
,

由功行
,

动的任意性
,

可得

二斋二 反干
均 竺、

另外
,

在 式中选取 沪 二 必二 ,
叮 入、 豹

,

其中沪二 ,

动 任

当 刀 时

峪
, 丫 , ,

沪二 , 刀

,

作为检验函数并令
,

则 丫 任 ,

有

关关
‘ 。。功。 ‘一 “ ·口 ‘一 “ ,‘ , 一 “ ,

一 ·。 叨 ‘一 “ 于‘一 “ 一 。 , 一 “ 击咖 。 。

令 口、 可得
一 工 ·

叮 叻 一 无 一 二 ” 一 一 咖 二 ,

’
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由于 队 功
,

由上式可得

一 、 一 , 犷斋

上式表明

‘ 一 “ 塔一 。 蕊
,

几乎处处于
, , ‘

·

疙一。 一 叨护
, 二 一卜。 一 二 ,

几乎处处于
, 、 ,

定理证毕

定理 的证明

假设 和 式成立
,

本节证明间题 卜 当 时局部解的

存在性 由文献
,

正则化间题

二 。 ‘ 。 , 刀叨 一 。叨粤
, 。 一 粤 。。右一 。

, 二 ,

苟
, 。 。 二 ,

二 , 一 。 。 石
, 叮 , ‘ 。 叨 。 二 ,

,
, ‘

斋 , 一 。。

宗 告 巩 酥 明 」, 一 。

‘ 。 二 , ”
, 。 , 牡 ,

存在唯一解 二。 ” ,

其中
, ,

如 式所定义 。。 , 。 ,

充分光滑

且满足

。。。 , 叨 ￡

叶 。 , 。。 , 。 , 。 , 牡

￡ , 叨 。 ￡” , 叨 。 ‘ ”

苟
‘

卜 。 ” 簇 。。。 , 、 , 。 。

卜 叮 几
·

类似定理 的证明
,

需对逼近问题 卜 的解 叨 做一致估计

引理 设 叨 是 卜 的解
,

则存在与 无关的常数 及 充分

小
,

使得

‘

卜 。 ” 簇 。。 簇 一 。 牡 , 二 任 , ·

证 定义

。

磷 。 咬 片 十 一 。
串岭 , 一 。 粤咬。,

。 一 告岭 一 号叨告 ‘。 十 鉴 、
,

、
’

当 刀二 时

考虑函数

一 。 ” “ ”一口了 , 一 ,
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其中 , 口 待定 选取 口充分大
,

使得

一 二斋 卜“了 牲 一 。 。一‘ 一 。

瑞 二斋

叽 酥
,

卜 。“ “ 刀一所卜口 一 一 ”一‘ 刀

一 。 一 。 一 。几一 , 。 , 一 。 几

一 一 司
”一 ’ 卿一脚

二 一 “ ”一口下 一 口 一 一 动一‘

一 。 ”一月了

半
, 。

一 一 。 ”一‘ 一 。‘ 几

一 一 叮 几 ,

令 一 。
,

选取 充分小
,

则有

尽 叨兵 几 一 。 串
。 。二粤 。 , , 一 二毕徽

一

粼叨兵 、
”一

叮 卜 ‘ 二卜
一 。粤易。 一 二串乓

,

易 , 一 。 一 二告一 、 告
,

毛 当 二 ,

苟
, ,

刀 二 时

因此由极值原理
,

有

。 一 。 ” “ ”一口了 一 。“

为了证明引理 的第 部分
,

考虑函数

巧 一 叮 牡 。。了 ,

其中
,

待定 选取 充分大
,

使得

了
。

姚 二 嗜巧。 一 号哈 巩 认 川, 一 。

二 一 “ 了 几一‘ 倪 。了
斋一 。。仃瑞 ‘ ” 。了 斋

八
二

认 、
十 右 十 二二 】

,

、 日

妈 二 当 二 二
,

石
, ,

”
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由于 一 功一‘ 毛
,

选取 充分大
,

使得对任意的 二 任 , ,

有

五
。 了 一 刀 几 一 一 刀 一‘ 刀 」

一 了 一 一 。 几

粤
。 一 “ 了 一 。 ”一 ,

一 ‘““ 下 ‘ ‘ 一 。 ”

‘ 一 刀

一 。 一 。了

其中 充分小
,

使得

平 ‘ 卜 。 几一‘

」
,

产 粤 成

令 巧 一 。
,

由极值原理即可证明

号
,

“ 了 〔 , 琳

叨 一 厅 几 口了 一 刀 ” , 二 〔 , ·

引理证毕

令
孟

叨。 ” , 沪
若

二 二二 尹 ￡ 州卜
石

些二二。 , 。

由引理 及 式
,

有

一 刀 一 蕊 成 一 , 一‘

一 ” 一 沪
,

当苟
, ,

叮 时

一‘ 一 刀 “ 蕊 沪 簇 一 ”几

沪二 ,
沪‘ 簇 一 刀 牡 ,

沪 , 一 , 几一

由 式可知 满足
, 、 , , , 。 、 , , 、

磷 叨狡 价 一 五万 沙 一 ”

腼
已沙

‘ “

旅 一 件

引理 设 。 ,

、。

为 一 式定义在 几 上的解
,

则存在与 无关
的常数

,

使得 二合满足

五
二

玲
“

,“
·

玲
”

,‘,“ “
·

证 式两端同乘 玲
” 一 润并在 几 上积分

,

可得

孟
二

一五

、一 , 、
· 。 , 生 司

玲
几 一 沪【玲

” 。,

玲
几 若。」

·

利用引理 及 式
,

类似引理 的证明即可证明引理

由引理 以及 不等式
,

可得到如下推论

’



第 期 张剑文 赵俊宁 非定常边界层问题整体解的存在唯一性

推论 设 。。

为 卜 式在 几 上的解
,

则存在与 的常数
,

使得

五
二 , 明 ’“丁

蜘
簇“

引理 设
。

为 一 式在 几 上的解
,

则存在与 的常数
,

使得

‘ · 十 ‘成 叱咖卜一‘

从 ‘任 ,

证 令

叨 ￡

则显然砚 当 若
, , 刀 时

,

叨 ￡ 一 沪 ,

且

一叨
几

王士卫
了 面。, ‘风 沪 , 。 ￡沪夸若

, ,

吐乃

一 一灯口 叨

,

吐卫

石一 丁入 几 叨刀
了乙

一 — 一 一叨 守 钾二
·

将 式两端同时关于 丁 求导 次
,

然后同乘 一 司‘ “ 。瓦 叨
,

并

在 残 二 ,

石
, 刀 上积分

,

其中 。 云
,

可得

五
。

壳
一

平甄
‘十 ‘ 一 “ ,“

”

一

旅
。

宁
一

毕瓦
· ‘ ‘ 一 “ ,‘

” ”瓜

一

五
。 丽 ⋯‘ 一 。,“

“ ‘·。丽·

·

五
。

。石· ‘ 一 。,“
” ‘·。丽·

也 、
, ‘ 、 , 二

一石左
。

气叨
” 沪了 二 ‘ ‘ 一 ”

‘ ’ ‘ ’

彻丽了以入

五
。 , 刀· · , 。。 二

“ 一 “ ,’‘
” ‘· , 瓜

一

六太
, 。 一

半 ‘ 二 ‘ 一“ ,‘
“ ‘ ”呱“

一

轰五
。 叨一‘ 二

“ 一 “ ,“
” ‘ ”嘛己

一

轰五
。 一

粤
· 二

“ 一 ”,“
” ‘·。呱

·

“
·

,

类似 式的证明
,

有

力呱
·

‘ 。二一。

“
‘

五
。

,风
·

, 夙
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类似地
,

将 式两端同时关于 石求导 次
,

然后同乘 一 动‘ ” 助矶 并

在 几 二 云,

若
, 刀 上积分

,

类似 式的证明
,

有

力、‘ ,州
二 一忿

五阮 , 队心 ,,

利用 和 式以及 不等式即可得到引理 证毕

利用引理 礴
,

类似定理 的证明
,

我们可以证明定理

定理 的证明

本节证明间题 ‘一 弱解的唯一性
·

首先需要下面一个彗术性引理 二

引理 设 二 和 。 是问题 卜 的两个解
, 。全

五 和 巧
” ,

则对任意的 沪 任 〔溜价动
,

有

厂队 一 干, 二 十 树石、 。

孕
, 冬 厂

九 一 几

、
几 气 “ 产

证 令

一 丁 ,

‘
,

功
,

了 二 ,

万
,

司
, 一 。护

丁 ,

石
,

哟
, 一 。扩

,

万
,

司

由定义
,

对任意的 沪 ,

功任 〔丫牌动
, , 任 ,

有

五
二
。 一 “ , 、· 。 , , ‘ 、 ,· ,“

孟王 口 一 甲

一

五
, · “二 ,嚼

·

。叭 一 ”, , “

派
二 。 ,

“ ,沪二“
,

五
二
“ 讯 一 ‘,贻 咖 画孵

十

五
二

轰丽 俨
一 ‘

瘫
一

五
二

砰牙“‘ ” ,丽 万 ·

公丽 一 ‘,‘“ 五
二 , ①

, ‘,标“ ,
,

,
·

, ,

其中

万 一 侧予 ,

乙
,

又一 一 钧聆 卜司瓦 万
,

百
几

几 吸 买 功
,

产 一 无

“ 一 “ 一 、“ ”,

““ , “ 一

大
‘一 叉‘ ” , , 口 “ 一 “ “

·

令 侧
,

刀
, 重 任 “ 且

侧
,

若 任 几 侧
·

,

了 几 若了 任 几

在 和 式中分别选取 妈区
, ,

沪 二 重 ,

功 重
,

并分别在

五
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几 中关于 了 和 积分
,

相加后可得

五
二

五
“ 一 丽 ,“ , · , 节 , “ , ,‘十 柯 ,

【 重 , 又重 司 腐

五
二

五
二

冬
叭 一

冬丽 , 矶 一 万 ” 犬腐

五
二

五
二 口 ,

丽 , , 二 口‘万
,

巧 , , 丽 ,“ “

一

五
二

五
二 ·

砰
‘ ” ,峨

·丽歹
‘十 ” ,丽 ‘·

乡 一 下 ” 腐

特别地选取

侧
,

习 沪 二 ,

石
,

功 、 二 一 司 、 苟一 翻 、 。一 司
,

沪
, 沪 任 〔丫

〕 几 且
, · ·

卜 壳, 是
,

、· 。

二
,

, · , · , 一 若 ‘·
, “

平 满足

成
, · ,“” 一 “

, 二

听 一

誓
九 一 、

· 一 九 。一 。
,

中然其显

, 。 , 一

餐
、 一 了、

, · , 万 一

瓷
九 一 下琢

动 、 刀一 司
,

现在估计 式中的各项 首先由 式
,

当

动九 刀一 动

叶
,

口 时
,

有

五
二

五
二

。 巧 一 丽 , , · , 司 “ 一

五
二
‘矶 一 妈 ,沪

·
· ·

注意到

五
二

五
二
“ 巧 一

砌 柯 一

、’

。在

一

厂厂 订士节 杯 一 。明粤
。 二

’

七

一

五
二

五
二
今 巧 一 丽 ’虱、腐

怒五
二

五
二

。

橇
柯 一 叨 叫鲁“ 一 “

,
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从而当
,

口 时
,

有

五
二

五
二
今‘矶 一 丽 ,巨

, ,‘ 恤司
“

一

五
二

五
二
“ 巧 一 百 ’叨 叭 ’

测腐

五
二

五
二
今‘叭 一 瓦 ,杯 一 ” ,’ “

五
二

五
二 场 从 一 丽 , “映 柯“ ,’ 义“

一

五
二

,叭 一 巧 ,“ 沪 “ ”巩沪 ’“戈

其中
。

肴
一

关
‘ ·口 一下才一 ‘一 丽、“·

是 易与瓦 的复合均值
·

类似地
,

当 升
,

口叶 时
,

五
二

五
二
。 。一 丽 , ,· 万 , ,‘ “ 一

五
二

,叭 一 妈 , 钾 · ·尹 ,
,

·

五太
二

冬
。 一

要
丽 月 巧 一 丽 , , “ 一

五
二

鲁
矶 一 妈 ,

· ·

由于 二 , ,

丽娇 〔 几 几动及 。 ,

鲡 任 几 几幻
,

因此
一

五
二

五
二 ‘’十

嚼 两
“ 司

礁 , 升巧 一 几 ” “

一五
二

五
二 ·‘ 宁 一 丽牙宁 骊 ,’ 升‘巧 一 瓦 ” “

一

五
二

五
二

宁矶河宁丽 矶 一 万 ” “

一

以
二

五
,

气河宁丽耀
一 丽 ,’ “

一以
二

五
二

最暴
一

丫
’

一宁 公 一 ,间
“酬

一

以
二

五
二

气
一

戮
一 叭 ,

、“

一以
二

五
二

汽
·

小
一

气、
一 巧 ,

咖
只了、 二 一 司 、 若一 酌久 、 。一 司 夜
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由分部积分可得

五
二

五
二

喇
,

囚 十 乙 巧 ”祠 腐

一

五
二

五
二 。 叭

,

矶 , 刀刀九 一
子 九 “一 乙九 “ 一 。 “

五
二

五
二 。 认

,

丽 ,沪 ”九 一
了 九 “ 。晶

九 。一 、 “

五
二

五
二 叭

,

囚 ,

廊
一 动

· 一 乙粼
。一

秘“

五
二

五
二

喇乙 巧 , , 疏 一动
、 一 酌蔚

· 。一

。“

一

五
二

五
二 月 矶

,

丽 ,, ”刀九 一
子 ·“一 万九 “ 一 。“‘腐

一

太
二

五
二

晶
口 ,

丽 ,

晶
口‘丽

,

, 一

九 二 一 句 〔若 乙晶
、 。一 。 “

五
二

五
二
‘ 。

,

讯 , 一 ““‘百
,

”沪工·

、 、 二 一 、 一 翻具、 。一 二
口 ,,

晶、 。 瓦卜晶。 丽
,

,

户 ,

一
气‘十“ , 一‘·。 一 犷 ’一 ‘·

升一 , 一 ‘ “ ,“ ”

, ,

, 一 ,

一 告工二之 千 。

一
“ 叭

’ 一 一

卞 摊 升 一

产 ,

一 几

一气州
口 一 宁

注意到

恕喇 , 殉 一

舰嘲乙 一 “
几

以及
户 ,

一

子 一宁 ”“
。 一 巧 ’“·
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关于 口一致有界且趋向于零当口
,

在 式中令
,

口
,

由 卜

式可得

厂
一 。

二 十
解 , 。 ,

孕
、

厂
。 一 琦

介

画
。

, 了‘

引理证毕
定理 的证明 设 犷

万 ,

巧 。牙
石 是间题 一 的两个解 由

引理
,

有
一 、二 十沁树石 ,

孚
,

厂
几 一琦

性 , , , 。

。丁 了‘ “ 几

厂一 一 , 、

厂一纤
, 、

气 一 了 “ ,

一 砂 一 幻

几左
一

兀
一

左

九 一

九 。 一

九
,

、 。 ,

司韵司
、才,、、了‘‘、

拼拜科

了,
﹃

、

、 是引理 中所定义的函数
,

一 功以 司嵘 雌 哟
,

则可得

, 艺 在 式中选取

义中定其沪

五
二

“ 一 矶 一 巧

黔廓灵 叨警咖 ”‘

赞咖习
十

五
二 一 州叭 一 妈 , 喊

一 动。 十

翻
·十

冬林渤又

五
二

一 一
咖“嵘异嵘 一

咖灵晶嗬
·

‘

注意到当 时
,

一 。 。 一 。
暴

。、。、。、二

叮 一

加
一 一 巧 ,蒯。

巳
一

了 卜 一 。 击嵘口
一 叫死碱呱婉叭

毛
,

一
一 。

晶
。灵。“。灵‘

了九九无

一

了
一 一 姚 击、

暑
一

了 豁
叭 一 碗 击、 , 一。 ,

五
二
“ 一 一 巧 , 一

卜 誓
、‘

关
‘

介
一 一 二

十 ” 一
几

咖‘秘
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利用

聋二

叮
’ 人

牡 一 万
牲 ” 一 几 九 , 一 几 , ,

可得到

五
二 ‘一 几 一 、

几

献豁又 一 ,

五
二

,
牡 一 、

几
‘咖叉晶扭

一五
一

五

、 ‘ 、 了 、 、 , 。
口

。

一 刀 币了
, ‘ 一 下了“ 厂” 。 一 、公

‘ ’ 。 拼丸料丸蔗户荞“入
了

。 口
二

嵘
’‘

一 叮
’‘

料丸域而碱“入

一
·

一
几

,
“

,一 玲
“

,
·

,“·“ 。一 。

一

了,
牡 一 “

,击叫
一 。

、 一 ·

一 、
几 ·

一
几 · 击、 , 。

一介
一 巧

知
叭 一 巧 击、 。

一了、 叭 一

、峨
一 ’

由 一 式
,

有

介
一

帆
一 、 。

⋯
二 、

介
一 一二 。 二一 ,

‘

关
‘

介
一 一二

由上式及 不等式
,

可得

了
‘一 一 姚 ,粼。二一 簇 一 ,

介
一 一 巧 ,叫

二一 。

令 。 ,

即可证明定理
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