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一
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1

1 引言

H i一b e r t 空间中的框架最早由 D u 皿n 和 s比ae ffe r [‘l 于 19 52 年在研究非调和 凡 u r i e r
级数

时引入的概念
,

并对它的一些性质作了初步的研究
.

直到 1 98 6 年
, D a u b e e h i e s

,

G r o s s m a n n
和

M cy e : 圈 的突破性研究
,

才使框架理论被人们广泛关注
,

国内外许多学者对它进行一些深入的研

究 !“一 7 }
.

现在框架理论不仅是在理论上还是在应用上都起着重要的作用
,

已经被广泛应用于信号

处理 图
,

信号采样 图
,

系统模型 [l0 }
,

量子力学 阵‘}
,

图象处理 冲}
,

编码与信号传输呻
一 ‘4 }等领域

.

孙文昌 [‘5 ] 在 Hi lbe rt 空间中提出了 g
一

框架的概念
,

把 Hi lbe rt 空间中已有的几种框架的讨

论作统一处理
,

得到了一些重要的研究成果
.

本文讨论 Hi lbe rt 空间中 g
一

框架和 g
一

P ar se va l 框架

的一些性质
.

设 u 和 v 是两个 Hi lbe rt 空间
,

其内积为 (
· ,

·

)
,

范数为 }}
·

}}
,

{巧}
; 。了 是 V 的闭子空间序

列
,

其中 J 是整数集 Z 的子集
,

记 以U
,

巧) 为从 U 到 吟的所有有界线性算子的集合
·

定义 1
.

1 [ls } 一个序列 {A , 。侧U
,

巧)
: J : 乃 称为 U 关于 {巧

: j 任科 的 g
一

框架
,

如果

存在正数 A
,

B
,

使得

川 jll , : 艺llrt 万llz : B llfl !2 ,
‘f o U. (l)

分别称 A
,

B 为 g
一

框架的上下界
.

如果只有 (1
.

1) 式右边的不等式成立
,

则称序列 {A , : 7 任 科

为 g
一

B es se l 序列
.

如果 A 二 B = 入
,

则称为 g
一

入
一

紧框架
.

如果 入= 1
,

则称 {A , : 7 任 科 为

g
一

Pa rs e va l 框架
.

如果对任意的 , 任 么巧 = C
,

由Ri es z
表示定理

,

对每个有界线性泛函 A , 任 侧U
,

c)
,

存在

某个九任 U
,

使得 A ,
了= (f

,

九)
,

丫f 任 U
,

由 g
一

框架和框架定义得
:

{A了 任拭U
,

vj )
: J 任 升 是

U 关于 {vj : , 任 J }的 g
一

框架当且仅当 {jj }托了 是 U 的框架
.

例 1
.

1 设 {
e ,

}界
1
为 U 的标准正交基

,

对任意的 j 一 1
,
2

,

…
,

令巧 一 百p丽 {e1
,

e2
,

一勺}
,

A厂 U 弓

从而

称 A , f 一 艺江
1
(f, 务)e&

,

则对任意 ‘f 任队 有

11“
;
fll Z : 艺冲

,

别
2
,,一 ,,’ = 盯

, e ,
)}“511 jll

Z

艺 ljA
;
fll

’ 一
艺盯

, 。,
)l

2 一 lIfl }
’

因此 {A ,
}界

,
为 U 的 g

一

P ar se va l 框架
·

设 {A , : , 任丹 是 U 关于 {巧
: j 任丹 的 g

一

框架
,

在文 !15」作者定义了 g
一

框架算子 尽

S f 一
艺A JA :

关 V f 任 酥

了任 J
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这里 AJ 是 A ,
的共扼算子

,

且证明了 S 是可逆的
,

正的自共扼算子
·

又

‘“‘
,

‘, 一

(馨小
了

必
一

艺(A
;
无A ,
力 -

艺 llA ,
jll ’

7 〔 J

所以有 川!flJ “ 三 (S f
,

力三

f = 5 5 一 ‘f

B }}了}}“
,

= s 一 I S f

且下面的重构式子成立
:

一

艺
A扒

; S 一 ‘f 一艺
S 一‘A J“

; f
,

‘f 任 配

J 任 J , 〔J

(2 )

记 A ; = A : S 一 ‘,

则上式变成

f 一艺
A挤

, f 一艺入
。A万

7 任J J 任J

则伍
; : J 曰}仍为 u 关于 {vj

: J : J }的 g
一

框架 陌{
,

并且称伍
; : j o J }为 {A , : J : 丹 的

对偶框架
.

对任意 K c J
,

记 K
“ 二 J \K

,

我们定义线性算子

S、了一艺衅
A。了

,
丫了任已

7 任K

定义 L Z [ls { 一个序列 {A , : 侧U
,

巧)
: j 。 科 称为 U 关于 {巧

: j 。 丹 的 g
一

标准正交

基
,

如果满足

(l ) (A犷人
,

AJ九) = 民
,

(大
,

九)
,

V 乞
,

j 任 工 人任认
,

九任巧;

(2 ) E ; 。了1IA
: f l}

’ 一 }}f 11
2 , V f : U

,

其中 A二为 A ,
的共扼算子

·

C as az za 等人在研究 Hi lbe rt 空间中的 P ar se o l 框架的最优分解时
,

发现了一些新的 P ar se
-

va l 框架恒等式
,

下面我们给出这些恒等式
.

定理 1
.

11 1 6 ] 设 {人}乞。, 〔 H 是 H 的框架
,

{五}‘。, : H
,

为其对偶框架
,

则对任意的 K c 入

有

艺 l(f
,

动 }
’ 一

艺 l( S 、 f
,

励}
2 -

j 〔K

定理 1
.

2 [16 ]

艺 l(f
,

fj) }
2 一

艺 }(介
·

f
,

励}
’

J 任K c 了任I

(Pa rs e va l 框架恒等式) 设 {九}
、。, c H 是 H 的 P ar se va l 框架

,

对任意的

K c l 和 f 任 H
,

有
q‘

九jj艺 !(r
,

九)}
2 一

{{艺 (r
,

艺 }(f
,

jj )1
, 一

{{艺 (j
,

J 任K J 任K 夕任K
c J 任K

C

一一

9曰

九 九

注 1 定理 1
.

2 是定理 1
.

1 的特例
,

即取 {九}
、。, 为 p a r s e va l

推论 1
.

1 阵} 设 {人}、 , c H 是 H 的 外 紧框架
,

对任意的

框架
.

K c l 和 f 任 H
,

有
日 1 . 2

“艺盯
,

jj ) }2 -
艺 (f

,

九)f
7

{}
一 “艺 l(f 禹护川 艺 (f

,

fj) fj
〕〔K c J 〔K c

2 夕
一

p a r s e
va l 框架恒等式

为了证明结论
,

先给出几个引理
.

引理 2
.

1 设 H 为 Hi lbe rt 空间
,

T 为自共扼有界线性算子
,

且满足对任意 V f 任 H
,

有

(T f
,

力 = 0
,

则 T = 0
.
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证明 根据 T 为自共扼有界线性算子
,

直接验证得
:

对任意 f
,
g 任 H

,

有

R e (: ,
,
。) 一 粤[(

: (j + 。)
,

j + 、) 一 (: (r 一 。
,

j 一 。))] 一 。
.

任

取 g 二 T f 得
:

对任意 f 任 H
,

有 T f = O ,

即 T = 0.

引理 2. 2 11 7 1 设 H 为 Hi lbe rt 空间
.

如果 U l ,

Vl 。 侧H ) 是自共扼有界线性算子
,

满足

U : + Vl = I H ,

则任意的 f 任 H
,

有

(U
l f

,

f ) +

定理 2
.

1 设 {A, 任侧U
,

巧)

}!vl f {2 一 (vl ,
,

f ) 十 }: I f }2 :
粤}}f }2

.

任

: j 任乃 是 U 关于 {巧 : 了任科 的 g
一

框架
,

{A , : j 任升 为其

对偶框架
,

对任意的 K c J 和 f 任 U
,

有

艺 :A ; ,一+
艺 .!入

, s K ·

, .{2 一 艺 }.A
, , }!

2 +
艺}}入

, s 兀 , 一:

}艺: A : , : 2
·

正 K 托J 正K
“

正 J 正 J

证明 因为 S 是 u 上的可逆的
、

正的线性算子
,

则 S 一 1/ 2
存在

,

且 s K 十 S K 。

=

s 一 1 / 2 5 兀 s 一 1 / 2 + s 一 1 / 2 5 兀
。

s 一 1 / 2 = 了u
.

(2
.

1 )

S
,

所以

令 Ul = s 一 1 / 2
介 s 一 ‘/ 2

,

Vl = s 一 1 / “s K
。

s 一 1 / “
,

则由引理 2
.

2 得

(s
一 ‘/ 2 5 、 s 一‘/ Z f

,

f卜 }}s
一 ‘/ 2 5 、

·

s 一 ’/ Z f ll“ = (s
一 1 / “s 、

·

s 一 ‘/ Z f
,

f ) + 115
一 ‘/ 2 5 、 s 一 ‘/ Z f ll

“

,�
r了」

no一
月

任

>一

用 s ‘/ “f 代替 f
,

化简得

<S 、 f
,

f ) + (s
一 ‘S、

·

f
,

S、
·

f >=

又因为

(s K
·

,
,

, ) + (s 一 s K ,
,

s K , ) : ;(
s ,

,

, )
·

(2
.

2 )

(介 f,j , 一

(层二
,

f,j )
-

艺(A
; f, A ,

户 -

艺 {A
,
{
2

J 〔K

(2
.

3 )

艺}}入
;
jll Z 一
艺 }A

了“一 l
fll ’一
艺(A

; “一 ‘f
,

“, “一 ‘j)
, 任J 7〔J , 〔J

一
艺(A丁s

一 ‘f
,

s 一 I f ) 一 (5 5
一 ‘f

,

s 一 ‘f )
J 〔J

= (了
,

S 一 I f )
:

将 (2
.

3 ) 式和 (2
.

4 )式代入 (2
.

2 )式即得到结论
.

定理 2. 2 设 {A
: 任 L( U

,

巧)
: 7 〔 升 是 U

K c J 和 f 任 U
,

有

(S
一 1
了

,

f ) (2
.

4 )

关于 {巧
: ; 任 升 的 g

一

P ar se va l 框架
,

对任意的

gd一连
孟

>一

n‘

一 日一 llz _
艺 }“

,
fll

“ +
……艺

A丁州……
一 乞

J 〔K
. , , 〔K c ” 了〔K c

}A
;
!ll ’

+ll 艺 AJA
, f }}fll

2
.

(2.5 )

证明 因为 {A
, 任 拭U

,

巧)
: J : 科 是 U 关于 {vj

: j 任 升 的 g
一

P ar se va l 框架
,

则对任意

f 任酥 有

艺}A
,
fll

’ 一 llj }’

了〔J

(2
.

6 )



6期 肖祥春等
: H i lb e r t 空间中全P a r s e v a l 框架的一些险质 1 14 7

从而

艺
A二A

,

j,j )
一

艺(A J r
,

A , j卜艺}}A, f }}’一 }}f }}2 一 (f
,

f )

所以对任意 了〔 U
,

有 ((S 一 I )f
,

!) = 0
.

记 T 二 S 一 I,

T * = (S 一 刀
‘

二 S
,
一 I

*
=

了〔J

由于 S 是自共扼有界线性算子
,

则

S 一 I 二 T
,

少//、、

一一
、、、2产
了J关S

廿
产
、、

即 T 也是自共扼有界线性算子
,

根据引理 2
.

1 知 T = 0 ,

即 S = I
,

从而 A , = 凡S 一‘ 二 A ;
.

由

(2. 6) 式得
:

对任意的 K 仁 J 和 f 任 U
,

有

解“日日

艺 }}、, 、、 , }}2 一

艺 }}A。、、 , }}2 一 }}、K , }}2 一

……
了〔 J 7 〔J

艺A丁A
,
f

了任K

沼日l
艺}}入

; S、
·

‘}}’ -
艺}}A夕S、

·

r }}2 一 }}S、
·

r l}’ -

了任J

艺
A丁八

; f

J 〔K
c

再利用 (2句式和定理 2
.

1 得 (2
.

5 ) 式成立
.

推论 2. 1 设 {A , 。以U
,

巧)
: , 任升是 U 关于 {vj : J 〔月 的 g

一

P ar se va l 框架
,

对任意的

K 〔 J 和 f 任 U
,

有

解日日
日

艺、、A
,
, }}2 一

1…
7 C K

艺
AIA , f 艺

“JA; f

7任K

……
’一

艺 、、A, , 、、
2

”
, 〔兀

e j 任K
c

推论 2. 2 设 {A。 〔以酥巧)
: ; 任 J } 是 U 关于 {巧 : J 任 乃 的 g

一

入
一

紧框架
,

对任意的

K 〔 J 和 f 任 U
,

有

‘

黔
J‘,,2 一

……艺A亨
了任K

证明 因为 {A ; : j 〔朴 是 g
一

入
-

理 2
.

2 即可得到结论
.

一‘

……
’

一藻
c

“一“‘2 一

11互
·;一‘
…1
’

·

紧框架
,

则 {六A , : j 〔 了}是 g
一

P ar se val 框架
,

再利用定

注 2 设 {方}, 。 J 是 Hi lbe rt 空间 H 的框架或 P ar se va l 框架
,

令 A: f = (f
,

九>
,

巧 二 C
,

J 任

J
,

则 {A ; 任 L (H
,

巧)
: ; 任 J }是 H 关于 {巧

: j : 升 的 g
一

框架或 g
一

P ar se va l 框架
,

由定理 2
.

1

得到文献 {17
,

定理 1
.

1
、

定理 2
.

2 }和文献 {16
,

定理 3. 11

3 9
一

P ar se va l 框架恒等式的进一步讨论

本节对 g
一

P ar se va l 框架恒等式的性质作进一步的讨论
,

为此需引入如下记号
.

设 F = {A 7 任侧U
,

巧)
: J 任升 是 U 关于 {巧

: j 任 J }的 g
一

框架
,

对任意 K 〔 工令

。一

(只 K ) = s u p

J并0

。+
(F

,

K ) 二 s u p

f 笋0

兄
: 。K 。

IIA :
fll

’

+lI E : 。K A扒
:
fJ1 2

}}f }}
2

艺
; 。
价 }A ,

列
2

+ll E
; 。K A丁A

7
fll

“

}}f }}
2

定理 3
.

1 。一

(只 K ) 和 咋 (只 K ) 有如下的性质
:

( l ) 寻三
, 一

(F
,

K ) 三
U 十 (F

,

K ) 三 1 :
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(2 ) 。一 (只K
c

) = 。一 (只K )
, 。+ (只K

c

) = 。+ (只K ) :

(3) 。一

(只 J ) = 。+ (只 J )
, 。一 (F, 功)

(4) {A了 。侧酥砌
: j 。刀是 g

-

= 咋 (双此

标准正交基 井 对任意 K c J
, 。一 (F, K ) = 价 (只K ) 二 1

.

由定理 2
.

2可知道第一个不等式成立
.

对第二个不等式
,

我们先证明
:

对任意 V f 任 U
,

艺 JJ玛f JJ’
·

<一

9翻

证明

有

事实上

艺A箩玛f

对任意 f 〔 U
,

有
几‘

、、、
、

///、了、、

一一

n‘

艺
A J妈f S ll P

h 任U ,

日川1= 1
艺AJA:

大“

= S ll P
h 任U ,

1}hl }= 1

三 s u P
h c 酥 }}h }!= 1

{篡
“J了

,

妈“, {

(忍
“一了“

·

“一 ,,

)
2

三 S u P
h ‘队 {}h }}= 1 (艺}{A

, f {}2 )(艺
{}A、、}}2 )

/ 、 7 任K

1lh l一2 : 艺}!A ,
j }}’

,

l
了

q‘
广J

,JA
气曰K一‘、/�任

‘

!
、

= S ll P
h‘U ,

}!h }l= 1

所以
,

对任意 f 任 U
,

有

艺 JJ玛f !!2 +
艺“;A

, f : 艺 恤
。
jll Z 十
艺}凡jll ’ 一 l1j }2

7 〔K
“ 7 任K “

解

l

第二个不等式得证
.

(2 ) 和 (3 ) 可由定理 2
.

2 直接得到
.

(4 ) {A, 任侧U
,

巧)
: J 任 升是 g

一

标准正交基
,

由g
一

标准正交基定义得
,

对任意 乞
,

, 任 J, 大任

认
,

九任巧
,

有

心
,

以) 一划人
,

。卜 {叙
,

。)
,

忠
对任意的 f 任 U

,

夕任 J
,

有 A , f 任巧
,

则

、、、//
犷J

,JA
率,J

A
r曰K一‘、/一一�

大乞A
*乞

A
r曰K�、夕

尹
�任

才

/z、、
,

……忍小
J‘

{
2 -

一
艺艺 (A犷A

乞

工叮妈f)
乞任K , 任K

一

艺艺
占*

, 7
(人关A ,

力
云〔K J 〔K

一
艺 (A

,
大A ,

力 -
艺 JJA

,
JJ
Z

j 〔K



6期 肖祥春等: H il b er t 空间中 g
一

P ar se va l 框架的一些性质 114 9

所以

艺 1Ia
,
111 ’ +
…;艺 AJA ,

川
一

艺 lIA
;
jll ’ +
艺 }A ;

jll ’ 一 IIjlI
’

7 任K
c J 任K c 7 〔K

故此
。一

(F, K ) = 价 (F, K ) = 1
.

也许有人会问
。一

(F, K )
,

u+ (F, K ) 能取到最大值 1 吗? 事实上
,

这样的例子是存在的
.

例 3. 1 设 U 是可分的 Hi lbe rt 空间
,

{lj : J 任乃 是 U 的标准正交基
,

定义

A几 : U 升 C
,

A九 = (l
,

方)
,

V f 任 酥

则对任意的
“ 任 C

,

A免
“ 一 c

九
,

所以

(A于
:

、,
: ,

A又。乃 ) = (。,
、

人
,

甄方) 二 占、
, ,

(。人
, 。jj )

,

其中 gl
, ,

g几 任 C
,

艺
,

, 任 J. 又因为 {九 : J 〔 刀是 U 的标准正交基
,

所以

艺 JJA。f JJ’ 一艺盯
,

fj )}, 一 J}了JJ’
,

v f 。 :
.

所以 {A fj : j : 丹 是 g
一

标准正交基
,

再根据定理 3
.

1 知
: 。一

(F, K )
, 。+ (只K ) 能取到最大值 1

.

定理 3. 2 设 F 二 {A , 任侧酥巧)
: J 任 J }是 U 关于 {巧 : j 任升 的 g

一

P ar se va l 框架
,

对任

意的 K 仁 J 和 f 任 u
,

下列条件等价
:

。一
(只州 二 价 (只州 = 七

艺
, 。

剧 A:
fll Z 一 }}瓦

。K A扒剧
2 ;

证明

。Kc }A ,
jII

’ = {E
, 。Kc AJA ,

jll
’;

S托
·

f = 0
.

(1 )冷 (2 ) 设
。一

(只K ) = 。+ (只K ) = 1
,

因为 F = {A , 任 L (U
,

巧)
: j 任 J }是 U 关于

、刃K可乙S

、..产、
.

口尹、l产
、

、
.

产尹J

‘
、了
了

.、/
1
Ies、

{巧
:
了〔 J } 的 g

一

P ar se va l 框架
,

有

llf ]1
2 一
艺 IIa

,
fIl

’ +
艺 {A ,

fll
Z

夕〔K
c

从而

一一
2

厂
‘

一一

n‘

艺 JJA
了f JJZ +

艺叮凡 f 艺 !JAj 了JJZ +
艺 JJA

, f JJZ

了〔K
C

由此推出 (2 ) 成立
.

(2 ) 井 (l ) 若 (2 )
g
一

P ar se va l 框架
,

则

了〔K J 任K
c J 〔K

成立
,

由于 F = {A ; 任 斌U
,

巧)
: J 任 升 是 U 关于 {巧

: J 任 月 的

矛J

2 ,

)f1lff路
解

l尸叼 ,,
’·

……艺
A扒

; f 一
艺 日A

,
fll

’ +
艺 11rt

;
fll

Z -

J〔K
已

从而 二 (只 K ) 二 价 (只 K ) = 1
.

(2 ) 骨 (3 ) 由定理 2
.

2 可立即得到 (2 ) 与 (3 ) 等价
.

(2 ) 骨 (4 ) 根据如下等式得到 (2 ) 与 (4 ) 等价
.

习 }A
:
!ll 2 一

{{艺小
,

jll
一 (介j,f ) 一 (介无介力 一 ((介

J 〔K ” J 任托

二 (S、 (I 一 S、 )f
,

f ) = (SK S 、
·

f
,

f )
.
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