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摘要 : 用 图表示范畴的两个子范畴 rep ≤
1 ( Q , I) 和 rep ≤

2 ( Q , I) 及其性质 ,刻划了拟遗传代数的好模范畴 ,余好模范畴

及特征模. 主要结论给出了 A ∈rep ≤
1 ( Q , I) 及 F(Δ) = rep ≤

1 ( Q , I) 的刻划及其对偶结论.
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　　为了研究在复半单李代数及代数群的表示理论

中出现的最高权范畴 ,Cline , Parshall 及 Scott 提出拟

遗传代数的概念[1 ] . 研究结果表明拟遗传代数是相

当普遍的 ,许多自然出现的代数被证明是拟遗传代

数. Dlab 和 Ringel 从环论和模论的角度介绍了拟遗

传代数的好模范畴、余好模范畴、特征模等重要概念

并讨论了它们的性质[2 ] . 本文利用图表示的两个子

范畴及其性质[3 ] ,刻划拟遗传代数上的好模范畴等.

1 　记号与概念

文中代数 A 总指代数闭域 k 上的连通的基的带

单位元 1 的有限维结合代数. 模皆指有限生成左 A2
模 ,并用 A2mod 表示有限生成左 A 模范畴. 态射 f ∶

X ϖ Y , g : Y ϖ Z的复合记为 gf . D 表示反变对偶函子

Homk ( 2 , k) .

总设 Q = ( Q0 , Q1) 是有限箭图 ,这里 Q0 是点

集 , Q1 是箭集. 把 Q 中箭ρ的起点记为 s (ρ) ,终点记

为 t (ρ) . Q 中一条非平凡路是一个箭序列 w =

al ⋯a1 ( l ≥1) 满足 t ( ai) = s ( ai +1) ,1 ≤ i < l ;规

定路的起点 s ( w) = s ( a1) ,路的终点 t ( w) = t ( al) ;

对任意点 i ∈Q0 ,定义平凡路 ei . Q 中所有路的集合

记为 W , Q 中所有以 i 为起点的路的集合记为 W i , Q

中所有以 i 为终点的路的集合记为Wi , Q的关系指的

是 Q 的长度不小于 2的路的线性组合 , k Q 表示Q 的

路代数 , I是由 Q 的关系集合生成的 kQ 的理想. 路 w

在自然同态 : k Q →k Q/ I下的像记为w. 带关系箭图
( Q , I) 上的一个表示指的是 V = ( V i , V a) i ∈Q

0
a ∈Q

1

,这里

V i 是有限维 k2 线性空间 , V a 是 k2 线性映射 V a :

Vs ( a) ϖ V t ( a) ,满足 :对于ρ= ∑λiw i ∈I ,有 ∑λiVw i

= 0 ;这里 w i = al ⋯a1 ∈W , Vw i = V al ⋯V a1 . 从 ( Q ,

I) 的一个表示 V = ( V i , V a) i ∈Q0
a ∈Q1

到另一个表示 U =

( Ui , Ua) i ∈Q
0

a ∈Q
1

的态射为 f = ( f i) i ∈Q
0

, f i 是 k2线性映

射 :V i ϖ Ui ,且满足 f t ( a) V a = Uaf s ( a) . 态射的合成定

义为 ( gi) i ∈Q
0
·( f i) i ∈Q

0
= ( gif i) i ∈Q

0
则得到带关系

的表示范畴 , 记为 rep ( Q , I) . 因为 rep ( Q , I) µ k

Q/ I2mod ,本文不区分代数 k Q/ I 上的模与 ( Q , I) 的

表示. 总设 Q0 被赋予良序“≤”,记为 Q0 = { 1 < 2 <

⋯ < n} ,记带序和关系的箭图为 ( Q , ≤, I) ,对应的

代数 A µ k Q/ I 的单模赋予相同的序 ,记全体单模

的集合为{ E( i) ,1 ≤i ≤n} ,用 P( i) 和 I ( i) 分别表

示 E( i) 的投射盖和入射包. 记Δ( i) 为 P( i) 的合成

因子形如 E( j) ( j ≤ i) 的极大商模 , 并称它为标准

模. ¨ ( i) 为 I ( i) 的合成因子形如 E( j) ( j ≤ i) 的极

大子模 , 称它为余标准模.Δ = {Δ(1) , ⋯,Δ( n) } ,

¨ = { ¨ (1) , ⋯, ¨ ( n) } . [ M : E( i) ]表示 E( i) 作为

模 M的合成因子的次数. 对任一模类θ,用 F(θ) 记

A2mod 的满子范畴 , 其中每个对象具有一个子模滤

链使得每个因子同构于θ中的某个对象. 代数 ( A ,

≤) 被称为拟遗传代数 , 如果 : (i) 对所有 i ∈ Q0 ,

Δ( i) 是 schurian ,即 End (Δ( i) ) ç k ; (ii) P( i) ∈

F(Δ) , i ∈Q0 . 当 A 是拟遗传代数时 ,称 F(Δ) 为好
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模范畴 ,称 F( ¨) 为余好模范畴. Ringel在[4 ]证明了

F(Δ) ∩F( ¨) = add T ,这里 T 是倾斜余倾斜模 ,称

为特征模. add T 为 T 的所有直和项的直和所构成的

满子范畴 , T = T (1) Ý T (2) Ý ⋯Ý T ( n) , T ( i) 是

不可分解的 ,且当 i ≠ j 时 T ( i) ≠ T ( j) .

下面回顾[3 ] 引进图表示的两个子范畴的定义.

对任意 i ∈Q0 ,记

~W = { w ∈W | w | I , w = al ⋯a2 a1 , s ( w) >

t (αa) ,1 ≤ a ≤ l}

W = { w ∈W | w | I , w = al ⋯a2 a1 ,1 ≤a ≤

l , t ( w) > s (αa) }

~i = { w ∈ ~W ∩iW | w = al ⋯a2 a1 , s (αa) ≤

i ,2 ≤ a ≤ l}

i = { w ∈W ∩W i | w = al ⋯a2 a1 , s (αa) ≤ i ,

2 ≤ a ≤ l}

范畴 rep ( Q , I) 中的一个表示 ( V i , V a) i ∈Q
0

i ∈Q
1

,称为 ( Q ,

≤, I) 的第一类表示 ,如果满足 :

⑴对任意 w ∈ ~W , Vw 是单射 ;

⑵对任意 i ∈Q0 , Ý
w ∈~i

ImVw = ∑
w ∈~i

ImVw .

范畴 rep ( Q , I) 中的一个表示 ( V i , V a) i ∈Q
0

α∈Q
1

称为 ( Q ,

≤, I) 的第二类表示 ,如果满足 :

⑴对任意 w ∈W , Vw 是满射 ;

⑵对任意 i ∈Q0 , Ý
w ∈i

ImDVw = ∑
w ∈i

ImDVw .

　　( Q , ≤, I) 的全体第一、二类表示 , 分别记为

rep ≤
1 ( Q , I) 和 rep ≤

2 ( Q , I) ,它们具有如下性质.

定理 [3 ] 　(1) rep ≤
1 ( Q , I) 对子表示、扩张、直

和、直和项、封闭 ;

(2) rep ≤
2 ( Q , I) 对同态象、扩张、直和、直和项封

闭.

(3) rep ≤
1 ( Q , I) = ∩

i ∈Q
0

kerHom(coker P( ~i ) , 2) ,

(4) rep ≤
2 ( Q , I) = ∩

i ∈Q
0

kerHom(2 ,ker I ( i) )

2 　结论和证明

引理 1 　(1) 若 对 任 意 的 i , j ∈ Q0 , 有

Ý
w ∈~i

Im P( j) w = ∑
w ∈~i

Im P( j) w ; 则 coker P( ~i ) µ

τ2 ¨ ( i) ;

(2) 若对任意的 i , j ∈ Q0 , 有 Ý
w ∈i

ImDI ( j) w =

　∑
w ∈i

ImDI ( j) w ;则 ker I ( i) µτΔ( i) ;

证 (2) 　i) 先证对满射 f : P( i) ϖΔ( i) , 有

topker f = Ý
w ∈i

E( t ( w) ) .

根据 i 的定义对任意的 w ∈ i , 有 [Δ( i) :

E( t ( w) ) ] = 0 , [ P( i) : E( t ( w) ) ] ≠0 , 且 topker f

< Ý
w ∈i

E( t ( w) ) .

故若存在 w ∈ i ,使得 E( t ( w) ) ⁄ topker f ,则存

在 w t ∈ i ,0 ≠λt ∈k , w′t ∈t ( w) W ,其中 1 ≤ t ≤a ,

w t ≠w ;使得 ∑
a

t = 1

λt w′t ·w t = w.

于是对入射表示 I ( t ( w) ) 存在 w t ∈ i (1 ≤ t ≤

a) , w ∈ i ,使得 ∑
a

t = 1

ImDI ( t ( w) ) w t + ImDI ( t ( w) ) w

≠Ý
a

t = 1
ImDI ( t ( w) ) w t Ý ImDI ( t ( w) ) w ,

故 ∑
w

t
∈i

ImDI ( t ( w) ) ww t ≠Ý
a

t = 1
ImDI ( t ( w) ) wt . 这就与

已知矛盾.

综上所述 ,topker f = Ý
w ∈i

E( t ( w) ) .

ii) 再证 ker I (i) µτΔ( i)

首 先 , 对 满 射 f : P( i) ϖΔ( i) 有 topker f

= Ý
w ∈i

E( t ( w) ) ,所以有 Δ( i) 的极小投射予解式为

⋯ϖ Ý
w ∈i

P( t ( w) )
g

P( i)
f

Δ( i) ϖ0. 故有正合

列

Hom( P( i) , A)
Hom( g , A)

Ý
w ∈i

Hom P( t ( w) ) ,

A) ϖ TrΔ( i) ϖ0 ,于是得正合列

0 ϖτΔ( i) ϖ Ý
w ∈i

DHom P( t ( w) ) , A)

DHom( g , A)
DHom( P( i) , A) .

又 Ý
w ∈i

DHom( P( t ( w) ) , A) µ Ý
w ∈i

I ( t ( w) ) ,

DHom( P( i) , A) µ I ( i) ,DHom( g , A) µ I ( i) ,所以

τΔ( i) µ ker I ( i) .

对偶地可证 (1) 成立.

注 : 一 般 情 况 下 ,τΔ( i) µ ker I ( i) 和

coker p ( ~i ) µτ2 ¨ ( i) 未必成立.
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有 τ2 ¨ (2) = 3 , P(2) : P(2) ϖ P(3) Ý P(4) ,

coker P(2) = 1
4

2
3 Ý 3 ≠τ2 ¨ (2) .

引理 2 　对 ( Q , ≤, I) ,下列命题等价 :

⑴A ∈rep ≤
1 ( Q , I) ;

⑵P( i) ∈rep ≤
1 ( Q , I) ,1 ≤ i ≤ n ;

⑶rep ≤
1 ( Q , I) = kerExt1

A ( 2 , ¨) .

证 　因 rep ≤
1 ( Q , I) 对直和、直和项封闭 , 故

⑴Ζ ⑵.

⑵] ⑶根据定理 [3 ] 及引理 1 有 rep ≤
1 ( Q , I)

= ∩
i ∈Q0

kerHomA (τ2 ¨ ( i) , 2) , 又 kerExt1
A ( 2 , ¨)

= ∩
i ∈Q

0

ker HomA (τ2 ¨ ( i) , 2) , 故 rep ≤
1 ( Q , I) <

kerExt1
A ( 2 , ¨) .

反之 ,设 M ∈kerExt1
A ( 2 , ¨) 则对任意 i ∈Q0 ,

有 HomA (τ2 ¨ ( i) , M) = 0. 于是对任意的 f ∈

HomA (τ2 ¨ ( i) , M) , f 可通过某个投射模 P分解 ,即 f

= gh , h ∈HomA (τ2 ¨ ( i) , P) , g ∈HomA ( P , M) . 又

P ∈ rep ≤
1 ( Q , I) 故 对 任 意 的 i ∈ Q0 ,

HomA (τ- 1 ¨ ( i) , P) = 0 , 即 h = 0 , 所以 f = 0 , 故

HomA (τ2 ¨ ( i) , M) = 0. 因而 kerExt1
A ( 2 , ¨) <

rep ≤
1 ( Q , I) .

⑶] ⑴因 A ∈kerExt1
A ( 2 , ¨) ,故 A ∈rep ≤

1 ( Q ,

I) .

同理可得下列对偶结论.

引理 2’对 ( Q , ≤, I) ,下列命题等价 :

⑴DAA ∈rep ≤
2 ( Q , I) ;

⑵I ( i) ∈rep ≤
2 ( Q , I) ,1 ≤ i ≤ n ;

⑶rep ≤
2 ( Q , I) = kerExt1

A (Δ, 2) .

定理 1 　若由 ( Q , ≤, I) 给出的代数 ( A , ≤) 是

拟遗传代数 ,则下列命题等价 :

⑴F(Δ) = rep ≤
1 ( Q , I) ;

⑵A ∈rep ≤
1 ( Q , I) ;

⑶T ∈rep ≤
1 ( Q , I) ,其中 T 为特征模 ;

⑷Δ( i) ∈rep ≤
1 ( Q , I) ,1 ≤ i ≤ n.

证 　⑴] ⑵因 A 是拟遗传代数 , F(Δ) =

kerExt1
A ( 2 , ¨) ,由引理 2 得结论.

⑴] ⑶因 add T = F(Δ) ∩F( ¨) < F(Δ) =

rep ≤
1 ( Q , I) .

⑶] ⑷因Δ( i) 是 T ( i) 的子模 , T ( i) 是 T的直

和项 ,于是有Δ( i) ∈rep ≤
1 ( Q , I) .

⑷] ⑵因 A 是拟遗传的 ,故 A ∈F(Δ) ,又Δ ∈

rep ≤
1 ( Q , I) , 由于 rep ≤

1 ( Q , I) 对扩张闭 , 对直和闭 ,

故有 A ∈rep ≤
1 ( Q , I) .

对偶地有下列结论.

定理 1 　若由 ( Q , ≤, I) 给出的代数 ( A , ≤) 是

拟遗传代数 ,则下列命题等价 :

(1) F( ¨) = rep ≤
2 ( Q , I)

(2) DAA ∈rep ≤
2 ( Q , I)

(3) T ∈rep ≤
2 ( Q , I) ,其中 T 为特征模 ;

(4) ¨ ( i) ∈rep ≤
2 ( Q , I) ,1 ≤ i ≤ n.
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The Category of Good Modules over Quasi2hereditary Algebra
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Abstract : Using two kinds of subcategories of the categories of representation of quivers , rep ≤
1 ( Q , I) and rep ≤

2 ( Q , I) ,

and their properties , we discuss some properties of the category of good modules , the category of cogood modules , and the
characteristic module of A ∈rep ≤

1 ( Q , I) quasi2hereditary algebra. As the main result , we give the characterization of A

∈rep ≤
1 ( Q , I) and F(Δ) = rep ≤

1 ( Q , I) and their dual results.

Key words : quasi2hereditary algebra ; category of the representation of quivers ; category of good modules
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