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摘要
:

记 L 为量子环面上的斜导子李代数
,

本文构造了一族从 51 2 一

模到 L
一

模的函子 玲
,

并

对 L
一

模叮 (V ) 的结构进行了完全刻画
.

最后给出了 L
一

模狱 (V ) 与碟 (W ) 同构的充分必要条

件
.
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0 引言

对每个线性李代数的表示
,

文 Is] 具体地构造出交换结合代数上导子李代数的子代数全形的
一类表示

.

文 田21研究了 L ar s so n 函子的像的结构
,

所谓 L ar s son 函子的像
,

事实上是 [s1 中

构造的与一般线性李代数 贝
。
的表示相对应的交换结合代数的全体导子构成的李代数的一类表

示
.

受到他们工作的启发
,

本文先回顾量子环面上斜导子李代数 L 的定义
,

接着构造一族从特殊

线性李代数 51 2
的模 v 到 L- 模的函子蜡

,

然后刻画了号 (V) 的结构
,

最后给出 L
一

模嵘 (v)
与麒 (w ) 同构的充分必要条件

.

本文所得结果包含了文 田21中的结果
.

第 1节回顾量子环面 Ce 的定义及其斜导子李代数 L 的定义
,

并构造一族从 51 2 一

模到 L- 模

的函子号
·

构及号 (V ) 的子模在 L 中内导子的作用下的性质
·

蜡 (v ) 的子模在 L 中夕碍子的作用下的性质
·

第 4

蜡 (v ) 的结构
,

并证明了下述定理
·

并研究了 r 在该等价关系下的等价类

第 3 节研究了当 q 是 尹次本原单位根

第 2 节定义了格 r 上的一个等价关系
,

并研究了 r 在该等价关系下的 的结

时
,

节我们利用第 2 ,3 节中的结论来刻画 吞 模

定理 A 若 q 为 p 次本原单位根
,

V 为有限维不可约 slz
一

模 且 d im V 全 3
,

则

( i ) 存在 入
, 拼 〔 Z

,

使 g (s ) = , 入B , + 料B , .

(2) r0a (V ) 为完全可约模
,

且 号 (V ) = u
’

。 u “ ,

其中 u
‘,

u
“

定理 B 若 q 为 p 次本原单位根
,

V 为 2 维不可约
, 儿

一

模
,

为不可约 吞 模
.

则

(i ) 存在 人
,
拼 〔 Z

,

使 。( s ) = 。入8 ‘+ “8 2 .

(z) raa (V )不是完全可约模
,

但 蜡 (V) 二

子模 即
,

同时

ul 。 “
” ,

其中 u’
‘

为不可约 L
一

模
,

穿 有不可约

(a) 若 a + e 彭
r ad (j )

,

则 w 是汀 的唯一非零真子模
,

其中 0 二 一娜
1 + 人eZ E r;

(b) 若 a + o 。 : ad (j )
,

则 u’ 有唯一极大子模 诃
,

且 诃/w 为平凡模
.

定理 C 若 q 为 p 次本原单位根
,

V 为一维
, 几

一

模
,

则

(i )存在 入
, 拼 〔 z 使 g (s ) = 。人8 , + ”8 2

.

(z) 号阴 为完全可约的
,

且 号 (v ) = u’ 。汀
’ ,

其中 u’
‘

为不可约 L- 模
,

而
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(a ) 若 a + 口必r ad (f )
,

则 汀 是不可约 L
一

模
;

(b )若 a + 0 〔 r ad (f )
,

则 u’ = v (一a) o w
,

其中 v (一a)
,

w 都为不可约 L
一

模
.

定理 D 若 q 2 0 不是单位根
, v 。 , v l ,

…
,

vk 为有限维不可约
, 几

一

模 V 的一组基
,

则有

(l) 若 V“
,
拼 。 Z

,

都有
.

抓s) 奔扩
‘ , + 娜

, ,

则 号 (均 二 。轰
。认

,

其中认 = 。 r o r
。

‘
(r) 为不可

约 L
一

模
.

(2 ) 若 弘
,
拼 任 z

,

使 g (s ) = q 入s ‘+ “5 2 ,

则 邪 (v ) 二 u
’

。u
“ ,

其中 u
‘

== 。红
1

减
,

u
“ = 。f--W

I

叼
’ ,

城 二 。、 ra d (j) 。
, (口十 r )

,

认 。 二
分ad (j) 。

‘(o + 约
,

且城
,

认
‘

为不可约 L
一

模
.

最后在第 5 节
,

我们证明了下述定理
.

定理 E 若 。为 p 次本原单位根
,

则对任意有限维 sls
一

模 V 与城 吞 模嵘 (v ) 与碟 (w )

同构的充分必要条件是 。 一 口〔 r
, 9 2 (s) = f( a 一 口

,

5) 9 1 (s)
,

且
, 几

一

模 V 与 W 同构
.

1 斜导子李代数及其表示

取定复数域 C 上以
。 1 , 。:

为基的向量空间 u
,

在 u 上定义对称双线性型 (
· , ·

) 使 ( e , , 。 , ) =

氏, (1 三乞三J 三 2 )
.

令格 r 二 z e l + z e2.
首先让我们回顾量子环面的定义和一些结论 囚 PI

.

取定非零复数 q
,

量子环面 q 是 C 上的

结合非交换代数
,

其生成元为
x

去
‘ , x

步
‘,

生成关系为

x2 二 , 二 卯
l x 2 ,

从叮
‘ = 叮

, x , = 1
,

1 二该兰 2

对 n 二 “le l 十 nZ e Z 〔 r
,

记 沪 二 片
‘x 少

.

定义 r / r 到 c 的两个映射 。 ,

f 如下
:

v 。 =

几 i e z 十

r a d (f )

几2 e 2 ,

m = m l 。 1 + 。Z e : 〔 r
,
。 (n

,

m ) = q ”, m , ,

f (。
,

m ) = q ” Zm ‘一”‘m 2
.

定义 f 的根基为
= {n 任 r lf (n

,

m ) = 1
,

丫m 任 I’}
,

则有

J (n
,

仇) = a (m
,
n ) = 1

,

Vn 〔 r ad (f )
,

。 〔 r
,

且当 q 为 p 次本原单位根时
, r ad (j) 二 I kl 娜 1 十肠Pe Z}k l ,

k : 任 z }
.

q 上有度导子 d l ,

而 满足

v 。 = n l e l + n Z e : 〔 r
,

峨(x ” ) 二 n ‘二“ (1 丛‘丛 2 )
.

Cq 上的内导子
a
dx

n (。 任 r )
,

在 q 上的作用

为
a d‘“ (￡m ) = (a (”

,

二) 一 a( 。
,

动)二 n + m
,

显然当 。 〔 r ad (j) 时
,

nd 砂 二 0
.

事实上关于 鸟 的

导子集 D e r (q ) 有如下结论 [B G 兀]
,

D e r (q ) = 。n o r D e r (q )。
,

其中
,

当 n 杯r a d (f ) 时
,

D e r (q )。 = Ca dx ” : 当 n 任 r
耐(f ) 时

,

D e r (q )。 = 。孔
l

心
” d *

.

用叹对任一向量空间中的向量组
。 1 ,

…
,
。 ; ,

间
.

V r 任 r a d (f )
, 。 〔 “

,

记 D (。
, : ) = x r

(。 1 ,

…
, u ; ) 表示它们在 C 上张成的线性子空

。 i d l + 。2 d2 )
.

记 L = (D (u
, : )i(u

, r ) = o
, r 〔

ra d (f)
, 。 〔必 ¹ (a dx

”

}n 任 r)
,

称其为量子环面 q 的斜导子集合
.

事实上我们容易验证下述两

个结论
.

引理 1
.

1 令 L = (D (。
, r ) }(。

, r ) = 0
, r 〔 r a d (f )

, u 〔 u ) 。 (a dx
”

!n 任 r )
,

则 L 为 D e r (q )
的李子代数

.

设 x +
, x 一 ,

h 为单李代数 51 2
的 C he v a l l e y 基

,

即
,

【h
,
x +] 二 2x + ,

阵
, x 一

{二 一2x 一 ,

卜+
, x 一 {二

h
.

记

其中

A (。
, : ) = : l o Z x + + r Z、 l x 一 + r , 。 l h

,

u = “ l e t + ” 2 e 2 〔 夕
, : = r l e l + : Z e : 〔 r a d (f )

.

g 为从 r 到 C 的函数
,

满足 斌n )斌m ) = g (。 + m )(Vn
,

m 〔 r)
,

且 抓s) =设则引理 1
.

2

1 (V s 任 r ad (f ))
,
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(1 )若 叮笋0 不是单位根
,

则存在
a , b 〔 C \ {0}

,

使 夕(。) = a 九‘b几 2 ;

(z) 若 q 是 p 次本原单位根
,

则存在 入
,
娜 〔 z

,

使 g (n) 二 q“
十娜

,
.

从现在起我们取定一个具有引理 1
.

2 所述性质的函数 g ,

以及 a 〔 “
.

下面我们构造一个从

sla
一

模到 L- 模的函子蜡
·

定义 1
.

3 对任意 51 2 一

模 v , Vn 〔 r
,

令 V (n) = {试n )}。 任 认 n 任 r} 为向量空间 V 的线性

同构
·

定义映射叮
: 51 2 一

模 斗 L
一

模
,

V 曰蜡 (V ) = 。。二V( n)
·

规定 L 中元素在号 (v )上

的作用如下
:

(1) V ,
彭

r ad (f )
, ” 任 V

, a dx
s v (。) = 。 (s

, n )(夕(s ) 一 f (。
, s ))。 (8 + n ) ;

(2 )价 任 r ad (f )
,
。 〔召

, D (。
, r ) v (n ) = (u

,
n + a )。(n + ; ) + A (。

, : )。 (n + : )
.

根据上述定义容易验证 蜡 (V) 为 L 一 模
,

且 蜡 是一个从 sla
一

模到 L
一

模的函子
,

并有下

述结论
:

引理 1
·

4 (1 )设 V 为有限维
5 12

一

模
,

则 号 (V )是关于 C a rt an 子代数 {D (。
,

o )l。 任 u } 的
L 权模

,

且它的每个权子空间的维数都等于 V 的维数
.

(z) 若 Vl
,

碗 为 sla
一

模
,

则 蜡 (Vl 。 姚 ) 二缪(Vl ) 。缪 (碗 ).
由于每一个有限维 sla

一

模都是完全可约的
,

故研究 L
一

模 蜡 (v ) 的结构只须考虑 V 为

不可约模的情形
·

此外
,

由于权模的子模仍是权模
,

故若 w 为 L 模 叮 (V) 的子模
,

则可记

w 二 。眨r w (哟
,

其中 W(n) 为 W 的权子空间
.

Z r 上的等价关系

本节给出了 r 上的一个等价关系
,

并且详细研究了该等价关系下的等价类
.

在第 3 , 4 节中

我们将用这些结果来证明 心 (v ) 的结构定理
·

对任意 n 〔 r
,

令

r 盖= {s
杯

r ad (f ) }f (n
, s ) 尹夕( s )}

,

r 轰= {
s
必

r ad (f ) }f (n
, s ) = 夕( s )且存在 r

贾
r ad (f )

,

使 f (n
, : ) 并夕(: )

,

f (n + s , : ) 并夕(r )}
,

r 之二 {s 彭r ad (f ) }f (n
, s ) = g ( s ) 且 V :

杯
r ad (f ) 有 f (n

, r ) = 夕(: ) 或 f (n + s , : ) = g (: )}
,

r 。 = r 盖u r 盖U r ad (f )
,

则 r = r ad (f) 田 r 盖日 r乳田 r 乳
, r ad (f ) 十 r 。 二 r 。

.

由此及定义 1
.

3
,

容易验证如下两个引理
.

引理 2. 1 设 w 为 L- 模蜡 (V ) 的子模
,

对 n 〔 r
, ” 〔 V

,

则

(z )若 v (n ) 〔W (。) 且 3 任 r 盖u r 轰
,

则
。 (n + s ) 〔W (。 + s )

.

(2 )若 tn + s ‘ r 乏
,

则
a
dx

s v (n + m ) = o
,

其中 m 〔 r 。
.

引理 2. 2 任给 。
,

m 〔 r
,

则有

m 一 n 〔 r 。 补 n 十 r 。 二 m + r fu
,

(n + T 。) n (m + r 二) 笋O件 。 + r 。 = 。 + r tn ,

m 任 r 乳, 一m 任 r 盆
+ 。 ,

二 。 r 蕊, 一。 〔 r 森
十。 ,

且 Vs 任 r ad (f )
,

有 r 乳= r 盖+
, ,

r 轰= r 乳
+ ,

·

根据引理 2. 2 的结论我们可以在 r 上定义一个等价关系
.

定义 2. 3 任给 。
,

。 〔 r
,

定义 。 ~ m 当且仅当 。 十 r 。 二 。 十 r , ,

则 、 是 r 上的一个等

价关系
.

记 r* = r/ 、
,

, 的等价类记为 万
,

则有 百二 , + r ,

且 r 二 眺口
.

瓦

引理 2
.

4 (1 ) 若 V入
,
拼 〔 z ,

都有 g (s )葬叮人
8 , + 补B , ,

则 r = O;
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(2 )若存在 入
,
户 任 z

,

使 g (s ) = q 入s ‘+ “ s “ ,

记 0 = 一拼e ; + 入e Z ,

则有

(i ) 当 口 = 1 时
,

r = r ad (f ) = 8 ;

(ii ) 当 q 笋 l 且 .0( s) 二 1 时
,

则 r = 夕国 。1 ,

其中 夕二 o + r ad (f)
,
r 乏

l

尹必且 芭, 二 {
: }r 彭

r a d (f )}:

(111) 当 q 尹 1 且 g (s ) 护 1 时
,

则 r = O因夕
,

其中 夕= o + r ad (f )
,

r 占笋仍
,

且 O = {0 + : }尹 必
r
甜( f ) }

·

证明 (l ) 若 r 并O
,

则存在
、 〔 r吕

,

即斌s) = 1且价 穿
r ad (f)

,

有试r) = 1 或 f( , ,

的 = 叭司
,

亦即
a s ‘
白

s “ = l 且 a 子‘

b
r Z = 1 或 。8 , r ‘一 , ‘ r , = a r ,

‘
r 2

.

又 e 、 ,。: 彭r a d (f )
,

(由引理 1
.

2 可知 q 笋 l ) 故 a = 1 或 叮, , = a
且 b = 1 或 q 一 , ‘ = b

,

干是

存在 人
,
户 〔 z 使

a 二 少
。

6 二 尹
.

矛盾产生
.

(2 ) (i ) 显然成立
.

(ii) 因为 g( s) 三 1
,

故 入= 拼 二 o
,

e 二 0
,

且显然有 r 么二 r ; 二 砂
,

故 J = r ad (f)
.

因为
。 , 彭 r a d ( f )

,

故存在
3 彭 r a d (f )

,

使 f (e l , s ) 笋 1 二 夕(s )
,

于是 r 廷
,

笋必
,

现在要证明
云, 二 {r }r 彭r a d (f )}

,

只须证 V r
奋

r a d (f )
,

有
r 一 e l 〔 r

。 :
·

否则存在 仇 彭rad (f )
,

使 。一 e , 〔 r 誉
, ,

则有 g 一m Z = 1
,

且 Vn 彭r ad (f )
,

有 丁
n Z = l 或 q饥Z n ‘一m ‘几2 = 1

.

于是 f (m
,
n ) = 1 ,

矛盾
.

(111) 因为 夕( s ) 葬 l
,

故存在
S 彭 r a d (f )

,

使 夕( s ) 笋 1 = f (0
, s )

,

于是 r志拼 必
.

下证 口 彭O
,

即证 0 〔 r 合
.

因为 夕(s ) 奔 l
,

故 夕彭
r ad (f )

.

此外 f (O
,

0 ) = l = 夕(0 )
,

且 价 杯
r a d (f ) 有

f( 0
, : ) 二 尹均 +

阻 = 贝r)
,

故 。任 r 孟
.

最后证明 J = 0 十 r ad (j) 且 O = {e 十 r {: 更r ad (f) }
.

因为 O = r ad (j) u r 志u r 若
,

r = r ad (f) u

r 占日 r 名u r 言
,

O丽 c r 且 On J 二 砂
,

故若 丫m 任 r 言有 。 一 0 任 ra d( f)
,

则 J c r 言c o 十 r ad (l ) c 民
于是 百= 口+ r a d (f) 且 r 二 O u 百

,

故 6 二 r \ 百= {0 + : }r
萝ra d( f) }

.

所以我们只须证 v。 〔 r 合

有
, , , 一 口任 r a d (f )

.

因为 m 任 r 孟
,

故 1 = f (o
,

m ) = 夕(m ) = 。久机‘+ “爪 2 ,

且 V : 彭r ad (f ) 有 1 = f (0
, r ) = 夕(r ) =

q 入r ,
,

干“ r ,

或 q m Z r ‘一m
, r Z = f (。

, r ) = g (r ) = q 入r ‘+ “ r ,
.

由于 q 尹 1
,

则有
e l , e Z , e l + 。: 杯r a d ( f )

,

于是由上述结论可得 护 二 1 或 q叻 = 少
,

尹 二 1 或 q 一肋 = 尹
,

且 q科
“ == l 或 q杆

“ 二 q tn Z 一肋
.

情形 i 当 护 二 l 时
,

则由 夕(s ) 葬 l 可得 砂 尹 1
,

故 扩却 护 i
,

于是有 f m , = 。“
,

且
。‘

, ‘2 一 ”“ = 、入+ “ ,

故 。m Z = 。入 = 1
,

因而 V r 任 r
,

有 f (m 一 口
, : ) = 了m Z 一人)

r ‘一帅
, + “) r Z = l

,

故
n * 一 0 〔 r a d ( f )

.

情形 2 当 砂笋 1 时
,

则有 q御 二 少
.

子情形 1 当 尹 二 1 时
,

有 q杆
”
尹 1

,

故 q m Z 一阳 = q入十拼
,

于是 q 一叭 = 尹 二 1
.

因而
丫: 。 r

,

有 f (。, 一 。
,

r) = 梦爪
“一劫八 一 (m ‘+ 川勺 二 1

,

故 二 一 0 〔 : ad (f)
.

子情形 2 当 尹 并 1 时
,

有 q 一钧 = 尹
,

故价 〔 r
,

有 f( 饥一夕
,

r) = 1
,

于是 。 一夕〔 r ad (f)
.

推论 2
.

5 若存在 入
,
户 〔 z

,

使 。(s ) 二 叮入
s , + “ s , ,

记 0 = 一“e l + 入e Z ,

则

(l ) 当 q 并 1 时 日。 任 r ; 使 r = J 国元
,

其中 J 二 夕十 r ad (f)
,

r 蕊笋砂
,

且 几 = {口十川: 彭ra d (f) };

(2 ) 当 叮 = 一时
,

r = 口= r a d (f )
.

3 畔 (v) 的子模的性质

当 V 为不可约 51 2 一

模时
,

本节研究 L
一

模 F#a (V ) 在 L 中外导子作用下的性质
·

因为当 q

不是单位根时
, r ad (f ) 二 0

,
L 中外导子的作用并不影响 心 (V ) 的子模的性质

,

故在本节中总

设 q 是 p 次本原单位根
,

于是 ra d( f) 二 {kl Pe l 十 肠娜
2 }k l ,

肠 〔 Z }
.

我们首先研究 di m V > 2

时 蜡 (v ) 的子模的性质
·

为此要利用不可约 51 2 一

模的下述性质
·
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引理 3. 1阅 若 v 为 k + 1 维不可约
。几

一

模
,

则 v 中存在一个最高权向量 v0 和一组基

{约 二
贷乙vol o ‘ j ‘岭满足下列条件

:

(l) x+ 均 二 0 , x + 勺 = (k 一夕+ l) 巧一 1 ,
0 < j 三 k;

(2 ) x 一 v * = 0
, x 一约 = (j + l) 约 + 1 ,

0 兰 j < k;

(3) h巧 二 (k 一 2j )vj
,

o 兰j 三 k.

引理 3. 2 若 w 为 吞模 蜡 (v) 的子模
, 。 (n) 〔 W (n)

,

则 W (n) 中含有下列向量
:

x

草
v (n )

, x
色

v (n ) ; (3
·

3 )

(h x + + x + h ) v (n )
,

(h x 一 + x 一 h )v (n ) : (3
.

4 )

(护 一 x+
x

一
x 一

x+ )试动
.

(3. 5 )

证明 任取 入
,
拼 任 z

,

令
: 二 入脚

; + 产雌龙 2 ,
。 = 娜

1 一 沁2 ,

则有 D (。
,

r) 任 L
.

于是由定义 1
.

3

可得
D (u

,
一 : )D (。

, r ) v (。) = ((。
,
n + a ) 2 一 A ( u

, : )A (。
, r ))。 (n ) 任 W (n )

.

) + 入4 p 2 二

牵
。 (n ) + “4 p Z x

色
。 (。)

尹

仁
、
入」)

子‘、了

入2
矿声时

一 x+ x

一
x 一x+

+ 入拼3
声(h x 一 + x 一h) 一 入3

即
2 (九x + + x + h ) v (n ) 任 w (n )

. (3
.

6 )

在 (3. 6 ) 中分别令 入 二 0 , 拼 二 1 和 入 = 1
,
“ 二 0

,

则得 (s. 3 )
.

在 (s. 6 ) 中分别令 入 = 拼 = 1 和

入= 1
,
“ 二 一1

,

再结合 (a. 3) 可得

(h Z 一 x + x

一
二一 x + )v (n ) + (h x 一 + 二一 h )v (n ) 一 (h x + + 二+ h )v (n ) 任W (n )

,

(3
·

7 )

(九2 一 x + x

一
x 一 x + )。 (n ) 一 (h x 一 + x 一 h ), (n ) + (h x + + x + h )。 (n ) 任 w (n )

·

(3
·

8 )

由 (3
.

7) 加上 (3. 5) 得 (3. 5 )
.

最后在 (3. 6 ) 中分别令 入 二 拼 = 1 和 久二 1
,
拼 = 2

,

再利用 (3. 3 )
,

(3
.

5 ) 可得 (3
.

4 )
.

引理 3. 9 若 v 为有限维不可约 51 2 一

模
,

di m V = k 十 1 全 3
,

w 为吞 模蜡 (V ) 的子模
,

且 W (n )笋 o
,

则 V r 〔 r ad (f )
,

有 W (n + : ) = V (n + r )
.

证明 把证明过程分成三步
,

首先证明
。0 (哟 〔W (n) (其中 v 。

为 V 的最高权向量)
,

然后

证 W(n ) = V (n )
,

最后证 V r 〔 r a d (f )
,

有 W(。 + : ) = V (n + r )
·

( i ) 设 v (。) = 艺:=
l a , ‘。r 、

(n ) 〔 W (n )
,

其中 0 三 r ‘ < 勺 兰 k
, a r 、

笋o (V I 兰‘< 夕三 l )
.

情形 1 当
r ‘为偶数时

,

令 拼 = 警
,

则由 (3. 3) 及引理 3. 1 可得

x

职
。(n ) = (k 一 。 + 1 )(k 一 。 + 2 )… (k 一 : ‘+ 2。)a

r ‘。o (。) 任 W(n )
,

故 v0 (n ) 任W (n )
.

情形 2 当
: ‘为奇数时

,

令 。 =

昭
,

则由 (a. 3)
,

(s. 4 ) 及引理 3. 1 可得

(h x + + x + h )x聆
v (n ) = (k 一 : ‘+ l )… (k 一 : ‘+ 2。) a

, ‘Zk (k 一 1 )v 。(n ) 。W (n )
,

故 吻 (n ) 〔 W (n )
.

(2 ) 只须证V0 二J 二无
,

有 巧 (哟 E w (动
.

由于
。。(哟 〔W (n)

,

故由归纳法只须证 V0 兰 J <

k ,

若 V0 三 i 兰J 都有
。‘(n ) 任 W (n )

,

则 约+ 1 (。) 任 W (n )
·

情形 1 当j 笋导 时
,

由 (3
.

4 )可得 (h x 一 + x 一 九)巧 (n ) = 2恤一匀一1 )(j + 1 )巧 + 1 (n ) e w (n )
·

故 vj + l (n ) 〔W (。 )
.



4 8 2 数 学 进 展 3 4卷

情形 2 当 j =
导 时

,

由 k 全 2 可得了全 1
,

于是 勺一 1 (n) o w (n)
,

根据 (3. 3) 有

x
兰

v , 一 1 (, ; ) = j (J + 1 )。 , + 1 (n ) 任 W (n )
,

故
,与、 1 (, , ) 任 不I (, * )

.

(3 ) 由于 r a d (f ) = {无1
娜

1 + 无Z p e Z lk

『 (。 十 kl 脚
2 ) 尹0

.

事实上
,

当 k , = O时
,

。(n ) 任 林
厂

(, , )
,

于是有

l ,
k : 〔 z }

,

故只须证 V k l 〔 z 有 w (n + k i
拌

1 ) 笋0 且

命题显然成立
.

当 k , 尹。时
,

由第二步结论有 V。 〔从

当 (。2
.

, , 0 (, * +

D (。2 ,

k l尸。 t ) : (n ) = (e Z ,
n + a )v (k l

那
1 + n ) + k l p x + 。(n + k i p e l ) 〔W (n + k l 坏 , )

,

了* + (l) 二 。时
,

在上式中取
。 二 ?)0 ; 当 (e 2 , n + a) 并 0 时

,

在上式中取
v = : 1 ,

可得

,&l 环
面要

1 ) 〔W ( ; ‘+ k l
环

1 )
.

同理 W (n + 无i
拌

2 ) 并0
.

研究 v 为 2 维不可约 51 2 一

模时
,

L
一

模 r0a (V) 的子模 W 在 L 中外导子作用下

的性质
.

设 v 为 2 维不可约 51 2 一

模
,

在向量空间 u 上定义 sl :
的自然表示

: x
+e

‘ = 酝挥 1 ,

:It 一 。 , 二 占l , 。2 ,

he , 二 占, , , 。 , 一么
, e Z ,

则有模同构 u 二 V. 于是由定义 L 3 可知 L 中外导子在 号 (们
上的作用如 下

:

D (, ‘, ,
·

) , ,

( , * ) 二 (。
, n + a ) : (n + r ) + (。

, v ) r (n + r )
,

VD (。
, : ) 任 L

,
n 〔 r

, 。 任 U (3
.

10 )

为了表述方便我们引进如下记号
:

Vn 任 r ,

W (n) = ((。 + a ) (n ))
,

W
n = 。二

口
。

W(n + 劝 二

r 。 。W (r )
,

认
;
= 。 : 。 r 。

V (n + : ) = 。 : 。。v (: )
,

若 a 〔 r
,

W - 。 == w 一 。 。 V (一a)
.

引理 3
·

1 1 若 U 为 2 维不可约
5 12

一

模
,

W 为叮(V ) 的子模
,

且 W( n ) n w (n ) 尹o
,

则有

( l ) W (。) 〔 W (。 ) :

(2 ) V : 任 r a d (f )
,

W (n + r ) 仁 W (n + r )
.

证明 ( 1) 因为 W (n ) n w (n ) 并0
,

故
n 并一。 且 d im w (n ) = l

,

故W ( n ) 仁 W ( n )
.

(2 ) 只须证 V无1 任 Z 有 (n + k l p e l + 。) (n + k i
环

l ) 〔 W(n + k l
钾

1 ) 且 (n + k l
脚

2 + 。)( n +

人1尹。2 ) 〔 不币
’

(。 + 无1p e Z )
.

下面分三种情形证明 (n + k l
样

1 + 。 )(n + k ,
娜

1 ) 〔 W (n + k i
娜

1 )
.

情形 1 当 。 + kl Pe , + a 二 o 时
,

结论显然成立
.

情形 2 当 n + kl Pe l + a 尹0 且
n 十a 与 kl 娜

1
线性无关时

,

可选取 。 〔 V
,

使 (。
,
。 + a) = 1

且 (。 k l详 l ) = 0
.

于是 D (。
,

无1
那

1 ) 〔 L
,

故由 (3
.

1 0 )有

D ( , , ,
无i
娜

1 ) (n + a )(n ) = (n + a + k i
拌

1 ) (n + k i
那

1 ) 〔 W (。 + k i
娜

1 )
,

命题得证
.

情形
,‘+ 。

与

3 当 。 + 从严
, + a 尹 0 且 n + a 与 从Pe l

线性相关时
,

令
: 二 kl Pe l + 详

2 ,

则
r
线性无关

,

且 n + a + :
与 一Pe :

线性无关
,

故可选取 。
,

了 〔 V
,

使得 (。
,
n 十司 二 1

,

(, , ·

,
·

) = O (,“
, n + a + r ) = l

,

(。
‘,
一罗

2 ) = o
,

于是 D (。
, r ) 〔 L

,

D (。
, ,
一拌

2 ) 〔 L
,

故有

D ( , , ‘

一p o Z )D (。
, r )(n + a )(n ) = (n + 。 + k l

卿
1 )(n + k i

娜
1 ) 〔 W(。 + k l

娜
1 )

.

同理可证 (。 + k l
娜

: + 司(n + kl Pe Z ) 任 W (n + kl Pe Z )
.

引理 3
·

1 2 若 V 为 2 维不可约 51 2 一

模
,

w 为号 (v ) 的子模
,

且 w (n) \ W(哟 笋。
,

则有

(l ) 当 。 + a = 0 时
,

V r 〔 r a d (f )
,

W(。 + : ) 〔 W (。 + r ) :

( 2 ) 当 ; ; + a 笋0 时
,

价 ‘ r a d (f )
,

V (n + : ) = W (n + r )
.

证明 (l ) 任取 O 笋 : (n ) 〔 W(n ) \ W(n )
,

则存在注 {l
,
2 }

,

使拌
‘
与

。
线性无关

,

故可选取
“ 任 I

一 ,

使得 (。
,
p 。 , ) = o 且 (。

, 。) = 1
,

于是 D (。
,
p e , ) 任 L

,

因而有 D (。
,
p e ‘)。 (n ) = 祥

、(n + 环
‘) ‘
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W (n + 祥
‘)

.

又 n + 。 = 0
,

故娜
‘(n + 拌

‘) 〔 W(n + 娜
‘)

,

于是由引理 3
.

1 1 可得 V : ‘ r ad (f )
,

W(n + 拌
‘+ r ) C W(n + 娜

‘+ : ) 即 w (n + : ) e w (n + : ) (V r 〔 r
耐 (f ))

.

(2 ) 先证 W (n ) = V (n )
.

因为 n + a 尹0 且 W (。) \ W(n ) 笋O
,

故存在
v = a i e l + a Z e : 〔 V

,

使
。 (n ) 任 W (n ) 且 v

与 n + a 线性无关
.

记 n + a = bl e l + bZ e Z ,

则由 (3
.

10 ) 可得

D (e l 一 e Z , 一祥
: 一拌

2 )D (e l ,

拌
2 )D (e Z ,

拌
1 )。 (n )

又因为
。
与 。 + a

与 n + a 线性无关
,

b Z (b l + p ) (bl 一 如) v (n ) + (b l a Z 一 bZ a l )p (bl e l + bZ e Z )(n ) 〔 W (n )
.

线性无关
,

故 b l a : 一 bZ a l
并o

,

于是 (。 + a )(n ) 〔 w (n )
.

由于 d im V = 2
, U

且
v (n ) 〔 W (n )

,

(n + a )(n ) 〔W (n )
,

因而有 V (n ) = W(n )
.

再证若 m + a 尹。且 W(。 ) = V (。 )
,

则 Vk , 〔 z 有 W (。 + k i
拌

, ) = V (。 + k i
娜

1 ) 且
W (tn + k l

卿
2 ) = V (。 + k i

娜
2 )

.

令 。 + a = e l e l + e Z e Z ,

任取
。 = a i e l + a Z e Z ,

则

D ( e Z ,

k l
娜

1 。 (m ) = ((勿a ; + a Z k l p) e ; + 勿a Z e Z )(m + k i
祥

, ) c w (。 + k l
卿

1 )
.

(3
.

13 )

悄形 1 当
e : 2 0 时

,

在 (3
·

13 ) 中分别取 a : = 0
, a l = C2-- , 和 a l = o

, a : = e牙‘
,

可得

e ‘(m + k ;
祥

, ) 任W (叨 + k ;
那

, )( i = l
,
2 )

,

故 W (m + k l
那

, ) = V (m + k l
拌

1 )
.

情形 2 当
。1
笋。

, e : = o 时
,

在 (5
.

13 ) 中取 a l = o
, a : = k厂‘p 一‘,

则有
e l (m + k l

拌
1 ) 〔

W(m + k l
娜

l ) 又

D (e l ,
一k i
拌

2 )D (e l 一 e Z ,

k i
卿

1 + k i
那

2 )e Z (。)
= (一k l p (e l + k l p ) e l + 嵘

e Z )(。 + k l
娜

1 ) 〔W (。 + k l
那

1 )
,

故
e Z (tn + k i

拌
1 ) 〔W (m + k i

弹
1 )

,

于是 W(。 + k l
拌

1 ) = V (。 + k i
卿

l )
.

最后证 V : 〔 r
耐 (f )

,

W(n + r ) = V (。 + : )
.

设
r = k i

样
1 + k2 拌

2 ,

若 k l k : = o
,

则由上述结

论可得 W (n + : ) = V (n + : )
.

若 k l kZ 尹0
,

则有 n + 。 + k l
拌

:
笋0 或 n + 。 + k2 祥

:
尹o

,

从而

可得到 W (。 + : ) = V (n + : )
.

此外
,

由 (3
.

10) 可以直接验证下述结论
.

引理 3. 1 4 若 V 为 2 维不可约 51 2 一

模
,

则有VD (。
,

劝 〔 L , D (。
,

的以
飞 c 以

乞 ,

且有当 a 〔 r

时
,

D (。
,

门外匕
。 c w es 。

.

最后
,

我们研究 V 为一维不可约 sla
一

模时
,

L
一

模 F0a (V ) 的子模 w 在 L 中夕碍子作用
下的性质

·

由定义 L 3 可知 L 中夕得子在蜡(v ) 上的作用如下
:

D (。
, : ) v (n ) = (。

,
n + a ) v (n + r )

,

VD (。
, : ) c L

,
n 〔 r

, v c v
.

(3
·

15 )

引理 3. 16 若 V 为一维不可约 slz
一

模
,

w 为 号 (v) 的子模
,

且 w (n) 另 0
,

则有

Vr 任 r ad (f )
,

(1) 当 n + a = 0 或 n + a + , = o 时
,

VD (。
, : ) 〔 L

,

D (。
, r )W (n ) = 0

.

(2 ) 当 n + a 尹0 且 。 + a + : 尹o 时
,

W (n + r ) == V (n + r )
·

证明 (l) 显然成立
.

(2 )因为 d im V = 1
,

又 W(n ) 尹o
,

故W (。) = V (n )
.

若 n + a 与
r
线性无关

,

则可选取
。 任 u

,

使 (。
, : ) == 0 且 (。

,
。 + a ) = 1

,

因而 D (。
, r ) 〔 L 且有 D (。

, r )。 (n ) = 。(n + r ) 任W(n + : )(饰 〔 V )
.

若 。 + a 与
:
线性相关

,

则可选取Pe ‘
使 n 十 a 与拌‘线性无关

,

于是 n 十 a 与
: 十拌

*
线性无关

,

且
n + 。 + : + 拌

‘
与 一卿

‘
线性无关

,

故可选取 。 , 。‘ c 汉
,

使 (。
,
。 + a ) = (。

‘, n + a + 那
‘+ : ) = 1 且

(。
, r + 娜

‘) = (。
‘,
一祥

‘) = o
,

因而有饰 任 V D (。
‘,
一详

‘)D (。
,

详
‘+ , )。 (。) = v (n + r ) 〔 W (n + , )

.
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4 L 一

模 蜡 (V ) 的结构

我们首先回顾在第 2, 3 节定义的一些概念
,

然后证明一些引理
,

最后证明在引言中给出的

本文主要结论
:

定理 A 至定理 D
.

Vn 〔 r
,
几 = n + r 。

,

r* = r/ ~
,

W(n) = ((n 十 。 )(n) )
,

残
;
二 熟

、

: r 。 w (n + r)
,

un = 卿叮
。

州
n + : )

.

对 a 〔 r
,

)亏
一 。 = w 一 。 。 v (一a)

.

引理 4. 1 若 V 为有限维不可约 51 2 一

模
,

则 蜡 (v ) 二 。、 r* un
,

其中 un 为 L
一

模 F0a (们
的子模

.

证明 由定义 1
.

3
,

引理 2
.

1
,

定义 2. 3 及 ra d (f) + r 。 = r 。 直接得到
.

引理 4. 2 若 q 为 p 次本原单位根
,

v 为有限维不可约 51 2 一

模
,

且 d im V 全 3
,

则有 V。 任 r
,

u1
:

是不可约 L
一

模
.

证明 由引理 4. 1 我们只须证 瑞 是不可约的
.

假设 T 为 un 的一个非零子模
,

则存在
r 〔 r 。 使 T (n + r) 兴0

,

于是由引理 3习可得 V7n ‘ r ad (f)
,

有 T (n + : + 饥) = V (n 十 : + 。 )
.

因

而 Vv 任 V 有
v (n + r ) 任 T (n + r )

,

由引理 2
·

1 可得 V s 〔 r 盖+
r U r 轰+

, ,

有
。(n + r + s ) 〔 T (n + : + s )

,

于是 T (n + : + 习 = V 恤 十 : + 5)
.

因而 T 〕练+ :
.

又 尹 任 r 。 ,

则由引理 2. 2 可知 。 十 : 二 几
,

于

是 练
+ :

二 l1n
,

所以 T = 试
.

引理 4. 3 若 q 为 p 次本原单位根
,

V 为 2 维不可约
, 几

一

模
,

则有 呱 〔 r
,

(l) 当 r 二u r 乏务必时
,

试 是不可约 L
一

模
.

(2 ) 当 r 二日 r 吴= O时
,

W
。

是试 的不可约子模
,

且有

(i) 若 一 a 召元
,

则 呱 是 练 的唯一非零真子模
,

(ii ) 若 一 a 任 元
,

则 “一。 二舔
,

沁
- 。

/w 一 。
是平凡模

,

且 蹄
一 。
是 汰

。

的唯一极大真子模
.

证明 (l ) 设 T 为试 的任一非零子模
,

则存在
r 〔 r 。

使 T (n 十 r) 并0
.

于是由引理 3
.

n
,

3
.

1 2 可得 V s 任 r a d (f )
,

W( n + r + s ) 仁 T (n + r + s )
.

由于 r 几日 r 蕊并 砂且
r 任 r 。

,

故由引理 2. 2 可知 r 缸
二 u r 吴十

,

尹必且 vs 〔 r ad (f)
,

有
r 缸、

, U r 粼、
, = r 缸

, U r 敲
二

笋 。
.

取定 m o r 缸
, u r 熟

r ,

则可选取
5 0 r ad (j) 使

n + 厂 + “ + “ 与
。 + : + 、 + 。 + a 线性无关

.

由引理 2. 1 得

(n 十 r 十 吕 十 a )(n + r + 吕 + 。 ) 任 T (n + r + s + m )
.

且有

(n + : + S + 。) (n + r + s 十 m ) 必W (n + r 十 。 + 。)
,

n + r 十 , + 。 十 a 笋0.

于是由引理 3
.

12 可知 v尽任 ra d (f) 有 到。 十 : 十 , + 。 + 句 二 V (n 十 : + , 十 。 + 脚
.

利用引理
2

.

1 则可推出 V口任 rn + r

+s 十。 有 T (。 + : + 、 + m + 刃 二 V (n + : + 、 + m + 脚
.

最后由引理 2. 2

有
n 十 : + 、 十 m 十 r 。+ 叶 s+ m 二 n 十 r 。 ,

于是 T 二 un
.

(z) 因为 r 盆u r 乳= O
,

故由引理 2
.

1
,
3

.

14 可知呱 为硫 的子模
.

任取 呱 的非零子模 见
因 r 几口 r 轰= 0

,

故存在
r 任 r ad (f) 使 T (n 十 r) 尹o ,

于是由引理 3
.

n 可得 竹乍二 里

帕 因为 一 。 彭几且 r 蕊u r 乳二 仍
,

故 价 〔 ra d (f) 有 n + :
并一 a 且练 二 。、 ra u(f )v (n + 叮 设

T 为瑞 中异于 竹认的非零真子模
,

则存在
: 〔 r ad (f)

, 。 〔 V
,

使 0 尹v( n + 约 任 T (n 十: ) \ w (。 + : )
.

于是由引理 3
.

12 可得 T = 瑞
,

故 飞叭
飞

是栋 的唯一非零真子模
.

(ii) 因为 一 a 。元
,

故由定义 2. 3 得不
二 元

,

所以 u--
。 = 硫

.

由引理 3
.

14 可知元
。

/ w 一。

是平凡模
,

根据引理 3 12 可知元
。
是 汰

。
的唯一极大真子模

.

引理 4. 4 若 q 为 p 次本原单位根
,

V 为一维不可约 51 2 一

模
,

则有 Vn 〔 r
,

( l) 当 一 a 彭几或 r 六u r 吴并必时
,

认 是不可约 L
一

模
;
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(2 ) 当 一a 任几且 r 盖u r 乳二 必时
,

姚 二 v 卜a) o w - 。 ,

其中 V卜a) 和 W - 。
都是不可约

L
一

模
.

证明 (l) 设 T 为疏 的任意非零子模
,

则存在
r 任 r 。

使 到。 + r) 二 V (n + r)
.

由引理

2.2 可得 万了于= 佩
.

且若 r 盖u r 盖尹必
,

则 r 缸
, U r 粼

,

尹欣

若 一。 必几
,

则 Vs 〔 ra d (f) 有 n 十 : + ,
笋一 a ,

于是由引理 3
.

16
,

引理 2
.

1 可得 Vm 〔 r 。+ r

有 T (n + : + 。) 二 V (n + : 十 m )
,

故 T 二 玩
.

若 一a 〔 元 且 r 盖u r 乏尹必
,

如果 Vs 〔 r ad (f) 有 n + r 十 S
并 一 a ,

那么与上同理可得
T = 硫

·

如果存在
吕 〔 r ad (f) 使 n + : + , = 一 a ,

任意选取 m 任 r 缸
, U r 轰十

r ,

由引理 2. 1 可得

T (n + : + m ) = V (n + r + m ) 且有 V s , 任 r ad (f )
,

n + : + m + s ‘
笋一 a ,

同理可得 T = 硫
.

(2 ) 因为 r 盖u r 蕊= O
,

所以 r 。 = ra d (f)
.

由定义 2. 3 有 几 = 二石
,

由引理 2
.

1
,

引理 3. 16 可

知结论成立
.

记 o = 一科e ; + 入e Z ,

u
‘

= 。 , 。r
“ ( r ) V (e + r )

,

W = 。r o r
耐 ( , ) ((0 + : + a )(0 + r ))

.

当 a o r

时
,

冲 = V (一 a ) 。 W
,

并且当 。笋 1 时
,

u ” = 。 , 。r a a (r ) V (0 + r )
,

当 。 = l 时
,

u
‘’

= 0
.

最

后
,

由引理 1
.

2
,
4

.

1
,

4. 2 及推论 2. 5
,

定理 A 得证
.

由引理 1
.

2
,
4

.

1
,
4. 3 及推论 2. 5

,

定理 B 得证
.

由引理 1
.

2
,
4

.

1
,

4 .4 及推论 2. 5 定理 C 得证
.

由引理 4. 1
,

2 .4
,

及推论 2. 5 和定义 1
.

3 定理 D 得

证
.

S L
一

模 F0a (V ) 的同构

当 、为 p 次本原单位根时
,

本节我们给出 L
一

模嵘 (v ) 与碟 (w ) 同构的一个充分必要条

件
.

引理 5. 1 对任意 51 2 一

模 V 与 w
,

若存在 L- 模 嵘 (们 到 碟 (w ) 的同构映射 沪
,

则
a 一 口c r 且存在 V x r 到 w 的映射 劝满足如下条件

:

Vv 任 V, n 〔 r 有 训v 、
{时 是线性空间

V (。) 到 W 的同构映射且 沪(。 (n )) = 劝(。
, n )(n + a 一 口)

·

证明 鞠 〔认 n 任 r
,

假设 甲(。 (n )) = 。 1 (n l ) + 叨2 (n Z ) + … + 。‘(n ‘)
,

其中、 1 ,

…
,
二‘〔W :

nl
,

…
,
n ‘任 r 且 价 笋耐 (葱笋j)

.

因为 九 〔 u
,

有 刀 (。
,
o ) 〔 L

,

故 D (。
, 0冲 (v (n )) = 沪(D (。

,

o )。(n ))
,

即 (。
, n ‘ + 口)。‘(。‘) +

… + (。
,
。‘+ 口)。‘(。‘) = (。

, n + a )(叨‘(。 ‘) + … + 。‘(n ‘))
.

故 (。
,
n ‘+ 尽) = (。

,
。 + a )(1 三葱兰 l )

,

所以 矿 一 n 二 a 一 口
,

因此有 l = 1
, a 一 口 E r 且 试v( n )) 二 。‘(n + a 一 句

.

由于 沪 是 L 模

严 (V、到 褪 (W、的同构映射
,

故存在 V x r 到 W 的映射 叻 满足所要条件
.

引理 5. 2 若 q = l
,

w 为 sla
一

模且 V 为不可约 slz
一

模
,

则 L
一

模缪 (V) 与 槛 (w ) 同构

的充要条件是 。 一 口〔 r
,

乳 (s ) = f (。 一 口
, s
油

, (, )
,

且 V 与 W 同构
,

证明 充分性 令 , 为嵘 (V) 到碟 (w ) 的线性映射
,

使 试v( n) ) 二 v( n + Q 一 句
,

则可

直接验证它是 L
一

模同构
.

必要性 由引理 5. 1 可知 a 一 口E r 且 di m V 二 d恤W
.

而由定义 1 .3 可知 9 2 (s) 二 1 =

f( a 一 口
,

5) 9 1 (s)
,

又由 L
一

模的结构定理 A
,

B 可知 w 是不可约 , 12
一

模
,

故 v 与 w 同构
.

引理 5. 3 若 q 为 p 次本原单位根
,

且 q 尹 1 ,

认w 为 碗
一

模
,

且 v 为有限维不可约的
,

则 L- 模 嵘 (V ) 与喂 (W ) 同构的充要条件是 a 一 口任 r
,

, 2 (s ) = f (a 一 口
, s )。1 (s )

,

且 V 与 W

同构
.

证明 充分性 取 V 与 w 的同构映射 乡
,

定义 嵘 (v) 到碟 (w ) 的线性映射 二 Vv 任 V,
n 任 r

,
沪(v (n )) = 。 (n

, a 一 口)f (a 一 口
, n )乡(。)(n + a 一 口)

·

容易验证 沪 为弓 (V ) 到碟 (W ) 的

L
一

模同构
.

必要性 设 , 为 L- 模 缪 (V) 到 碟 (w ) 的同构映射
,

则由引理 5. 1 可知存在 v ‘ r



4 8 6 数 学 进 展 3蜷

到 W 的映射 叻
,

满足
,

Vv 〔 V, n 〔 r
,

有 叫v 、
{衅 是线性空间 v (n ) 到 w 的同构映射

,

且
甲(v (n )) = 劝(:

,
n )(n + a 一 口)

,

并且 a 一 口〔 r
.

记 K = {n 〔 r lV s 贾r a d (f )
,
9 1 (s ) = f ( n

, s )
,
9 2 (s ) = f (n 一 尽+ a , s )}

.

因为 q 并 1
,

故 K 尹 r
.

下证 V 与 W 同构
,

为此只须证 Vn 彭K 有 叫v x
{时 为 V (n) 到 w 的 51 2 一

模同态
.

将证
明分成两步

.

第一步证明 价 〔 r ad (f)
, ” ‘ V 有 叻(。

,
n 十的 二 劝(。

,

动
,

第二步证明 劝}
v 、

{衅 是

51 2 一

模同态
.

第一步 因为 q 尹 1 且 n 彭 K
,

故可选取
S
努

r ad (f ) 使 9 1 (s ) 笋 f (n
, s ) 或 9 2 ( s ) 并

f (n 一 口+ a , s )
,

于是
s + r

必
r a d (f )

,

考虑

a
由

r + s

(沪(二(n 一 s )))

= a (r + s , n

一
+ a 一 尽) (夕2 (r + s ) 一 f (n 一 + a 一 口

, r + s ))劝(。
,
n 一 s )(n + a 一 口+ r )

,

沪(a dx
r + s

(。 (n 一 s ))) = 。 (r + s ,
n 一 s )(夕1 (: + s ) 一 f (n 一 s , r + s ))劝(。

, r + n )(n + a 一 口+ r )
,

由于 沪 为 L
一

模同构
, : 〔 r ad ( f)

,

故由
。
的取法可得

劝(v
, r + n ) =

。 (s
, a 一 尽)(乳 (s ) 一 f (n + 。 一 口

, s ))叻(。
, n 一 s )

夕1 (s ) 一 f (n
, s )

注意到上式右边与
:
无关

,

故 V : 任 v
, : 任 ra d (f)

,

有 叫
。 , : + n) = 诚

。 ,

哟
.

第二步 V入
,
拼 〔 2

.

令
。 = 娜

1 一 旎
2 , : = 入夕C l 十即

e Z ,

则 D (u
,

r) 〔 L
.

由于

D (。
,

: )(尹(v (n ))) = ( u
,
n + a )劝( v

, n )(n + a 一 口+ : ) + A (。
, r )叻(v

, n )(n + a 一 口+ r )
,

沪(D (。
, r )。( n )) = (。

,
n + a )劝(v

,
n + : )(n + : + a 一 尽) + 叻(A (。

, r )v
,
n + r ) (n + a 一 口+ r )

,

可得 A (。
,

r) 叫。 ,

n) = 叫A (。
,

r) : ,

n)
.

分别取 入二 0
,
拼 = 1; 入 二 1

,
拼 = 0 和 入 二 拼 = 1 ,

则有
x 一 (砂(。

, 了‘)) 二 劝(x 一 v ,
。)

, x + (劝(v
,
n )) = 叻(x + v ,

n )
,

(h 一 x + + x 一 )(劝( v
,
n )) = 劝((h 一 x + + x 一 )。

,
n )

,

故 训
v 、 {n } 为 51 2 一

模同态
.

最后证明 Vs 〔 r
,
9 2 (s) 二 f( 。 一 口

,

5) 9 1 (5)
.

当 K 笋功时
,

命题显然成立
.

当 K 二 O时
,

由

上述结论可知 Vn o r 有 训v x
{n } 为 51 2 一

模 V (n) 到 w 的同构映射
.

令 p 为 51 2 一

模 V 到 w

的一个同构映射
,

因为 V 是不可约 51 2 一

模
,

故由 Sch ur 引理可设 劝}v
、
{tz} = 风n) p

,

其中 p 为

r 到 C \ {0} 的函数
.

Vs 杯r ad (f)
, 。 任 V

, n 任 r
,

考虑

a d x s

(沪(二 (n ))) = p (n ), (s
,
n + a 一 口)(夕2 (s ) 一 f (n + a 一 口

, s )乡(v )(s + n + a 一 尽)
,

沪(a dx
s

(v (n ))) = 。 (s
,
n )(9 1 (s ) 一 f (n

, s ))p (n + s )乡(。)(n + s + 。 一 口)
,

因此有
户( n )a (s

, a 一 口)(9 2 ( s ) 一 f (n + a 一 口
, s )) = (夕l ( s ) 一 f (n

, s ))p (n + s )
.

(5
.

4 )

在上式中分别令 n = O 和 n = 一、 可得

户(0 ) , (s
, a 一 口)(9 2 (s ) 一 f (a 一 口

, s )) = (夕; ( s ) 一 1)户( s )
,

户(一 s )a (s
, a 一 口)(g2 (s ) 一 f ( a 一 口

, s )) = (9 1 (s ) 一 1 )p (0 )
.

(5
.

5 )

(5
.

6 )

因为
3 必ra d (f)

,

故 一 、彭ra d (f)
.

于是在 (5. 5 ) 中可用 一 ,
替换

,
得

p (0 ) a (一 s , a 一 口) (g2 (一 s ) 一 f (a 一 口
,
一 s )) = (9 1 (一 s ) 一 1)p (一 s )

.

(5
.

7 )
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惰形 1

情形 2

若 9 1 ( s ) = 1
,

则得 9 2 (s ) =

若 9 1 (s ) 笋 1 ,

则由 (5
.

5 )
,

f (a 一 口
, s )

,

于是 9 2 (s ) = f (a 一 口
, s )夕1 (s )

.

(5
.

6 ) 可得 户(一 s )户(s ) = 户(o ) 2
,

于是由 (5
.

6 )
,

(5
.

7 ) 可

得 (g2 (s ) 一 f (a 一 口
, s )) (g2 卜 s ) 一 f (a 一 口

,
一 s )) = (9 1 (s ) 一 1)(9 1

卜
s ) 一 l )

.

由此得 9 2 (s ) =

f (a 一 尽
, s )9 1 ( s ) 或 央 (s ) = f (a 一 口

, s )(9 1 (一 s ))
.

子情形 1 若 9 2 (s ) = f (a 一 口
, s )9 1 ( s )

,

则由 (5
.

5 ) 可得 p (s ) = p (o ) a (s
,
。 一 口)f (a 一 尽

, s )
.

子情形 2 若 乳 (s ) = f (。 一 口
, s
污

1
卜

s )
,

则由 (5
.

5 ) 可得 夕( s ) 二 一户(o ), (s
,
。 一 口)f (。 一

口
, s )夕1 (一 s )

.

代入 (5. 4 )可得 Vn 〔 r
,

有

p (n ), (s
, a 一 口)f (a 一 口

, s )(9 1 (一 s ) 一 f (n
, s )) = (9 1 ( s ) 一 f (n

, s ))p (n + s )
.

在上式中取 。 = s ,

则 一p (0 )。(2 5 , a 一 口)f (a 一 口
,
2 5 )9 1

(一2 5 )( i 一 9 1 (s )) = (9 1 ( s ) 一 l )p (2 5 )
.

故
p (25 ) = p (o )a (2 5 , a 一 口)f (。 一口

, 2 5 )9 1 (一2 5 )
.

若 9 1 (2 5 ) 另 1 则 2 5
彭

r ad (f )
,

且 p (2 5 ) 的表达式既

非子情形 1 的形式亦非子情形 2 的形式
,

矛盾
.

故 9 1 (2 5 ) = 1
,

于是 9 1 (s ) = 一 1 = 9 1 (一 s )
,

因而

有 g2 (s ) = f (a 一 口
, s )9 1

(一
s ) = f (a 一 口

, s )9 1 (s )
.

最后
,

由引理 1
.

4
,

引理 5. 2 及引理 5. 3
,

定理 E 得证
.
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