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Catmull-Clark曲面控制网格的收敛性质
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摘　要　文献 [ 4]给出 Catmull-Clar k 细分曲面控制网格的收敛速率和一个误差计算公式. 本

文在这基础上提出一个新的算法,并借助此新算法得到关于 Catmull-Clar k 细分曲面控制网络的收

敛速率的更精确的估计和给出更好的误差计算公式.
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1　引　　言
从 1978年 Catm ull-Clark 细分曲面产生至今, 经历了二十多年的发展, 细分曲面方法在理

论研究方面已取得不少成果. Catm ull-Clark 曲面是一种逼近形式的细分曲面框架, 因此一个

重要的问题是研究其控制网格的收敛速率以及极限曲面产生过程的误差估计. 文献[ 4]利用

相邻点的概念和一阶差分给出了这方面研究的初步结果. 本文在文献[ 4]基础上提出新的算

法,并借助此算法得到关于 Catmull-Clark细分曲面控制网格的收敛速率的更精确的估计和给

出更好的误差计算公式.

2　定义和记号
假设控制网格已经过至少两次细分,其奇异点是孤立的. 记∏

( 0)

= {P ( 0)
i 1 i 2N +

8} 为 Catm ull-Clark 曲面片 S( u, v ) , 0 u 1, 0 v 1的初始控制网格(假定曲面片按

Stam[ 2] 的方法参数化) , 如图1所示, 其中P1 是一个度数为N 的奇异点. 经过一次细分后,得

到一组新的控制顶点,它们构成一个新的控制网格,记为∏
( 1)

= { P ( 1)
i 1 i 2N + 17} , 如

图 2所示. 记细分 n次后形成的控制网格为∏
( n)

= {P ( n)
i 1 i 2N + 17} .

下面引入相邻点的概念.

定义 1　在控制网格∏
( n)

内, 若某个小空间四边形以 P
( n)
i 为其一个顶点,则此四边形其

它顶点称为 P
( n)
i 的相邻点.

如图 1, P ( 0)
1 的相邻点为 P

( 0)
2 , P ( 0)

3 , ⋯, P
( 0)
2N + 1 .
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定义 2　在第 n层控制网格∏
( n)

中, 令

△
( n)

= max{‖P
( n)
i - P

( n)
ij ‖, 其中 P

( n)
ij 是 P

(n)
i 的相邻点} ,

其中‖ ‖是三维欧氏空间 R
3 中的距离范数.

在下文中,为方便起见,将 P0
i 简写为 Pi, 并将△( 0) 简写为△.

图 1　细分前的控制网格　　　　　　图 2　细分后的控制网格

3　定理及证明
本节给出本文主要结果及其证明. 注意到按 Stam [ 2] 关于控制顶点的排列顺序, 每次细

分后,图 2中左上角的控制子网格(即由点 Pi, 1 i 2N + 1组成的控制子网格) 具有相同的

拓扑结构(参见文献[ 2] , P397) . 关于这些子网格的关系,本文证得如下结论:

定理 1　对于第 2n层控制网格∏
( 2n )

, 有如下估计:

△ ( 2n)
M ( N ) n△,

这里

M ( N ) =

65
256

,　　　　　N = 3

69
256

,　　　　　N = 4

8N
3

+ 39N
2

- 280N + 220
16N

3 ,　N 5

　　证明　含奇异点的子控制网格 (∏
( 1)

1 = {P
( 1 )
i 1 i 2N + 8} ) 的顶点组成的向量C1可

以由细分矩阵A 乘以细分前控制网格(∏
( 0)

)的顶点组成的向量C0得到. 而初始网格(∏
( 0)

)

细分后得到的控制网格(∏
( 1)

) 的顶点组成的向量(参见图[ 2] ) C-1 则可以由增广细分矩阵 A
-

乘以∏
( 0)

的顶点组成的向量 C0 得到:

C1 = A C0 ,　　C-1 = A
-
C0 ,

C
T
0 = ( P1, P2 ,⋯, P 2N + 8,
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C
T
1 = ( P

( 1)
1 , P

( 1)
2 ,⋯, P

( 1)
2N + 8,

C
-T

1 = ( P ( 1)
1 , P ( 1)

2 ,⋯, P ( 1)
2N + 17.

　　关于细分矩阵 A 和它的增广矩阵A- 的具体形式, 参见 Stam [ 2] .

要证明定理, 显然只需证有

△( 2) ≤ M ( N )△

　　根据C1 = A C0,显然有 C2 = A
2
C0.

直接计算得, 当 N = 3时,△
( 2)
≤

65
256
△;

当 N = 4时,△
( 2)
≤

69
256△;

下面详细考虑当 N ≥ 5时,如图 1所示, 计算可得:

P
( 2)
1 = 16N

2
- 46N + 49
16N

2 P1 + 19N - 21
8N

3 P 2 + 8N - 7
16N

3 P3 + ⋯ + 19N - 21
8N

3 P2N

　 +
8N - 7

16N 3 P2N + 1 ;

P
( 2)
2 =

19N - 21
32N

P1 +
23N 2 + 72

128N 2 P 2 +
11N 2 + 24

256N 2 P 3 +
N

2 + 9
16N 2 P4 +

N
2 + 24

256N 2 P5

　 +
N

2 + 144
256N 2 P 6 +

3
32N 2P 7 +

9
16N 2P 8 + ⋯ +

9N
16N 2P 2N - 4 +

3
32N 2P 2N - 3

　 +
N

2 + 144
256N 2 P 2N - 2 +

N
2 + 24
64N 2 P2N - 1 +

N
2 + 9

16N 2 P2N +
11N 2 + 24

256N 2 P2N + 1 ;

P
( 2)
3 =

8N - 7
16N

P1 +
11N 2 + 24

64N 2 P2 +
3N 2 + 2

32N 2 P 3 +
11N 2 + 24

64N 2 P4 +
N

2 + 4
64N 2 P5

　 +
N

2 + 24
64N 2 P6 +

1
16N 2P7 +

3
8N 2P8 + ⋯ +

3
8N 2P2N - 2 +

1
16N 2P2N - 1

　 +
N

2 + 24
62N

2 P2N +
N

2 + 4
64N

2 P2N + 1.

则有:

64N
3
( P

( 2)
1 - P

( 2)
3 ) = ( 32N

3
- N aN - N bN ) P 1 - ( 11N

3
- aN ) P2

　 - ( 6N 3 - bN ) P3 - ( 11N 3 - aN ) P4 - ( N 3 - bN ) P5

　 - ( N
3

- aN ) P6 + bNP 7 + aNP8⋯ + aNP2N - 2

　 + bNP2N - 1 - ( N 3 - aN ) P 2N - ( N 3 - bN ) P 2N + 1,

其中aN = 128N - 168, bN = 26N - 28.

令 64N
3
( P

( 2)
1 - P

( 2)
3 ) = H 1 + H 2, 其中:

H 1= [ 8N
3

- ( N - 6) aN - ( N - 2) bN ] P1 - ( 6N
3

- bN ) P 3 - ( N
3

- bN ) P5

　 - ( N 3 - bN ) P2N + 1 + bNP 9 + aNP10 + ⋯ + aN P2N - 4 + bNP2N - 3 ;

H 2= ( 24N
3

- 6aN - 2bN ) P1 - ( 11N
3

- aN ) P2 - ( 11N
3

- aN ) P 4

　 - ( N 3 - aN ) P 6 + bN P7 + aNP 8 + aN P2N - 2 + bNP2N - 1

　 - ( N
3

- aN ) P 2N .

则有:
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H 1= ( 6N
3

- bN ) ( P 1 - P3) + ( N
3

- bN ) ( P1 - P 5)

　 + ( N 3 - bN ) ( P1 - P2N + 1) + bN ( P 9 - P1) + aN ( P10 - P1 )

　 + ⋯ + aN ( P2N - 4 - P1) + bN ( P 2N - 3 - P1)

≤ [ 8N 3 + ( N - 6) aN + ( N - 8) bN ]△.

当 5≤ N ≤ 10时, P6 和 P2N 的系数 - ( N 3 - aN ) 是正数, 则有:

H 2= - ( N
3

- aN ) ( P6 - P4 ) - ( N
3

- aN ) ( P2N - P2 )

　 + ( 12N 3 - 2aN ) ( P1 - P 2) + ( 12N 3 - 2aN ) ( P1 - P4 )

　 + bN ( P 7 - P1) + aN ( P8 - P1 ) + aN ( P2N - 2 - P 1)

　 + bN ( P 2N - 1 - P1 )

≤ ( 22N 3 + 2bN )△;

当 N ≥ 11时, P6 和 P2N 的系数 - ( N
3

- aN ) 是负数, 则有:

H 2 = ( 11N 3 - aN ) ( P1 - P 2) + ( 11N 3 - aN ) ( P1 - P4 ) + K ,

其中

K = ( 2N 3 - 4aN - 2bN ) P1 - ( N 3 - aN ) P6 - ( N 3 - cN ) P 2N

　 + bN P7 + aNP8 + aN P2N - 2 + bNP2N - 1

≤
( 2aN + 2bN )△, 　　11≤ N ≤ 16,

( 2N 3 - 2aN )△,　　　　N ≥ 17.

则有:

H 2 ≤
( 22N

3
+ 2bN )△,　　11≤ N ≤ 16,

( 22N 3 - 4aN )△,　　　　N ≥ 17.

于是就有:

‖P ( 2)
1 - P

( 2)
3 ‖≤

1
64N 3‖H 1 + H 2‖

≤
8N 3 + 39N 2 - 280N + 220

16N 3 △, 　N ≥ 5.

　　直接计算可得,

‖P ( 2)
1 - P

( 2)
2 ‖≤ ‖P ( 2)

1 - P
( 2)
3 ‖

同理可得,

‖P
( 2)
1 - P

( 2)
i ‖≤

8N
3

+ 39N
2

- 280N + 220
16N

3 △,　N ≥ 5,

这里 3≤ i≤ 2N + 1.

下面再考虑‖P ( 2)
i - P

( 2)
ij ‖, 这里 2≤ i≤ 2N + 8, P

( 2)
ij 是 P

( 2)
i 的所有相邻点.

若 P
( 2)
ij = P

( 2)
1 , 那么同以上的结论一样.

若 P
( 2)
ij ≠ P

( 2)
1 , 则结合文章[ 4] 中的结论, 显然有:

‖P ( 2)
i - P

( 2)
ij ‖≤

9
16
‖P ( 1)

i - P
( 1)
ij ‖≤

9
16

3N 2 + 7N - 40
4N 2 △.

即证明了当 N ≥ 5时,

△( 2) ≤
8N 3 + 39N 2 - 280N + 220

16N 3 △.
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　　至此,定理证毕.

利用定理 1和细分曲面的凸包性质,我们有如下定理:

定理 2　设n为细分次数, > 0,要使得第n层控制网格∏
( n)

与极限曲面S( u, v ) 的距

离 dn≤ , 只要:

n≥ 2logM ( N ) - 1
7△
2

.

　　证明　对于第 2n层控制网格, 以 P
(n)
0 =

1
4

( P ( n)
1 + P

( n)
4 + P

( n)
5 + P

( n)
6 ) 为球心, 以

7
4
M ( N )

n
△为半径作一个球,则第2n层控制网格完全被包含在这个球内. 根据细分曲面的凸

包性质,显然极限曲面也在这个球内. 则第 2n层控制网格到极限曲面的距离不会超过球的直

径
7
2
M ( N ) n△. 要使得第 n 层控制网格∏

( n)

与极限曲面 S( u, v ) 的距离 dn ≤ , 只要

7
2
M ( N )

n
2 △ ≤ , 就有:

n≥ 2logM ( N ) - 1
7△
2

.

　　下面是应用定理 2的一个实例. 图 3至图 6分别是 N = 3时的初始网格, 细分一次的网

格,细分四次的网格以及极限曲面. 设对细分两次后的网格取 △ = 1, 要求最大误差不超过

0. 01. 则由定理 2的计算公式得到 n = 9,这时控制网格到极限曲面距离的最大误差不超过

0. 00733.

图 3　 原始的控制网格 　　　　　　　　　　图 4　细分一次后的控制网格

图 5　细分四次后的控制网格　　　　　　　　　　图 6　极限曲面　　　　
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Abstract　A rticle [ 4] g ave t he co nv ergence rate of contr ol meshes of Catmull-Clark subdiv isio n surfaces

and a computatio nal for mula for erro r estimate. In this paper, w e pr esent a new algor ithm. By means of this

new algor ithm we obtain a mo re precise estimate of conv er gence rate of contr ol meshes of Catmull-Clark subdiv i-

sio n sur faces and a better comput ational for mula for err or estimate.

Key words　Catmull-Clar k surfaces; contro l meshes; subdivision sur faces; conv erg ence rate
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