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倾斜模唯一性的有效判定
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代数的通常箭图

本文总假设 天为代数闭域
,

为 天上基的 连通的 有限维代数 结 合

的
,

带单位元 代数 上的模总指有限生成左 一模 在同构的意义下
,

记 。 。 〔 ,

表示所有不可分解投射模的 集 合
,

试 。 〔 表 示 所 有 不 可 分 解 人 射 模 的 集 合
,

沼 〔 表示所有单模的集合
,

这里 了是固定的有限集 合
,

一 ‘

‘ 。

在不引起混淆的情况下
,

我们可以省略下标 汉
。

另外
,

对于
,

我们记

一 ,

吞正

在本文中
,

态射的合成总是从左到右

一个
一模 称为倾斜模

,

如果下面条件被满足
, 簇

头
,

一

存在正合序列 , , ’ , ’
,

,
,

其中 ’
,

’
,

是了的直和项的直和
。

我们知道
,

本身是倾斜模 什么时候仅存在这样唯一的倾斜模呢 一个自人射代数显

然仅有唯一倾斜模 给出一个非自人射代数但具有唯一倾斜模的例 子 见文 献 【
,

给出了代数仅有唯一倾斜模的充要条件 见文献 【 】
, 。

现在
,

对这个问题
,

我们得到一个有效判定

定理 设 是一个代数
,

则下面条件等价

才仅有唯一的倾斜模

对任意非投射 才一模
,

有 , 一

每个单模 都是某个不可分解入射模 的直和项
。

证 片 见文献
,

, 否则
,

假设对任意人射模
,

单模 不是 的直和项
,

那

么对任意 〔 , , ,

由文献 引理 知 , 一

显然不是投射模 矛盾

峥 否则
,

假设存在一个倾斜模
,

含非投射 不 可 分解 直 和 项
、,

则
汉 。

由文献 引理
,

我们得到对任意 〔 , 月 , 、 一
。

因为

本文 , 年 月 斗日收到 , 年 月 日收到修改稿
。
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铸 。,

我们可以设 。 是 的一个直和项
,

即 ‘ 是 的一个单子模 根

据题设
,

存在某个不可分解人射模 使得 是 石 的直和项
,

即 ‘ ,

粉 ,

从而 通 , 钾
,

矛盾 证毕

因为局部代数只有一个单模
,

我们显然有下面的

推论 局部代数仅有唯一倾斜模

推论 设 是自人射代数
,

则
‘ , 一 ‘。· ‘

,

, 上的倾斜模只可能为 月“, ·‘, , 。 务。
·‘ , ·‘, ,

,

这里

, , ,, 一 八
, , ,, 二

在 的通常箭图顶点 。 处有圈 当且仅当 一 八 。 只有唯一倾斜模

证 容易看到

一模 如果 饭
‘ ,

由文献

吕。· “ ”是 , 的理想
,

且 一模 蒸。
尸·‘, , 。 烈。

·‘“· “ , 是

一 是投射人射 一模 如果 〔 , , 一
。

推论 ‘
,

。 力 必是倾斜
一模的直和项 我们只要证明 若 是

倾斜
一模的非投射的不可分解直和项

,

则存在 ‘ ’
,

使得 百 , ‘ 设 是某个倾

斜 一模的直和项
,

那么 材 成
。

所以对于任意 〔 , ,

材

当 饭
,

时
, 石 吞 一 , 吞 ,

所以 材 的支撑只能是 , , , ,

的子集
,

因而存在

模满同态 艺 舒 ‘ 。
,

这里 、 是非负整数
,

它导出
一
模满同态 习 , ” ,

另一方面
,

当 〔 ‘

时
,

一
,

即对于任意 〔
’ , 一 刁 ,

,

所以有满同态 习
, , ‘

,

奋饭 ,

因为 不可分解
,

所以存在 〔
‘ ,

使得 一‘
,

即 衬 一 叮 , 。

设在才的通常箭图的某顶点 处存在圈
,

我们将证明 仅有唯一倾斜模 由
,

我

们只要证明如果 百 。 铸
,

则 云 。 根据代数的通常箭图的构造
,

我

们知道存在 烤 〔 才 , 尸遨 ,

满足 既不可裂满也不可 裂单 如 果

可经过投射分解
,

这里 是 投 射 模
, 〔 通 尸 , , ‘〔 , ,

则或 可裂单或 花可裂满 显然 设 护 ,
戒 是 , 的

投射盖
,

那么存在 通 , ,

使得 一 矛 我们断言 户非可裂满 否则

为投射模
,

从下面交换图

今

一
乙

沐
‘ 。 。 〕

这里 为标准嵌人
,

从条件
,

知 。 一 ‘ ,

矛盾 所以 为可裂单
,

即

为 尸的 直 和项 由于 与 的 投 射盖 相 同
,

从而 是

的直和项
,

故 , , 今
,

即 一 ,

铸 由

文献 引理
,

我们有 ‘

反过来
,

假设 只有唯一倾斜模 如果 吓 钾
,

由 知 吓
,
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卜

从而存在某个
,

使得
,

,

钾 当 饭
’

时
, 一

沼 ,

所以只可能是 , ,

钾
,

即 , 尸 ,

钾 设 怜
〔 , , , ,

则 必满射 设 护 ” 是投射盖 , 那 么存 在 〔

一 习
,

使得 步一
。

设 是标准嵌人 ”
,

显然 既非

可裂单也非可裂满 如果 可通过投射模分解 盯 一 “
,

这里 为投射模
, , 抓 ,

尸 , 〔 , , 。

假设 非可裂满
,
我们断言 , 必可裂单 事实上

, 因 , 非可裂满
,

我们有 二 尸 ,

所以 , 诱导 犷〔 , ,

使得 了 一 , ,

一“
。

这样
,

从 护一 , ,

可知
,

钾 我们可以提升 ’ 到 〔 , , ,

使得 脚 一 ’
,

故

矛一 ,’ 一 夕 如果 非满同态
,

那么 , ,

这意味着 , 一 认 夕
,

故

护一 萝一 。
,

矛盾 所以 , 为满射
,

因而是同构 这样 可裂单 我们已经证明了 , 是

相对不可约映射
,

即才 的通常箭图在顶点 处存在圈 证毕

我们知道
,

当才 的通常箭图存在 幼 时 , 通 的倾斜模不唯一 这种情况至少有才与一个
一

倾斜模 一般的
,

此结论的逆命题不成立 例如
,

我们取 才 一 无口了
,

其中

口 不士 十生
, , 一 二口, 声

,

月

易见 不是任意人射模的 的直和项 从我们的定理知
, 才 的倾斜模不唯一

。

但是我们有

推论 设 为根方为零的代数
,

则 仅有唯一倾斜模当且仅当 的通常箭图不 存 在
幼

。

证 假设在 的通常箭图中不存在血
。

那么
,

对于任意单模
,

存在箭向 , ,

因为 , ,

容易看到 。 是 的直和项 所以定理保证才 仅有唯一倾斜模

另一方面是显然的
。

证毕

注 给出的非自人射但仅有唯一倾斜模的代数 见文献 〔 】
,

如
下 及口

,

这里

了 口
、

司
、

为所有长度为 的路生成的理想 由推论 知 只有唯一倾斜模

注 对偶于倾斜模
,

有余倾斜模的概念 见文献 【
, 。

在本文的定理与推论中
,

把投射与人射
,

顶与底座
,

与 。 的概念互换
,

容易得到相应的余倾斜模唯一性的有

效判定和相应的推论 另由推论 知
,

仅有唯一倾斜模并不等价于汉 仅有唯一余倾斜模
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