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摘 要 　研究了三向四次箱样条曲面与控制网格中心三角平面片间的距离和该距离的界. 借助三向四次箱样条曲

面的分片表示 ,应用该曲面片控制顶点的一阶和二阶方向差分 , 给出了该曲面片与控制网格中心三角平面片之间的

逐点距离. 通过该距离的分片表达式 , 给出了该距离的界.
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Abstract 　　The distance f rom 32direction quartic box spline surface to t he cent ral t riangular planar

patch of it s cont rol net is investigated as well as it s bound. U sing piecewise expression of 32direction

quartic box spline surface , and t he first and second directional differences of the cont rol point s , t he

point wise distance f rom t he surface patch to t he cent ral t riangular planar patch of it s cont rol net is

obtained. The bound of t he distance is also determined.
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　　箱样条 (box spline)理论和应用首先由 de Boor

和 DeVore 开创 ,并于 20 世纪 80 年代得到了众多

学者的研究 , 关于一般的箱样条理论 , 可参见文献

[123 ] . 三向四次箱样条正是由于其次数和连续阶之

间良好的均衡 (四次 , C2 连续) ,得到了人们广泛的

重视和应用 ,著名的 Loop 细分曲面就是将三向四

次箱样条曲面从正规三角控制网格推广到自由三角

控制网格得到的.

一般的箱样条 MΞ : Rs →R 可由如下递推关系

定义

( n - s) MΞ ( x) = ∑
ξ

( tξMΞ\ {ξ} ( x) +

(1 - tξ) MΞ\ {ξ} ( x - tξ) ) ,

其中 x = ∑tξξ是将 x 表示成方向集Ξ的列向量的

线性组合 ,Ξ∈R s ×n , n ≥s. 递推的初始情形为 :方

向集矩阵Ξ为方阵 ,

MΞ ( x) =
1

detΞ
χΞ□ ,

χΞ□表示定义在 n 次半开单位立方体的投影上的特

征函数.

对三向四次箱样条 , 方向集Ξ= [αβγαβγ] ,

其中α=
1

0
,β=

0

1
, γ=

1

1
.
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由于样条曲线曲面的界在 CAD 和计算机图形

学中有着多方面的应用 ,如图形的绘制、设计、求交

等 , 从而引起了计算机图形学界的浓厚兴趣. 开始

时 , 样条曲线曲面的界是由其凸包性来确定的 ,即

样条曲线和曲面总是位于其控制顶点集生成的凸包

内. 凸包提供了样条曲线曲面的一个非常大的界 ,

是非常不精确的. Narin 等[4 ] 开创性地给出了

Bézier 曲线的基于控制顶点的差分界. Reif [ 5 ] 给出

了 Bézier 和 B2样条曲线、张量积样条曲面 ,以及三

角 Bézier 曲面的最佳界. Wu 等[6 ] 研究了有理

Bézier 曲线和曲面的差分界. Huang 等[7 ] 给出了有

理 Bézier 曲线导数的界. Zhang 等[8 ] 给出了 Bézier

曲线的基于“拟控制顶点”的更精确的差分界. 特别

地 , Huang 等[ 9210 ] 研究了三向四次箱样条曲面 (即

正规情况下的 Loop 细分曲面) 与其极限控制网格

和起始控制网格的距离 , 该距离使用了起始控制点

的 15 个混合二阶差分. 本文通过三向四次箱样条

曲面的分片表示 ,给出了一种不同的三向四次箱样

条曲面与起始控制网格的中心三角平面片的逐点距

离 ,该距离只使用了起始控制点的 9 个二阶方向差

分 ;另外 , 还给出了该距离的一阶方向差分表示.

1 　三向四次箱样条曲面与其控制顶点的逐

点距离

　　研究样条曲面要经常用到其分片表示形式 ,如

图 1 ,2 所示 ,一片三向四次箱样条曲面可以表示为

　　　　S ( u , v) = ∑
( i , j)

Pij B ij ( u , v) , (1)

其中 , ( u , v) ∈D , D = { ( u , v) | 0 ≤u , v ≤1 , 0 ≤u + v

≤1} , ( i , j) ∈Ω= { (0 , 0) , (1 , 0) , (2 , 0) , (0 , 1) ,

(1 ,1) , (2 , 1) , (3 , 1) , (1 , 2) , (2 ,2) , (3 , 2) , (2 ,

3) , (3 ,3) } ; Pij 是该片曲面片的控制顶点 ; B ij 是基

函数 , 其表达式[11 ]如下 :

B00 ( u , v) =
1

12
(2 v3 w + v4 ) ,

B10 ( u , v) =
1

12
(2 uw3 + w4 + 6 uv w2 + 6 vw3 +

　6 uv2 w + 12 v2 w2 + 2 uv3 + 6 v3 w + v4 ) ,

B20 ( u , v) =
1

12
( w4 + 2 v w3 ) ,

B01 ( u , v) =
1

12
(2 uv3 + v4 ) ,

B11 ( u , v) =
1

12
( u4 + 6 u3 w + 12 u2 w2 + 6 uw3 + w4 +

　8 u3 v + 36 u2 vw + 36 uv w2 + 8 v w3 + 24 u2 v2 +

　60 uv2 w + 24 v2 w2 + 24 uv3 + 24 v3 w + 6 v4 ) ,

B21 ( u , v) =
1

12
( u4 + 8 u3 w + 24 u2 w2 + 24 uw3 +

　6 w4 + 6 u3 v + 36 u2 v w + 60 uvw2 + 24 v w3 +

　12 u2 v2 + 36 uv2 w + 24 v2 w2 + 6 uv3 + 8 v3 w + v4 ) ,

B31 ( u , v) =
1

12
(2 uw3 + w4 ) ,

B12 ( u , v) =
1

12
( u4 + 2 u3 w + 6 u3 v + 6 u2 v w +

　12 u2 v2 + 6 uv2 w + 6 uv3 + 2 v3 w + v4 ) ,

B22 ( u , v) =
1

12
(6 u4 + 24 u3 w + 24 u2 w2 +

8 uw3 + w4 + 24 u3 v + 60 u2 v w + 36 uvw2 + 6 vw3 +

　24 u2 v2 + 36 uv2 w + 12 v2 w2 + 8 uv3 + 6 v3 w + v4 ) ,

B32 ( u , v) =
1

12
( u4 + 6 u3 w + 12 u2 w2 + 6 uw3 +

　w4 + 2 u3 v + 6 u2 vw + 6 uvw2 + 2 vw3 ) ,

B23 ( u , v) =
1

12
( u4 + 2 u3 v) ,

B33 ( u , v) =
1

12
( u4 + 2 u3 w) ,

其中 w = 1 - u - v.

图 1 　基函数及控制顶点的位置

图 2 　三向四次箱样条曲面片及其控制网

为了得到三向四次箱样条曲面的界 ,本文首先

研究曲面片 S ( u , v) 与三角平面片 △P11 P22 P21之间
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的逐点距离 ,将该三角平面片参数化为

T ( u , v) = v P11 + uP22 + w P21 .

　　定理 1 . 三向四次箱样条曲面 S ( u , v) 与三角平

面片 T ( u , v) 之间的逐点距离为

‖S ( u , v) - T ( u , v) ‖ = ‖( f 1Δ2
α + f 2Δ2

β +

f 3Δ2
γ) P11 + ( f 4Δ2

α + f 5Δ2
β + f 6Δ2

γ) P22 +

( f 7Δ2
α + f 8Δ2

β + f 9Δ2
γ) P21 ‖ (2)

其中 , f 1 = B01 , f 2 =
1
2

( B12 + B10 - B32 ) , f 3 = B00 ,

f 4 =
1
2

( B12 + B32 - B10 ) , f 5 = B23 , f 6 = B33 , f 7 =

B31 , f 8 = B20 , f 9 =
1
2

( B32 + B10 - B12 ) ;Δ2
θ 表示二阶

中心方向差分算子 , 即Δ2
θτ( ·) = (τ( ·+θ) - τ

( ·) ) - (τ( ·) -τ( ·-θ) ) =τ( ·+θ) - 2τ( ·) +τ

( ·-θ) .

证明. 只需比较式 (2) 等号两边每个控制顶点

的系数即可. 左边 , P11 , P22和 P21的系数是 B11 - v ,

B22 - u 和 B 21 - w , 其他控制顶点 Pij 的系数就是

B ij . 将右边的差分展开 ,变为

f 3 P00 + ( f 2 + f 9 ) P10 + f 8 P20 + f 1 P01 + f 7 P31 +

　( f 2 + f 4 ) P12 + ( f 9 + f 4 ) P32 + f 5 P23 + f 6 P33 +

　( f 6 + f 7 - 2 f 1 - 2 f 2 - 2 f 3 ) P11 + ( f 3 + f 8 - 2 f 4 -

　2 f 5 - 2 f 6 ) P22 + ( f 1 + f 5 - 2 f 7 - 2 f 8 - 2 f 9 ) P21 .

显然 , 除了 P11 , P22和 P21 这 3 个控制顶点外 ,其他

控制顶点的系数和左边都是相等的. 对这 3 个控制

顶点的系数 ,我们直接计算并化简得

f 6 + f 7 - 2 f 1 - 2 f 2 - 2 f 3 = B33 + B31 +

　B32 - B12 - B10 - 2B01 - 2B00 =

　1
12

(1 + 2 u - 4 u3 + 2 u4 - 8 v + 6 uv - 12 u2 v +

　4 u3 v + 6 v2 - 6 uv2 - 4 v3 - 2 uv3 - v4 ) ;

f 3 + f 8 - 2 f 4 - 2 f 5 - 2 f 6 = B00 + B20 +

　B10 - B12 - B32 - 2B23 - 2B33 =

　1
12

(1 - 8 u + 6 u2 - 4 u3 - u4 + 2 v + 6 uv -

　6 u2 v - 2 u3 v - 12 uv2 - 4 v3 + 4 uv3 + 2 v4 ) ;

f 1 + f 5 - 2 f 7 - 2 f 8 - 2 f 9 = B01 + B23 +

　B12 - B32 - B10 - 2B31 - 2B20 =

　1
12

( - 6 + 12 u - 12 u2 + 8 u3 - u4 + 12 v - 12 uv +

　12 u2 v - 2 u3 v - 12 v2 + 12 uv2 + 8 v3 - 2 uv3 - v4 ) .

容易验证 , 它们正好分别等于 B11 - v , B22 - u 和

B 21 - w . 证毕.

2 　三向四次箱样条曲面的界

令

‖Δ2
ξP ‖ = max

( i , j) ∈{ (1 ,1) , (2 ,2) , (2 ,1) }
α,β,γ∈Ξ

{ ‖Δ2
αP ij ‖,

‖Δ2
βP ij ‖, ‖Δ2

γP ij ‖} , (3)

即 3 个中心控制顶点的 9 个二阶中心方向差分的最

大模. 由三向四次箱样条基函数的非负性知 f 1 , f 3 ,

f 5 , f 6 , f 7 , f 8 ≥0 , 因此从式 (2) 可得

‖S ( u , v) - T ( u , v) ‖≤ ( f 1 + f 3 + f 5 + f 6 +

f 7 + f 8 +| f 2 | +| f 4 | +| f 9 | ) ‖Δ2
ξP ‖ (4)

又因为

f 2 + f 4 = B12 ≥0 , f 4 + f 9 = B32 ≥0 ,

f 9 + f 2 = B10 ≥0 ,

所以对任意一固定点 ( u , v) , 在 f 2 , f 4 和 f 9 中最多

只有一个小于 0 , 或都为正. 因此 , 参数域 D 被 3

条隐式曲线 f 2 = 0 , f 4 = 0 和 f 9 = 0 分成如图 3 所

示的 4 个部分.

图 3 　参数域 D 的划分

记 D1 = { ( u , v) | f 2 ≤0} , D2 = { ( u , v) | f 4 ≤

0} , D3 = { ( u , v) | f 9 ≤0} , D4 = { ( u , v) | f 2 , f 4 , f 9

≥0} ,并令

F( u , v) = f 1 + f 3 + f 5 + f 6 + f 7 + f 8 +

| f 2 | +| f 4 | +| f 9 | .

通过计算二元函数在有界闭区域上的最值 , 可得

到 :

当 ( u , v) ∈D1 时 ,

F( u , v) = f 1 + f 3 + f 5 + f 6 + f 7 + f 8 - f 2 + f 4 + f 9

=
1

12
(3 - 2 u + 6 u2 - 8 u3 + 4 u4 - 10 v + 6 uv - 12 u2 v +

8 u3 v + 6 v2 + 4 v3 - 4 uv3 - 2 v4 ) ;

此时 max
( u, v) ∈ D1

F( u , v) = F(0 ,0) = F(1 ,0) =
1
4

.
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当 ( u , v) ∈D2 时 ,

F( u , v) = f 1 + f 3 + f 5 + f 6 + f 7 + f 8 + f 2 - f 4 + f 9

=
1

12
(3 - 10 u + 6 u2 + 4 u3 - 2 u4 - 2 v + 6 uv - 4 u3 v +

6 v2 - 12 uv2 - 8 v3 + 8 uv3 + 4 v4 ) ;

此时 max
( u , v) ∈ D2

F( u , v) = F(0 ,0) = F(0 ,1) =
1
4

.

当 ( u , v) ∈ D3 时 ,

F( u , v) = f 1 + f 3 + f 5 + f 6 + f 7 + f 8 + f 2 + f 4 - f 9

=
1

12
(1 - 6 u + 6 u2 + 4 u3 - 2 u4 - 6 v + 18 uv - 4 u3 v +

6 v2 + 4 v3 - 4 uv3 - 2 v4 ) ;

此时 max
( u , v) ∈ D3

F( u , v) = F(0 ,1) = F(1 ,0) =
1
4

.

当 ( u , v) ∈ D4 时 ,

F( u , v) = f 1 + f 3 + f 5 + f 6 + f 7 + f 8 + f 2 + f 4 + f 9

=
1

12
(3 - 6 u + 6 u2 - 6 v + 6 uv + 6 v2 ) ;

此时 max
( u , v) ∈ D4

F( u , v) = F(0 ,0) = F(0 ,1) = F(1 , 0) =

1
4

.

综合以上 4 种情况以及式 (4) ,可得到定理 2 .

定理 2 . 对三向四次箱样条曲面 S ( u , v) 和三角

平面片 T ( u , v) ,

‖S ( u , v) - T ( u , v) ‖≤ 1
4
‖Δ2

ξP ‖ (5)

另一方面 , 由于

‖Δ2
ξP ij ‖ = ‖( P( i , j) +ξ - P( i , j) ) - ( P( i , j) - 　

P( i , j) -ξ) ‖≤‖P( i , j) +ξ - P( i , j) ‖+

‖ P( i , j) - P( i , j) -ξ‖ (6)

令

‖ΔξP ‖ = max
( i , j) ∈{ (1 ,1) , (2 ,2) , (2 ,1) }

ξ∈Ξ

{ ‖P( i , j) +ξ -

P( i , j) ‖, ‖ P( i , j) - P( i , j) -ξ‖} ,

即 3 个中心控制顶点的一阶方向差分的最大模.

综合式 (5) , (6) 即得推论 1 .

推论 1 . 对三向四次箱样条曲面 S ( u , v) 和三角

平面片 T ( u , v) ,

‖S ( u , v) - T ( u , v) ‖≤ 1
2
‖ΔξP ‖. (7)

3 　结论与展望

根据三向四次箱样条曲面的分片表示 ,本文首

先给出了曲面片到由中心 3 个控制顶点构成的三角

平面片的逐点距离 ;然后运用这 3 个中心控制顶点

的一阶和二阶方向差分的最大模 ,进一步给出了该

距离的界. 该数值界对三向四次箱样条曲面的应用

具有实际意义 , 如曲面绘制、求交测试、预先估计

网格细分次数等.

然而 ,本文仅仅给出了应用最广泛的三向四次

箱样条曲面的界 ,由于一般箱样条的复杂性 , 其他

箱样条的界还是个非常具有挑战性的工作. 另外 ,

著名的 Loop 细分曲面是基于自由三角网格的 , 而

不是正规三角网格 ,该曲面更精确的界也是非常有

意义的工作.
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