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摘要 : Riesz 空间分数阶对流扩散方程是从混沌动力系统导出的. 继续 Ilic ,Liu 等的工作 ,我们提出在有界区域内求解

Riesz 空间分数阶对流2扩散方程的一种新的计算有效方法. 即基于这两个 Riesz 空间分数阶导数的矩阵表示. 这个方法

的创新在于这个算子的标准离散得到包含具有相同分数次幂的矩阵的一个常微分方程组 ,并利用计算有效的分数阶行

方法求解. 同时借助于分数阶导数的谱表示和拉普拉斯变换 ,导出这个 Riesz 空间分数阶对流扩散方程的解析解 . 最后

给出了数值例子来证实数值方法的有效性.
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　　近几十年来 ,分数阶微积分在各个领域得到了广

泛的应用 ,同时分数阶微积分理论也得到了快速的发

展[1 - 3 ] .关于分数阶微积分方程的解析解 ,当前的文献

中主要有两种求解方法. 第一种是对方程进行积分变

换和逆变换得到基本解[4 - 5 ] ;另一种是用分离变量

法[6 ] . 目前 ,对于分数阶微积分方程的数值方法的讨

论 ,多数作者还是采用有限差分方法[6211 ] ,有限元方

法[12 ] ,分解方法[13 ] . 但是 ,大部分方法很难推广到高维

问题. Ilic ,Liu 等[1 ]提出了在有界区域内求解 Riesz 空

间分数阶对流2扩散方程的一种新的计算有效的方法.

这个方法容易推广应用到高维问题.

Riesz 空间分数阶对流2扩散方程最初是从混沌动

力系统导出的[14 - 15 ] ,它描述的是被反常扩散和非指数

松弛模型控制的系统中的传输动力过程. 形式上 ,它是

由标准的对流2扩散方程的一阶和二阶导数项分别替

换成α(0 <α< 1) 阶和β(1 <β≤2)阶 Riesz 空间分数阶

导数得来的. Riesz 空间分数阶导数也称为 Riesz 位势

算子 ,它含有双侧的 Riemann2Liouville ( R2L ) 分数阶

导数 ,而且 Riesz 空间分数阶导数可用拉普拉斯算子

的幂次方来表示[ 16 - 17 ] . 本文基于 Riesz 空间分数阶导

数的这一特点 ,继续 Ilic ,Liu 等[1 ] 的工作 ,利用一种新

的技巧2矩阵转换方法[1 ] ,将有限区域中的 Riesz 空间

分数阶对流2扩散方程化为半离散的代数系统 ,这个代

数系统包含具有与 Riesz 分数阶导数相同的分数次幂

的矩阵的一个常微分方程组. 这个半离散的代数系统

可以用解决微分代数系统的工具 DASSL 来求解. 这

个解技巧被称为计算有效的分数阶行方法 ,首先由

Liu 等提出求解空间分数阶 Fokker2Planck 方程[18 ] ,

现已被广泛利用于求解空间分数阶微分方程[1 ] .

借助于分数阶导数的谱表示和拉普拉斯变换方

法 ,本文还导出了在有限区域中的 Riesz 空间分数阶

对流扩散方程的解析解.

1 　预备知识

本文考虑具有如下初边界条件的 Riesz 空间分数

阶对流扩散方程 :

5 u( x , t)
5 t

= a
5α

5 x
αu ( x , t) + b

5β

5 x
βu ( x , t) ,

　0 < x < l , t > 0 (1)

u(0 , t) = u( l , t) = 0 , t > 0 (2)

u( x ,0) = g ( x) ,0 < x < l (3)

其中 5α

5 x
α = R D

α
x = - ( - Δ)

α
2 和 5β

5 x
β = R D

β
x = - ( -

Δ)
β
2 分别是α阶和β阶的 Riesz空间分数阶导数 ,0 <α

< 1 ,1 <β≤2 ,这里 Riesz 空间分数阶导数可用拉普

拉斯算子的幂次方来表示[16 - 17 ] . 系数 a 和 b 都是正的

常数. 我们假设 u( x , t) , g ( x) 都是实值函数并且充分

光滑.

定义 1[16 ,19 ] 　有限区间上 ( a ≤ x ≤ b) 的α阶
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Riesz 空间分数阶导数 :

5α

5 x
αu ( x , t) = R D

α
x u ( x , t) =

　 - c( a D
α
x + x D

α
b) u( x , t) (4)

这里 c =
1

2cos
πα
2

,α≠1 ,

a D
α
x u ( x , t) =

1
Γ( n - α)

5n

5 x n∫
x

a

u (ξ, t) dξ
( x - ξ)α+1 - n ,

　n = α + 1 (5)

x D
α
b u ( x , t) =

( - 1) n

Γ( n - α)
5n

5 x n∫
b

x

u (ξ, t) dξ
(ξ- x)α+1 - n ,

　n = α + 1 (6)

定义 2[1 ] 　假设拉普拉斯算子 ( - Δ) 在一有界区

域Ω中有对应于特征值λ2
n 的正交特征函数φn 的完备

子集 ,即 ( - Δ)φn =λ2
nφn 在区域Ω中 ;Β(φ) = 0在边界

5Ω,这里Β(φ) 是 Dirichet 边界条件. 令

Fγ = { f = ∑
∞

n = 1
cnφn , cn =〈 f ,φn〉| ∑

∞

n = 1
cn

2 λn
γ

<

　∞,γ = max α,0 } ,

则对于任意 f ∈ Fγ , ( - Δ)
α
2 定义为

( - Δ)
α
2 f = ∑

∞

n = 1
cnλα

nφn (7)

注释 1[1 ] 　算子 T = ( - Δ)
α
2 是线性和自适应的.

即 ,如果 f = ∑
∞

n = 1
anφn , g = ∑

∞

n = 1
bnφn ,则

〈 Tf , g〉= ∑
∞

n = 1
anbnλα

nφn =〈 f , Tg〉 (8)

定义 3[1 ] 　令 φn 是拉普拉斯算子 ( - Δ) 在带有

齐次边界条件的有界区域Ω中的对应于特征值λ2
n 的

正交特征函数组成的一完备子集. 则

( - Δ)
α
2 f =

　

( - Δ) m f ,α = 2 m , m = 0 ,1 ,2 , ⋯

( - Δ)
α
2 - m ( - Δ) m f ,

　m - 1 <
α
2

< m , m = 1 ,2 , ⋯

∑
∞

n = 1

λα
n〈 f ,φn〉φn ,α < 0

(9)

注释 2[1 ] 　定义 3 与定义 2 是等价的.

性质 1[20 ] 　对于一个实的非奇异对称矩阵

A ( N - 1) ×( N - 1) ,存在着一个非奇异矩阵 P( N - 1) ×( N - 1) ,使得

A = PΛP - 1 (10)

这里Λ = diag λ1 ,λ2 , ⋯,λN - 1 ,λi i = 1 , ⋯, N - 1 是

矩阵 A ( N - 1) ×( N - 1) 的特征值.

2 　利用矩阵转换技巧和分数阶的行方

法求数值解
矩阵转换技巧是通过以下 3 个步骤来进行的.

2. 1 　标准扩散方程
5 u
5 t

= - a -
52

5 x2 u ,0 < x < l , t > 0 (11)

u(0 , t) = u( l , t) = 0 , t > 0 (12)

φ( x ,0) = g ( x) ,0 < x < l (13)

2. 2 　对空间导数引进一个有限差分逼近
d ui

d t
= -

a
h2 - ui+1 + 2 ui - ui - 1 ,

　 i = 1 ,2 , ⋯, N - 1 (14)

u0 = uN = 0 (15)

u( x i ,0) = g ( x i ) , i = 1 ,2 , ⋯, N - 1 (16)

这里 ui = u( x i , t) , h 是空间步长 , N =
l
h

.

上面离散形式的这些方程可以写成如下矩阵形

式 :

dU
d t

= - aA U (17)

其中

A =
1
h2

2 - 1

- 1 2 - 1

- 1 2 - 1

ω ω ω
- 1 2 - 1

- 1 2

.

显然这里矩阵 A 是一个实对称的 ( N - 1) 阶对角

占优阵 ,因此它是可逆的. 据性质1 , A 可以分解为A =

PΛP - 1 .

2. 3 　求 Riesz 空间分数阶对流2扩散方程的行

方法
把原来的方程 (1) 写成如下形式 :

5 u
5 t

= - a -
52

5 x2

α
2 - 1

-
52

5 x2 u -

　b -
52

5 x2

β
2 - 1

-
52

5 x2 u (18)

令 A = m -
52

5 x2 是拉普拉斯算子在齐次边界条

件下的矩阵表示 ,现对于我们所考虑的带有初值和奇

次边界条件的 Riesz 空间分数阶对流扩散方程 (1) ～

(3) , 假 设 分 数 阶 拉 普 拉 斯 算 子 满 足

m -
52

5 x2

α
2 - 1

= A
α
2 - 1 , m -

52

5 x2

β
2 - 1

= A
β
2 - 1 , 那

么方程 (1) 可以写成如下矩阵形式 :

dU
d t

= - aA
α
2 - 1 AU - bA

β
2 - 1 AU (19)
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为了解决以上方程的常微分方程系统 ,利用矩阵

A 谱分解 (性质 1) ,得到矩阵转换技巧 (MM T) . 于是

式 (19) 可以化为 :

dU
d t

= - aPΛ
α
2 P- 1 U - bPΛ

β
2 P- 1 U (20)

这里Λ
α
2 = diag (λ

α
2

1 ,λ
α
2

2 , ⋯,λ
α
2
N - 1 ) ,Λ

β
2 = diag (λ

β
2

1 ,λ
β
2

2 ,

⋯,λ
β
2
N - 1 ) .

这里我们得到一个半离散的代数系统 ,这个代数

系统包含具有与 Riesz 分数阶导数相同的分数次幂的

矩阵的一个常微分方程组. 这个半离散的代数系统可

以用解决微分代数系统的工具 DASSL 来求解[18 ] . 这

个DASSL 基于 k ( k = 1 ,2 , ⋯,5) 阶向后差分公式近似

导数. 在每个时间层 ,根据解的性态 ,自动选取阶 k 和

时间步长. 这个分数阶的行方法已被广泛利用于求解

空间分数阶微分方程[1 ,18 ] .

3 　Riesz 空间分数阶对流 2扩散方程的

解析解

以〈 f , g〉 = ∫
L

0
f ( x) g ( x) d x 作为内积 , 算子

-
52

5 x2 在齐次边界 u(0) = u( l) = 0条件下是自适应

的且对应于特征值λ2
n =

n2π2

l2 ( n = 1 ,2 , ⋯) ,有相应的

正交特征函数 un ( x ,λn) =
2
l

sin
nπx

l
.

现用如下的拉普拉斯变换方法得到我们所考虑的

Riesz 空间分数阶对流扩散方程的解析解.

先对方程 (1) ～ (3) 进行拉普拉斯变换 ,得 :

s�u - g = - a -
52

5 x2

α
2

�u ( x , s) -

　b -
52

5 x2

β
2

�u ( x , s) (21)

�u (0 , s) = �u ( l , s) = 0 (22)

对上面式子与特征函数 un 作内积 :

s〈un , �u ( x , s) 〉-〈un , g〉= - a〈un , -
52

5 x2

α
2

�u〉-

　b〈un , -
52

5 x2

β
2

�u〉 (23)

下面计算式 (23) 右端中的〈un , -
52

5 x2

α
2

�u〉,据定义 3

和注释 1 ,有

〈un , -
52

5 x2

α
2

�u〉=〈un , -
52

5 x2

α
2 - 1

-
52

5 x2 �u〉=

　〈 -
52

5 x2

α
2 - 1

un , -
52

5 x2 �u〉=λα- 2
n 〈un , - �u″〉

(24)

利用分部积分和 un ( x ,λn) =
2
l

sin
nπx

l
,可得

〈un , - �u″〉= [ un′( l) �u ( l) - un′(0) �u (0) ] -

　∫
l

0
�uu″

n d x = - ∫
l

0
�uu″

n d x (25)

而

- ∫
l

0
�uu″

n d x = -〈u″n , �u〉=〈( - Δ) un , �u〉=

　〈λ2
n u n , �u〉=λ2

n〈un , �u〉 (26)

把式 (26) 代入式 (25) ,得

〈un , - �u″〉=λ2
n〈un , �u〉 (27)

所以式 (24) 变为

〈un , -
52

5 x2

α
2

�u〉=λα
n〈un , �u〉 (28)

同理

〈un , -
52

5 x2

β
2

�u〉=λβ
n〈un , �u〉 (29)

把式 (28) 和 (29) 两式代入式 (23) ,有

s〈un , �u ( x , s) 〉-〈un , g〉=

　 - aλα
n〈un , �u〉- bλβ

n〈un , �u〉 (30)

令

〈un , �u ( x , s) 〉= Cn ( s) ,〈un , g〉= Gn ,

则式 (30) 便可化为

sCn ( s) - Gn = - aλα
n Cn ( s) - bλβ

n Cn ( s) (31)

从式 (31) 可推出

Cn ( s) =
Gn

s + aλα
n + bλβ

n

(32)

于是

�u ( x , s) = ∑
∞

n = 1
Cn ( s) un ( x) =

　∑
∞

n = 1

Gn

s + aλα
n + bλβ

n
u n ( x) =

　∑
∞

n = 1

Gn

s + aλα
n + bλβ

n

2
l

sin
nπx

l
(33)

最后 ,对式 (33) 进行拉普拉斯逆变换 ,得所求的解析

解为 :

u( x , t) =
2
l ∑

∞

n = 1
Gne - ( aλαn +bλβn) t sin

nπx
l

(34)

4 　数值例子

以下取一个具体的数值例子来求原方程的解析

解 :取 l = π, g ( x) = x2 (π - x) . 因为此时

Gn =〈un , g〉=
2
π∫

π

0
x2 (π - x) sin ( nx ) d x =
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　 2π∫
π

0
sin ( nx ) x2 d x -

2
π∫

π

0
sin ( nx ) x3 d x

(35)

由分部积分 ,可算得

2π∫
π

0
sin ( nx ) x2 d x =

　( - 1) n+1 2π
n
π2 +

2 2π
n3 [ ( - 1) n - 1 ] 　 (36)

2
π∫

π

0
sin ( nx ) x3 d x =

　 -
1
n

2
π
π3 ( - 1) n +

6
n3

2
π
π( - 1) n (37)

因此 ,

Gn =
2 2π

n3 [ ( - 1) n - 1 ] -
6
n3 2π( - 1) n =

　 -
4
n3 2π( - 1) n -

2 2π
n3 (38)

于是 ,把式 (38) 代入 (34) ,得 :

u( x , t) =

　∑
∞

n = 1

2
π

4
n3 2π( - 1) n+1 e- aλαn +bλβn t sin ( nx ) -

　∑
∞

n = 1

2
π

2 2π
n3 e- aλαn +bλβn t sin ( nx ) =

　8 ∑
∞

n = 1

1
n3 ( - 1) n+1 e- aλαn +bλβn t sin ( nx ) -

　4 ∑
∞

n = 1

1
n3 e- aλαn +bλβn t sin ( nx ) (39)

　图 1 　数值解 (符号) 与解析解 (曲线) 分别在 t = 0 . 2 ,

0 . 4 ,0. 6 ,0 . 8 ,1. 0 时的比较

Fig. 1 　Comparison of numerical solution (symbols) and

analysis solution (curves) at t = 0. 2 ,0. 4 ,0. 6 ,

0. 8 ,1. 0 ,respectively

图1给出了在不同时间 t = 0 . 2 ,0 . 4 ,0 . 6 ,0 . 8 ,1 . 0

时 ,用矩阵转换方法求得的数值解与用拉普拉斯变换

求得的解析解的情况 ,这里我们取 a = b = 0 . 25 ,α =

0 . 4 ,β= 1 . 8 . 从中可以看出数值解与解析解能够很好

地吻合. 这个矩阵转换技巧 ,与分数阶的行方法结合为

求解 Riesz 空间分数阶对流 2扩散方程提供了一种计

算有效的解方法.

5 　结　论

这篇文章提出了求解 Riesz 空间分数阶对流扩散

方程的一种有效的数值方法 矩阵转换技巧 ,与分

数阶的行方法结合. 利用分数阶导数的谱分解和拉普

拉斯变换方法也导出了方程的解析解. 数值例子有力

地证实了理论分析的正确性.
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A Computationally Eff icient Solution Method for a Riesz Space
Fractional Advection2Dispersion Equation

SH EN Shu2jun1 ,L IU Fa2wang2 3

(1. School of Mathematical Sciences ,Xiamen University ,Xiamen 361005 ,China ;

2. School of Mathematical Sciences ,Queensland University of Technology ,Qld. 4001 ,Aust ralia)

Abstract : In this paper ,a Riesz space f ractional advection2dispersion equation (RSFADE) is considered ,which is derived f rom the

kinetics of chaotic dynamics. Following work by Ilic and Liu et al ,a new computationally efficient method for solving the RSFADE on

a bounded domain is p roposed. The method is based on the matrix representation of both the Riesz space f ractional operators. The

novelty of this method is that a standard discretisation of the operator leads to a system of ordinary differential equations (ODEs)

with the matrix raised the same f ractional power. Then the ODEs is solved by a computationally efficient f ractional method of lines.

Using a spect ral representation of the f ractional derivatives and the Laplace t ransform ,the analysis solution of this equation is also de2
rived. Finally ,a numerical example is given to demonst rate that this numerical method is computationally efficient .

Key words : Riesz space f ractional derivative ;matrix t ransfer technique ;Laplace t ransform ;advection2dispersion equation ;method

of lines
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