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摘 要 　利用控制网格拓扑结构的对称性 ,通过将奇异点周围 12环和 22环的控制顶点进行离散 Fourier 变换 (DFT)

得到分块对角阵 ,将其进行特征分解及排序之后 ,再通过离散 Fourier 逆变换 ( IDFT) 和截断等操作得到细分矩阵的

高次幂的表达式 ,从而得到 Loop 细分曲面新的精确参数化公式1
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A Ne w Exact Evaluation Formula for Loop Subdivision Surfaces
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Abstract 　　A block diagonal matrix can be obtained by utilizing the discrete Fourier t ransform (DFT) and

the symmetrical st ructure called 12ring and 22ring in the vicinity of an extraordinary point on a mesh1 By us2
ing in a sequence the eigen2decomposition , a permutation , the inverse discrete Fourier t ransform ( IDFT)

and a truncation on the matrix , an exact and explicit parametrization formula for Loop subdivision surfaces is

proposed1
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　　细分曲面是一种离散曲面造型技术 ,与传统的

连续形式的曲面造型技术相比 ,它规则简单 ,易于实

现 ,特别是可以处理任意拓扑结构的控制网格 ,因而

在 CA GD 和计算机图形学等领域得到了越来越广

泛的应用1 细分曲面技术的基本思想是从一个初始

网格出发 ,通过一些简单的规则 (如对旧顶点进行线

性组合)得到新顶点 ,再按一定的规则将其连接使控

制网格加密1 只要规则选取合适 ,将以上步骤重复

进行 ,最终加密的控制网格将收敛到一张极限曲面 ,

这种递归定义的思想也使得其在多分辨建模技术领

域占有一席之地1
到目前为止 ,已经产生了多种细分规则 ,比较著

名且应用较广的有 Catmull2Clark 细分、Doo2Sabin

细分、Loop 细分、Butterfly 细分、3细分等1 其中出

现最早的 Catmull2Clark 和Doo2Sabin 细分已有近 30

年的历史 ,它们分别是规则的双三次和双二次 B 样

条曲面的推广 ;Loop 细分的产生也已有近 20 年的

历史 ,它则是三向四次箱样条曲面的推广1 推广后

的情况与规则的情况相比 ,最大的不同是它们分别

有度数不为 4 或 6 的控制顶点 ,这样的点被称为奇

异点1 正是由于奇异点的存在 ,导致对极限曲面性

质的分析比较困难 ,使得规则简单、易于实现的细分

曲面经过多年发展才得到较为成熟的应用1
1978 年 ,Doo 等[1 ]最早利用离散 Fourier 变换

(discrete Fourier t ransform , DFT) 和特征分析技术

分析了奇异点附近的情况 ; 1988 年 ,Ball 等[2 ]进一

步利用该技术分析了 Catmull2Clark 细分曲面的奇

异点的性质 ,得到切平面连续的必要条件并改进了
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细分规则 ;1998 年 ,Stam 给出了 Catmull2Clark 细分

曲面[3 ]和 Loop 细分曲面[4 ]上任意参数点处的精确

求值方法 ,从而使得细分方法朝实际应用方向迈出

了一大步1 Stam 也因该项技术的科学性和实用性满

足了电影对建模技术的需求而获奥斯卡殊荣 ,于

2006 年被美国电影艺术和科学学会授予技术成就

奖1 2006 年 ,Lai 等 [5 ]进一步得到了广义 Catmull2
Clark 细分曲面的参数化公式1

Stam 方法中重要的步骤之一是对细分矩阵进

行特征分解 ,该方法在数值上是完全可行的 ,但是用

于理论分析则有一些不足 :因为细分矩阵的大小与

奇异点的度数有关 ,要精确地求得任意情形下特征

向量矩阵的逆矩阵的 (符号) 表达通式 ,要么非常困

难 ,要么形式非常复杂[3 ,5 ]1 本文部分采用了和文献

[ 2 ,5 ]类似的技术 ,通过 DFT 从另一个角度给出

Loop 细分曲面的精确求值公式1

1 　Loop 细分模式

给定如图 1 所示的三角剖分的初始控制网格 ,其

中 V 为奇异点 (度数 N ≠6) ,细分一次后的控制网格

如图 2 所示 ,细分规则由图 3 ,4 (称为模板)给出1

新边点的产生规则为 V E =
3
8

( V 1 + V 3 ) +

1
8

( V 2 + V 4) ;新顶点的产生规则为 V V = (1 - NβN ) V

+ βN ∑V j ,其中βN =
1
N

(
5
8

- (
3
8

+
1
4

cos
2π
N

) 2 ) ,

j = 1 ,2 , ⋯, N 1 将新边点和该边上 2 个旧顶点对应

的新顶点分别相连 ,将每一个三角形 3 条边对应产

生的新边点两两相连 , 则得到细分一次后的控制

网格1
细分得到的极限曲面由许多小曲面片自动光滑

拼接而成 ,每一小曲面片及其控制顶点 (共 N + 6

个) 如图 5 所示1

图 5 　初始网格顶点排列顺序

下面简述 Stam 的参数化求值方法1
将初始网格的控制顶点列记为 C0 ,细分一次后

的顶点列记为 C1 ,增广顶点列记为 �C T
1 ,其排序方式

如图 5 ,6 所示1 其中 ,

C T
1 = ( c1 ,1 , ⋯, c1 , K) , �C T

1 = ( c1 ,1 , ⋯, c1 , K + 1 ,

⋯, c1 , M ) , M = K + 6 = N + 121
C1 = AC0 , A 为细分矩阵 (参见附录) ;

�C1 = �A C0 , �A 为增广细分矩阵 (参见附录)1

图 6 　细分一次后网格顶点排列顺序

细分一次后 ,细分前奇异点周围顶点控制的一

小曲面片 (如图 5 阴影部分所示) 可分解成 4 片更小

的曲面片 ,其中 3 片是正规情形下的箱样条曲面片

(如图 6 中阴影部分所示) ;细分一直进行下去 ,奇异

点周围将始终具有如图 5 , 6 所示的拓扑结构1 细分

m 次后 ,奇异点附近具有这样的拓扑结构的网格的

控制顶点列分别记为 Cm 和 �Cm ,

�Cm = �ACm - 1 = �AAm - 1 C0 , m ≥11

　　引入 12 ×M 的选取矩阵 Pk ,通过计算可得每

一小正规曲面片的控制顶点列 ,记为 B m , k = Pk�Cm ,

k = 1 ,2 ,31 则细分 m 次后每一小正规曲面片可以参

数化为 sm , k ( v , w ) = B T
m , k b ( v , w ) = �CT

m , k PT
kb ( v ,
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w) ,其中 b ( v , w ) 为正规情况下的 12 个基函数组

成的列向量 ,详见文献[4 ]中的附录1
为对整个小曲面片 (图 5 中阴影部分代表的曲

面片) 在整体参数域 Ω进行参数化 ,我们将整体参

数域分解成如图 7 所示的一系列小区域 ,具体表示

如下 :

Ωm
1 = { ( v , w ) | v ∈[2 - m ,2 - m +1 ] ,

　w ∈[0 ,2 - m +1 - v ]} ;

Ωm
2 = ( v , w ) | v ∈[0 ,2 - m ] ,

　w ∈[2 - m - v ,2 - m ]} ;

Ωm
3 = { ( v , w ) | v ∈[0 ,2 - m ] ,

　w ∈[2 - m ,2 - m +1 - v ]} 1

图 7 　三角参数域的分解

　　整个小曲面片的参数化表达式为

s ( v , w ) | Ωm
k

= C T
0 ( Pk �AAm - 1) T b ( t m , k ( v , w ) ) ,

其中 tm , k将Ωm
k 变换到整体参数域Ω,具体表达式为

t m ,1 ( v , w ) = (2 m v - 1 ,2 m w ) ,

t m ,2 ( v , w ) = (1 - 2 m v ,1 - 2 m w ) ,

t m ,3 ( v , w ) = (2 m v ,2 m w - 1) 1

　　若直接利用该曲面参数化表达式求值 ,每求一

点 ( v , w ) 处的值就要利用矩阵乘法计算一次矩阵

高次幂 ,既不方便也不经济 ,如果能求出 Am 的表达

通式 ,则只需要进行一些简单的运算即可1 文献[ 4 ]

采用这种思想对 A 进行特征分解 , 最终得到了

Loop 细分曲面的参数表达式1 但由于 A 的大小和

N 有关 ,对其进行特征分解并得到通式很不容易1
本文将利用 DFT 从另一角度得到 Loop 细分曲面不

同形式的参数表达式1

2 　Loop 细分曲面的精确求值

本文中假定奇异点都是孤立的 ,即每一小曲面

片的初始控制网格最多只含一个奇异点 ,否则可以

通过 2 次细分使控制网格满足要求1
首先对初始控制网格的顶点编号 ,奇异点记为

V , 12环上的点按逆时针方向依次记为 Ej , Ej + 1 ,

⋯, Ej + N - 1 , j = 1 , 2 , ⋯, N ,如图 8 所示1 由于拓扑

结构具有对称性 ,因此我们规定 ,若 p ≡k ( mod N ) ,

则 Ep = Ek ,1 ≤k ≤N 1 22环上的点按逆时针方向依

次记为 I j , Fj + 1 , I j + 1 , Fj + 2 , ⋯, Fj + N , I j + N - 1 , j =

1 ,2 , ⋯, N 1 同样规定 ,若 p ≡k (mod N ) ,则 Ip = Ik ,

Fp = Fk , 1 ≤k ≤N 1 细分一次后的网格顶点编号顺

序与细分前的编号顺序一致 ,记为 V
(1)

, E
(1)
j , I

(1)
j ,

F
(1)
j 等 ;细分 m 次后的顶点记为 V

( m)
, E

( m)
j , I

( m)
j ,

F
( m)
j 1

图 8 　初始网格顶点编号顺序

下面对细分前后 12环和 22环上的顶点进行

DFT1 由 Loop 细分模式的细分规则易知

　

E (1)
j =

3
8

Ej +
3
8

V +
1
8

Ej - 1 +
1
8

Ej + 1

F
(1)
j =

1
8

Fj +
1
8

V +
3
8

Ej +
3
8

Ej - 1

I
(1)
j =

5
8

Ej +
1

16
( Ij + Fj + Ej - 1 + V + Ej + 1 + Fj + 1) 1

(1)

将 V 和 V (1) 看成常项点列{ V } , { V
(1)

} ,对顶点列

{ V } , { Ej } , { Fj } , { I j } , { V
(1)

} , { E
(1)
j } , { I

(1)
j } ,

{ F
(1)
j }分别作 DFT ,并记为

νω =
1
N ∑

N

j = 1
w - ωj

N V

ν(1)
ω =

1
N ∑

N

j = 1
w - ωj

N V
(1)

eω =
1
N ∑

N

j = 1
w - ωj

N Ej

e
(1)
ω =

1
N ∑

N

j = 1
w - ωj

N E
(1)
j

fω =
1
N ∑

N

j = 1

w - ωj
N Fj

f
(1)
ω =

1
N ∑

N

j = 1
w - ωj

N F
(1)
j

iω =
1
N ∑

N

j = 1

w - ωj
N I j

i
(1)
ω =

1
N ∑

N

j = 1
w - ωj

N I
(1)
j

(2)
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其中 , w - ωj
N = e - 2πi

N
ωj = cos

2π
N
ωj - isin

2π
N
ωj ; i =

- 1 ;ω= 0 ,1 , ⋯, N - 11

记 cω = cos
2πω

N
, sω = sin

2πω
N

1 由式 (1) , (2) 直

接计算可得

νω = ν0 = V ,

ν(1)
ω = ν(1)

0 = V
(1)

= (1 - NβN )ν0 + NβNe0 ,

e
(1)
0 =

1
N ∑

N

j = 1
E

(1)
j =

3
8
ν0 +

5
8

e0 ,

f
(1)
0 =

1
N ∑

N

j = 1
F

(1)
j =

1
8
ν0 +

3
4

e0 +
1
8

f 0 ,

i
(1)
0 =

1
N ∑

N

j = 1

I
(1)
j =

1
16

v0 +
3
4

e0 +
1
8

f 0 +
1

16
i0 ,

e
(1)
ω = ( 3

8
+

1
4

cω) eω ,

f
(1)
ω =

3
8

( w - ω
N + 1) eω +

1
8

fω ,

i
(1)
ω = (

5
8

+
1
8

cω) eω +
1

16
(1 + w

ω
N ) fω +

1
16

iω1

记

α = NβN , 　　　　　　　　

R0 = (ν0 , e0 , f 0 , i0) T

R (1)
0 = (ν(1)

0 , e
(1)
0 , f

(1)
0 , i

(1)
0 ) T

(3)

Rω = ( eω , fω , iω) T

R (1)
ω = ( e

(1)
ω , f

(1)
ω , i

(1)
ω ) T

(4)

将关系式 (3) , (4) 写成矩阵形式

R (1)
0 = T0 R0 , R (1)

ω = TωRω;

其中 ,

T0 =

1 - α α 0 0

3
8

5
8

0 0

1
8

3
4

1
8

0

1
16

3
4

1
8

1
16

,

Tω =

1
8

(3 + 2 cω) 0 0

3
8

(1 + w
ω
N )

1
8

0

1
8

(5 + cω)
1

16
(1 + w

ω
N )

1
16

1

　　由于 T0 和 Tω都是小矩阵 ,因此容易对其进行

特征分解1
N 为奇数和偶数的情况稍有不同1 先考虑 N

为奇数的情况 ,直接计算可得

T0 = L 0Θ0 L - 1
0 , Tω = LωΘωL - 1

ω ;

其中 , L 0 , Lω 和 L - 1
0 , L - 1

ω 分别是相应矩阵的特征

向量矩阵及其逆矩阵 ;Θ0 和Θω是相应矩阵的特征

值组成的对角阵1

Θ0 =

1 0 0 0

0
1
8

0 0

0 0
1

16
0

0 0 0
5
8

- α

,

Θω =

1
8

0 0

0
1

16
0

0 0
1
8

(3 + 2 cω)

,

L 0 =

1 0 0 - 16 (9α - 34α2 + 32α3)

1 0 0 6 (9 - 34α+ 32α2)

1 1 0 81 - 180α+ 64α2

1 2 1 2 (45 - 84α+ 16α2)

,

Lω =

0 0 2 (5 + 9 cω + 4 c2
ω)

1 0 3 (5 + 4 cω) (1 + w - ω
N )

1 + w
ω
N 1 23 + 30 cω + 7 c2

ω + 3 s2
ω

,

L - 1
0 =

3
3 + 8α

8α
3 + 8α 0 0

1
2 - 4α

3 - 4α
- 2 + 4α 1 0

3
- 9 + 16α 1 +

3
9 - 16α - 2 1

- γ γ 0 0

,

γ=
1

54 - 60α- 352α2 + 512α3 ;

L - 1
ω =

-
3
2

+
3 isω

2 (1 + cω)
1 0

- 4 + 2 cω(5 + 3 cω) + 6 s2
ω

5 + 4 cω
- 1 - w

ω
N 1

1
10 + 18 cω + 8 c2

ω
0 0

1

　　再将 R0 , Rω ,ω= 1 , 2 , ⋯, N - 1 的元素按顺序

排成列向量

R = (ν0 , e0 , f 0 , i0 , ⋯, eN - 1 , f N - 1 , iN - 1) T ;

同样 ,将 R (1)
0 , R (1)

ω ,ω= 1 , 2 , ⋯, N - 1 的元素排成

列向量 R (1)1 类似地 ,细分 m 次后的情况用 R ( m)表

示 , R ( m) = Tm R , 其中 T 为分块对角阵 T =

diag ( T0 , T1 , ⋯, TN - 1) , Tm 表示 T 的 m 次方1 由于
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除 T0 为 4 ×4 小矩阵外 ,其他 Tω均为 3 ×3 的小矩

阵 ,而对小矩阵的特征分解是简单易行的 ,因而可以

比较容易地求出 Tm ,这样就避免了直接对一个大

矩阵进行特征分解再求高次幂 (Stam 的方法)1
易知 ,

Tm = LΘmL - 1 (5)

其中 , L 和 L - 1为分块对角阵 ,Θ为对角阵1
L = diag ( L 0 , L 1 , ⋯, L N - 1) ,

L - 1 = diag ( L - 1
0 , L - 1

1 , ⋯, L - 1
N - 1) ,

Θ = diag (Θ0 ,Θ1 , ⋯,ΘN - 1) 1
　　下面利用 Fourier 逆变换 (inverse discrete Fouri2

er t ransform , IDFT) 、排序矩阵和选取矩阵求得细

分矩阵 A 的 m 次方的精确表达公式1
首先将 R 和 R ( m) 中的元素进行重排 ,使之适

合进行 IDFT1 这只要利用一个 3 N + 1 阶排序矩阵

D1 (参见附录) 就可以做到 , D1 的每一行有且仅有

一个元素为 1 ,其余的为 0 ,且 1 在每行中的位置各

不相同 ,因而 D1 是一个正交矩阵 , D - 1
1 = D T

1 1 重排

后的 R 和 R ( m)分别记为 Q 和 Q ( m)
,

Q = (ν0 , e0 , e1 , ⋯, eN - 1 , f 0 , f 1 , ⋯, f N - 1 , i0 , i1 , ⋯, iN - 1) T ;

Q ( m)的元素的排列方式类似 ,即

Q = D1 R , Q ( m)
= D1 R ( m)

;

因而 Q ( m) = D1 TmD - 1
1 Q1

然后进行 IDFT1 记 DFT 的变换矩阵为 W ,则

IDFT的变换矩阵为 W - 11 对 Q 和 Q ( m) 进行 IDFT ,

分别得到初始控制网格顶点和细分 m 次后的控制

顶点按同样顺序排列成的顶点列 ,记为 G 和 G ( m)
,

G = W - 1 Q ; G ( m) = W - 1 Q ( m) 1 即 G ( m) = W - 1

D1 Tm D T
1 W G1

为便于直接利用文献[4 ]中的部分结论 ,我们再

对 G ( m)和 G 进行一次排序并进行截断 ,使顶点排

列方式遵从文献 [4 ]中的排列方式 (如图 5 所示) 1
这可以利用 3 N + 1 阶排序矩阵 D2 (参见附录) 以及

( N + 6) ×(3 N + 1) 阶截取矩阵 ( I , 0) 做到 ,其中 , I

为 N + 6 阶单位阵 , 0 为全零矩阵1
根据图 5 ,8 可知 , Cm 和 G ( m)的关系为

Cm = ( I , 0) D2 G ( m)
, C0 = ( I , 0) D2 G ;

因而

Cm = ( I , 0) D2 W - 1 D1 TmD T
1 WD - 1

2 ( I , 0) T C0 ,

将式 (5) 代入 ,得

Cm = ( I , 0) D2 W - 1 D1 LΘmL - 1 D T
1 WD - 1

2 ( I , 0) T C0 ,

将此式和 Cm = Am C0 对比 ,即知

Am = ( I , 0) D2 W - 1 D1 LΘmL - 1 D T
1 WD - 1

2 ( I , 0) T ,

只要对上式右端进行简化 ,就可以得到 Am 的精确

表达式 (详见附录)1
当 N 为奇数时 ,

Am = A1 +
1
8

m

A2 +
1

16

m

A3 +

5
8

- α
m

A4 + ∑
N - 1

2

k = 1

1
8

(3 + 2 ck)
m

Ak (6)

其中 ck = cos
2πk

N
, A1 , A2 , A3 , A4 和 Ak 均为只与

奇异点度数 N 有关而与细分次数 m 无关的矩阵 ,称

为分解矩阵1
下面给出Loop 细分曲面精确求值的步骤和公式1
要求任意参数值 ( v , w ) 处对应的曲面上的点 ,

需要先求出 m 和 k1

m = min{ log1
2

v , log1
2

w } ,符号 a 表

示不小于 a 的最小整数 ;

由Ωm
k 的定义知

k =

1 , if 2 m v ≥1 , 　2 m ( w + v) ≤2

2 , if 2 m v ≤1 , 　2 m w ≤1 , 　2 m ( w + v) ≥1

3 , if 2 m w ≥1 , 　2 m ( w + v) ≤2

1

将式 (6) 代入 s ( v , w ) ,得到新的参数化公式 ,利用

该公式即可求值1
s ( v , w ) | Ωm

k
= C T

0 ( Am - 1) T �A T P T
k b ( t m , k ( v , w ) ) =

C0 A T
1 �A T P T

k b ( t m , k ( v , w ) ) +

　 1
8

m - 1

C0 A T
2 �A T P T

kb ( t m , k ( v , w ) ) +

1
16

m - 1

C0 A T
3 �A T +

5
8

- α
m - 1

C0 A T
4 �A T P T

k b ( t m , k ( v , w ) ) +

∑
N - 1

2

k = 1

1
8

(3 + 2 ck)
m - 1

C0 A T
k �A T P T

k b ( t m , k ( v , w ) ) 1

　　当 N 为偶数时 , cN
2

= - 1 ,此时 TN
2
为实矩阵 ,

其特征值矩阵和特征向量矩阵及其逆矩阵不能再用

通式Θω , Lω和 L - 1
ω 表示 ,需要单独计算1 此种情况

下的讨论过程与 N 为奇数的情况完全类似 ,最终求

得 Am 的表达式及 s ( v , w ) 的表达式略有不同 (参

见附录) ,过程略1

3 　结论和展望

本文给出了 Loop 细分曲面参数化计算的一个

新公式1 通过 DFT 和 IDFT 求得细分矩阵的高次幂
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的分解公式 ,对固定的 N ,只需要利用附录给出的

公式事先计算一次分解矩阵 ,然后进行简单的代数

运算即可1 该公式利于编程 ,计算简单、方便 ,可用

来设计 Loop 细分曲面计算的高效算法 ,同时由于公

式具有显式表达式 ,可以用于理论分析 ,细分曲面的

误差估计是 CA GD 中的一个重要问题 ,我们对此进

行了初步探讨[6 ] ,今后将利用新公式对该问题做进

一步的研究1
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附录

细分矩阵 A =
S 0

S11 S12
, �A =

S 0

S11 S12

S21 S22

1

其中 , S 为 N + 1 阶方阵 ,

S =

σβN βN βN βN ⋯βN βN βN

c c d 0 0 0 0 d

c d c d 0 0 0 0

… …

c d 0 0 0 ⋯ 0 d c

,

σ=
3
8

+
3
8

+
1
4

cos
2π
N

2

, c =
3
8

, d =
1
8

;

S11为 5 ×( N + 1) 阶矩阵 ,

S11 =
1

16

2 6 0 0 ⋯ 0 0 6

1 10 1 0 0 0 1

2 6 6 0 0 0 0

1 1 0 0 0 1 10

2 0 0 0 ⋯ 0 6 6

;

S12为 5 阶方阵 ,

S12 =
1

16

2 0 0 0 0

1 1 1 0 0

0 0 2 0 0

1 0 0 1 1

0 0 0 0 2

;

S21和 S22见文献[4 ]1

排序矩阵 D1 的构造1 注意到 R 具有近似周期性的结

构 (除去第一个元素外 ,后面的元素每 3 个一组下标递增) ,

可知 D1 是一个 3 N + 1 阶稀疏矩阵 ,位于{ 1 , 1} , { ( j - 1) ×

N + k + 1 ,3 k + j - 2}位置的元素为 1 ,其他元素为 0 ,其中 ,

1 ≤j ≤3 ,1 ≤k ≤N1
排序矩阵 D2 的构造1 比较图 5 ,8 ,并注意到图 8 的拓扑

结构具有对称性 ,可得出 D21 D2 也是一个 3 N + 1 阶的稀疏

矩阵 ,位于{ 1 ,1} , { N + 2 , N + 2} , { N + 3 , 3 N + 1} , { N + 4 ,

2 N + 1} ,{ N + 5 ,2 N + 2} ,{ N + 6 , N + 3}及{ k , N - k + 3}位

置的元素为 1 ,其他元素为 0 ,其中 2 ≤k ≤N + 11

由 A 的结构知 , Am =
Sm 0

Δm ( S12) m
1 其中 ,Δm 为和

m 有关的 5 ×( N + 1) 阶矩阵 ,而

( S12) m =
1
8

m

1 0 0 0 0

ζm 2 - m ζm 0 0

0 0 1 0 0

ζm 0 0 2 - m ζm

0 0 0 0 1

,

ζm = 1 - 2 - m 1 因此要求 Am ,只需再求出 Am 中左侧 Sm 和

Δm 部分的元素 ,这可利用 Am = ( I , 0) D2 W - 1 D1 LΘmL - 1 ×

D T
1 WD - 1

2 ( I , 0) T 化简得出 ,同时可得出分解矩阵的表达式1

以下各式中 , Am
i , j表示 Am 中位于 i 行 j 列的元素 , ck =

cos
2πk

N
,ρ=

5
8

- α=
3
8

+
1
4

cos
2π
N

2

,μk =
1
8

(3 + 2 ck ) ,

τ=
8α

3 + 8α,η=
3

3 + 8α,θ=
3 - 4α
4α- 2

1 当 N 为奇数时 , ∑表示

∑
N - 1

2

k = 1

;当 N 为偶数时 , ∑表示 ∑
N
2 - 1

k = 1

1

Am 的第一列和第一行的元素 ,3 ≤k ≤N + 11

Am
1 ,1 =η+ρmτ, Am

2 ,1 =η- ρmη, Am
k ,1 = Am

2 ,1 ,

Am
N + 2 ,1 =η+

1
8

m 1
2 - 4α+ρm 9 - 4α

- 6 - 4α+ 32α2 ,

Am
N + 3 ,1 =η+

1
8

m 1
1 - 2α+

1
16

m 3
- 9 + 16α+

　ρm - 45 + 84α- 16α2

27 - 30α- 176α2 + 256α3 ,

Am
N + 4 ,1 = Am

N + 2 ,1 , Am
N + 5 ,1 = Am

N + 3 ,1 , Am
N + 6 ,1 = Am

N + 2 ,1 ,
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Am
1 ,2 =

1
N

(τ- ρmτ) , Am
1 , k = Am

1 ,21

Am 的第 s 行 , t 列的元素 ,2 ≤s ≤N + 1 , 2 ≤t ≤N + 11

NAm
s , t = τ+ρmη+ ∑μm

k 2 ck ( t - s) +

　
( - 1) N + 1

2
1
8

m

cN
2

( s - t) 1

第 N + 2 到 N + 6 行元素 ,2 ≤q ≤N + 11

NAm
N +2 , q = τ+

1
8

m

θ - 3 ∑
c k

2
(3 - 2 q)

c k
2

+

　ρm ( - 9 + 4α)

- 6 - 4α+ 32α2 + 3 ∑μm
k

c k
2

(3 - 2 q)

c k
2

,

NAm
N +3 , q = τ+

1
8

m

2θ- 6 ∑ck ( q- 2) +

　 1
16

m 12 - 16α
9 - 16α + 4 ∑

(1 + 5 ck) ck ( q- 2)

5 + 4 ck
+

　ρm (45 - 84α+ 16α2)

27 - 30α- 176α2 + 256α3 + ∑μm
k

2 (13 + 2 ck) ck ( q- 2)

5 + 4 ck
+

　
( - 1) N + 1

2
1
8

m

8 cN
2

( q- 2) -
( - 1) N + 1

2
1
16

m

8 cN
2

( q- 2) ,

NAm
N +4 , q = τ+

1
8

m

θ - 3 ∑
ck (5 - 2 q)

2

c k
2

+

　ρm ( - 9 + 4α)

- 6 - 4α+ 32α2 + 3 ∑μm
k

ck (5 - 2 q)
2

c k
2

,

NAm
N +5 , q = τ+

1
8

m

2θ- 6 ∑ck ( q- 1) +

　 1
16

m 12 - 16α
9 - 16α + 4 ∑

(1 + 5 ck) ck ( q- 1)

5 + 4 ck
+

　ρm (45 - 84α+ 16α2)

27 - 30α - 176α2 + 256α3 + ∑μm
k

2 (13 + 2 ck) ck ( q- 1)

5 + 4 ck
+

　
( - 1) N + 1

2
1
8

m

8 cN
2

( q- 1) -
( - 1) N + 1

2
1
16

m

8 cN
2

( q- 1) ,

NAm
N +6 , q = τ+

1
8

m

θ - 3 ∑
c k

2
(1 - 2 q)

c k
2

+

　ρm ( - 9 + 4α)

- 6 - 4α+ 32α2 + 3 ∑μm
k

c k
2

(1 - 2 q)

k
2

1

有了上面的结果 ,不难进一步通过

�AAm - 1 =

Sm 0

S11 Sm - 1 + S12Δm - 1 ( S12) m

S21 Sm - 1 + S22Δm - 1 S22 ( S12) m - 1

求得 �AAm - 1的简化结果1 需要特别说明的是 :当 N = 3 时 ,

以上分解式中会出现分母为 0 的情况 ,故对于 N = 3 分解公

式不适用 ,此时 A 是一个 9 ×9 的矩阵 ,通过计算可知 A 不

能对角化 ,但很容易利用 Jordan 分解求出 Am 的表达通式 ,

限于篇幅此处略去详细结论1
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