
基于风险控制的证券投资决策

黄继平 黄良文 陈 蔚

ABSTRACT

This paper puts forward Markowitz s Mean Variance Model under the VaR ( Value at Risk )

constraint. After analyzing Markowitz s Mean Variance Model under the VaR constraint fit for China s

securities market, it presents the dynamic adjustment method of investor s optimal securit ies investment

portfolio. In the end, it gives out a practical analytical example in China s securities market and research

conclusions.
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Markowitz 证券组合核心理论是在投资决策中选择风

险(用方差或标准差描述)最小、期望收益 (用均值描述)

最大的证券组合,即依据均值 方差模型来构造最优证券

投资组合。Markowitz的均值 方差模型给出了投资决策的

最基本、最完整的分析框架, 是当今投资理论和投资实践

的主流方法。

由美国 J. P. Morgan公司率先提出的风险价值方法即

VaR( Value at Risk)方法,是一种能够非常直观地测量不同

交易、不同业务部门的市场风险, 并将这些风险集成为一

个数值的风险测量方法。由于该方法在风险测量、投资

者收益 风险特征的量化、风险资本和投资资本的设定以

及绩效评估等方面均有广泛的应用价值, 因此, 投资者尤

其是机构投资者在进行证券投资决策时需要考虑 VaR 的

约束。

本文在Markowitz证券组合理论的框架下, 讨论中国

证券市场上基于 VaR 约束的证券投资决策问题, 即根据

VaR 约束下的Markowitz 均值 方差模型, 构建和动态调整

投资者的最优证券投资组合。

一、VaR 约束下的Markowitz均值 方差

模型

Markowitz证券组合核心理论包括两种模型, 即不包

含无风险证券和包含无风险证券的均值 方差模型。

但是,Markowitz 均值 方差模型存在以下两个明显的

缺点:

首先, 该模型使用方差或标准差从波动性(即实际结

果偏离期望结果的程度)这个角度来反映风险, 这在一定

程度上测量了证券价格的变化程度, 但方差或标准差存

在两个不足之处:第一, 方差或标准差只描述了收益偏离

期望值的程度,没有描述偏离的方向,而在实际中人们最

关心的是负偏离即损失的情况; 第二,方差或标准差并没

有反映证券组合的损失到底有多大。因此, 方差或标准

差不适宜直接用来测量证券组合的市场风险。

其次,该模型是利用等效用曲线函数来描述投资者

的收益 风险特征,而等效用曲线函数存在着这样的缺陷:

第一,效用是投资者对一项投资行为的满意程度, 是投资

者的一种主观心理感受,具有很大的随意性,很难用一个

准确的数学公式来表示;第二, 在等效用曲线函数的应用

过程中,必须假定投资者是风险厌恶的, 并且在投资过程

中对待风险的态度是固定不变的, 这与投资者的实际情

况不符 ;第三,投资者的等效用曲线函数只包含标准差和

期望回报率这两个变量,而在实际应用中, 等效用曲线函

数应该反映投资者的情绪、心理等诸多现实影响因素。

而VaR测量的是在一定的置信度下, 在正常的市场

环境下 ,某一证券或证券组合在未来特定一段时间内的

预期最大可能损失。它是一种非常直观的市场风险测量

方法, 弥补了方差或标准差的两个不足。同时, 客观的

VaR 方法比主观的等效用曲线函数更好地描述了投资者

的收益 风险特征, 因为 VaR方法能够使投资者根据自身

财务状况、市场环境和对投资损失的心理承受能力 ,更加

客观、容易、准确地量化自己的收益 风险特征; 同时由于

VaR 描述的是损失状况,因此它更接近投资者对风险的直

接心理感受。由于 VaR 方法的这些优点, 我们认为引入

VaR 方法,可以补充和改进传统的 Markowitz 均值 方差模

型。具体的引入方法就是对由传统的 Markowitz 均值 方

差模型构造出的有效组合边界, 弃用等效用曲线函数, 而
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利用VaR约束来求解投资者的最优投资组合。

由于 Markowitz 均值 方差模型包括两种类型, 因此,

VaR约束下的 Markowitz 均值 方差模型也包括两种类型,

即VaR 约束下不包含无风险证券和包含无风险证券的

Markowitz均值 方差模型。下面我们分别阐述这两种模

型。

(一) VaR 约束下不包含无风险证券的Markowitz 均值

方差模型

1 模型内容。模型为:

模型  

min 2
P = XT X

maxE ( rP ) = XTR

s . t. Prob( r P < - VaR) ! 1 - c

s . t.
n

i= 1
xi = 1

其中, c 为置信水平, 其余各项含义与前述相同。

在证券回报率为正态分布情况下, 根据大数定理, 投

资组合的 VaR 定义式 Prob ( rP < - VaR) ! 1- c 可转化

为:

VaR = - [ E( rP ) -
- 1 ( c) P ] ( 1)

其中, ( ∀)是标准正态分布的分布函数。

模型 图示如图 1。

图 1 模型 图示
图 1中 VaR约束表现为一条斜率为 - 1 ( c)、截距为

- VaR 的直线。在该直线及其以上的全部投资组合都具

有 c的概率使其回报率超过最小值- VaR; 而在该直线以

下的全部投资组合的回报率在置信水平 c 下不超过

- VaR。因此, 曲线 CA#( A#为VaR约束线与原有有效组合

边界 CA 的交点)是 VaR 约束下的有效组合边界。

2 模型求解。由于 VaR 约束的复杂性, 用传统的

Laganerge乘子法难以求解。因此, 我们使用几何方法来

求解该模型。

( 1) VaR 约束下投资者有效组合边界范围的确定。首

先是求解A#点的坐标。n 种证券组合的投资权重向量为

( x 1 , x2 , ∃, x n ) ,其中, x n= 1- x 1- x 2- ∃- x n- 1 ,则组合

的期望回报率 RP [ RP = E ( rP ) ]与方差
2
P 可分别表示为:

RP = x 1R1 + x 2R2 + ∃+ x n- 1 Rn- 1

+ ( 1 - x 1 - x 2 - ∃- x n- 1 ) Rn ( 2)

2
P = x 21 11 + x 22 22 + ∃+ x 2n- 1 ( n- 1) ( n- 1)

+ ( 1- x 1 - x 2 - ∃- xn- 1 )
2

nn ( 3)

+ 2x 1 x 2 12 + ∃+ 2x 1 x n- 1 1( n- 1)

+ 2x 1( 1- x 1 - ∃- xn- 1) 1n + ∃

+ 2xn- 1 ( 1- x 1- ∃ - x n- 1 ) ( n- 1) n

由于方差 协方差矩阵 是正定矩阵, 所以在权重空间

( x 1 , x 2, ∃, xn- 1 )中, 式( 3)代表等方差超椭球面, 2
P 取不

同的值可得到一族同心超椭球面; 式( 2)代表等期望回报

率超平面, RP 取不同的值可得到一族平行超平面。这

样, n 种证券组合的最优投资权重应在等方差超椭球面与

等期望回报率超平面的正切点。将这些正切点连接起

来,就得到一条直线, 该直线就是这 n 种证券投资组合的

临界线。

式( 2)和式( 3)在点( x 1 , x 2 , ∃, x n- 1 )处的法向量分别

为( R1- Rn , R2- Rn , ∃, Rn- 1- Rn )和 ( P1 QWT , P2

QWT , ∃, Pk QWT , ∃, Pn- 1 QWT ) , 其中 , P1= [ 1, 0, 0,

∃, 0, 0, - 1] ; P 2= [ 0, 1, 0, ∃, 0, 0, - 1] ; ∃; Pn- 1= [ 0, 0,

0, ∃, 0, 1, - 1] ;

Q =

1 0 ∃ 0 0

0 1 ∃ 0 0

∃ ∃ ∃ ∃ ∃

0 0 ∃ 1 0

- 1 - 1 ∃ - 1 1

; W =

x1

x2

∃

x n- 1

1

。

由临界线定义可得临界线方程为:

P 1 QWT

R1 - Rn
=

P 2 QWT

R2 - Rn

= ∃ =
Pk QWT

Rk - Rn

= ∃ =
Pn- 1 QWT

Rn- 1- Rn

( 4)

由式( 4)可得到 n- 2个方程构成的线性方程组:

a11 x 1 + a12 x 2 + ∃+ a1( n- 1) xn- 1 = b1

a21 x 1 + a22 x 2 + ∃+ a2( n- 1) xn- 1 = b2

∃∃∃∃∃∃∃∃∃∃∃∃∃∃∃∃

a ( n- 2)1 x 1 + a ( n- 2)2 x 2 + ∃+ a ( n- 2) ( n- 1) x n- 1 = bn- 2

( 5)

其中:

a ij =
ij + nn - in - j n

R i - Rn
- j ( n- 1) + nn - j n - ( n- 1) n

Rn- 1 - Rn

;

bi = -
in - nn

R i - Rn

+ ( n- 1) n - nn

Rn- 1 - Rn

( i = 1, 2, ∃, n - 2; j = 1,

2, ∃, n - 1)。

同时,式( 1)可转化为:

2
P =

1

[ - 1 ( c) ] 2
( R2P + 2VaRRP + VaR2 ) ( 6)

根据均值和方差的表达式 RP = XTR 和 2
P = XT X , 式

( 6)可表示为:
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XT X =
1

[ - 1 ( c) ] 2
[ VaR2 + 2VaRXTR + ( XTR ) 2 ]

( 7)

因为线性方程组式( 5)的秩是 n- 2, 所以它的基础解

系的个数是 1, 即 x 2、x 3、∃、xn- 1都可由 x 1 表示(利用消

元法可得)。同时 , 由于
n

i= 1
= 1, x n 也可由 x 1 表示。我们

将 x 2、x 3、∃、x n 代入式( 7) ,在事先设定的一个 VaR水平

比如 5%的约束下, 可得到一个关于 x 1 的一元二次方程。

求出 x 1 , 就可得到 x 2、x 3、∃、x n 的值。因为 x 1 有两个

根,因此式( 5) 有两组解。然后根据公式 2
P = XT X 和

RP = XTR ,我们可求得 P 和RP 的值,共有两组,其中两个

数值都较大的那一组在图 4 中的点就是 A#点, 另一组在

图1 中的点是 B#点, 而我们需要的是 A#点。这样我们就

得到了 A#点的横坐标 A#和纵坐标RA#。

然后是求解 C 点的坐标。C 点是垂直于 P 轴的直

线与曲线AB 相切的切点。由 Markowitz 证券组合理论可

得曲线 AB 的表达式为 :

P =
1

GH - E2
(HR2P - 2ERP + G)

1
2

( 8)

其中, G = RT - 1 R ; E= RT - 1F ; H = FT - 1F ; F= [ 1,

1, ∃, 1] T 为n 维向量。因此 , C 点处的横坐标和纵坐标

分别为RC= E H 和 C = 1 H。

这样, VaR约束下投资者有效组合边界的范围就是:

RC ! RP ! RA# , C ! P ! A#。

( 2) VaR 约束下投资者有效组合边界范围内最优投资

组合的求解。给定VaR约束下投资者有效组合边界范围

内的一个期望回报率,通过联立式( 5)和式( 2) , 利用线性

方程组的消元法,可求得组合的最优投资权重向量, 然后

根据式( 3)可算出在该最优投资权重向量下组合的最小

标准差; 或者给定 VaR 约束下投资者有效组合边界范围

内的一个标准差,通过联立式( 5)和( 3) , 可求得组合的最

优投资权重向量,然后根据式( 2)可算出在该最优投资权

重向量下组合的最大期望回报率。

从以上分析可以看出, VaR 约束实际上缩小了

Markowitz均值 方差模型所确定的最优投资组合的选择范

围。但是应该注意可能出现两种极端情况: 一是 VaR 约

束太严,即 VaR约束线的斜率太大, 与原有有效组合边界

CA不相交, 使式( 5)无解, 以致于任何组合选择都被排除

在外;二是 VaR约束太松, 也就是说 VaR约束线的斜率太

小,与原有有效组合边界 CA 在太靠右的位置相交, 没有

起什么实质性的约束意义。

(二) VaR 约束下包含无风险证券的Markowitz 均值 方

差模型

1 模型内容。模型内为:

模型 %

min P = wM M

maxE( rP ) = rf +
[ E( rM ) - rf ]

M
P

s . t. Prob( r P < - VaR) ! 1- c

s . t. wM + w f = 1

模型中的各项含义与前述相同。模型图示如图 2、图 3。

图2 点 N 在切点M 点左边, 表示投资于无风险证券

图 3 点 N 在切点M 右边, 表示卖空无风险证券

VaR 约束下的投资者最优投资组合是半直线 rfM 与

VaR 约束线相交的点即点 N 所代表的投资组合。点 N 可

能在切点 M 点的左边, 如图 2所示, 表示投资于无风险证

券;点 N 也可能在M 点的右边, 如图 3 所示,表示卖空无

风险证券。

2 模型求解。首先是求解原有有效组合边界半直线

rfM 的方程。rfM 的方程为:

P =
M

RM - rf
( RP - rf ) ( 9)

其 中, RM =
Erf - G
Hrf - E

; G = RT - 1 R ; M =

HR2M - 2ERM+ G

GH- E2
。

其次是求解 VaR约束线的方程。VaR 约束线的方程

为:

RP =
- 1 ( c) P - VaR ( 10)

然后是求解投资者的最优投资组合。求解投资者的
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最优投资组合就是求解 N 点坐标和N 点处的投资权重向

量。通过联立式( 9)和式( 10) ,求得 N 点坐标为: 横坐标

N = M ( VaR + rf )

M
- 1 ( c) - ( RM - rf )

, 纵 坐 标 RN =

- 1 ( c) M rf + VaR( RM - rf )

M
- 1 ( c) - ( RM - rf )

。再根据公式 P = wM M , 在

N 点处有 N = wM M , 因此, 在 N 点处有风险证券总的投

资权重为: wM =
N

M

=
VaR + rf

M
- 1 ( c) - ( RM - rf )

。这样, 求得

的 N 点处各只有风险证券在总投资(包含无风险证券投

资)中的投资权重向量为: wMX = wM
- 1 JT ( J - 1 JT ) - 1

K , 其中, J =
R1 R2 ∃ Rn

1 1 ∃ 1
; K =

RM

1
。由于 wM

+ w f = 1,因此无风险证券在总投资中的投资权重为: w f

= 1- wM。

二、适合于我国证券市场的 VaR 约束

下的Markowitz均值 方差模型

由于我国证券市场不允许做空行为, 因此在将模型

 和模型%应用于我国证券市场时应加上一个不允许做

空的限制条件, 即适合于我国证券市场的 VaR 约束下不

包含无风险证券和包含无风险证券的 Markowitz 均值 方

差模型的内容分别为:

模型 &

min 2
P = XT X

maxE ( rP ) = XTR

s . t. Prob( r P < - VaR) ! 1- c

s . t.
n

i= 1
xi = 1

s . t. X ∋ 0

和

模型 (

min P = wM M

maxE ( rP ) = rf +
[ E( RM ) - rf ]

M
P

s . t. Prob( r P < - VaR) ! 1- c

s . t. wM + w f = 1

s . t. X ∋ 0

s . t. wf ∋ 0

三、投资者最优证券投资组合的动态

调整

由 VaR约束下的 Markowitz 均值 方差模型构建出的

最优投资组合,在投资管理过程中, 需要根据组合 VaR 值

的变化情况进行动态调整。一旦计算出的组合 VaR值达

到或超过控制上限,比如大于等于 5% , 就需要对组合进

行调整,将组合的 VaR值调整到允许的范围内。

调低一般投资组合 VaR值的通常方法是通过减持边

际VaR 成分VaR 增量VaR最大的若干只个券, 或者在减

持边际VaR 成分 VaR 增量 VaR 最大的若干只个券的同

时,增持边际VaR 成分VaR 增量 VaR最小的若干只个券,

从而将组合的 VaR值调整到允许的范围内。但是在用这

些方法来调整由 VaR 约束下 Markowitz 均值 方差模型构

造出的最优投资组合的实际 VaR 值时, 它们都面临着同

样的问题: VaR 值调低后的组合极可能不再是一个满足

Markowitz均值 方差模型的最优投资组合, 即 VaR 值调低

后的组合在 P - E( rP )二维平面上的坐标点将很难落在

有效组合边界 CA 或 rfM 上。因此, 调低由 VaR 约束下

Markowitz均值 方差模型构建出的最优投资组合的实际

VaR 值,一般不采用上述方法, 可采用如下方法:

当原有最优投资组合的实际 VaR 值达到或超过控制

上限时,对组合里的个券品种重新进行评价和筛选 ,在考

虑证券备选池里的候选个券的基础上, 确定出一个新的

投资组合;然后重新使用模型&或模型((如果是在我国

证券市场, 则重新使用模型 )或模型∗ ) , 构建出一个新

的最优投资组合,在充分考虑调整成本的基础上, 将原有

最优投资组合调整为新的最优投资组合。在不追加新的

投资资金的情况下,调整的具体办法是:

1 卖掉新的最优投资组合中没有、而原有最优投资

组合中有的个券;

2 当新的最优投资组合中的个券是原有最优投资组

合中的个券时: ( 1)当该只个券的现时市场价值= 该只个

券新的最优投资权重+ 原有最优投资组合的现时市场价

值时,继续持有该只个券不变; ( 2) 当该只个券的现时市

场价值> 该只个券新的最优投资权重+ 原有最优投资组

合的现时市场价值时, 减持该只个券, 减持量= (该只个

券的现时市场价值- 该只个券新的最优投资权重+ 原有

最优投资组合的现时市场价值) 该只个券的现时市场价

格; ( 3)当该只个券的现时市场价值< 该只个券新的最优

投资权重+ 原有最优投资组合的现时市场价值时, 增持

该只个券,增持量= (该只个券新的最优投资权重+ 原有

最优投资组合的现时市场价值- 该只个券的现时市场价

值) 该只个券的现时市场价格;

3 当新的最优投资组合中的个券不是原有最优投资

组合中的个券时, 买进该只个券 , 买进量= (该只个券新

的最优投资权重+ 原有最优投资组合的现时市场价值)

该只个券的现时市场价格。

在追加新的投资资金的情况下, 除了用,原有最优投

资组合的现时市场价值+ 新追加的资金量−来代理, 原有
最优投资组合的现时市场价值−这一项外, 调整的具体办

法与上述不追加新的投资资金情况下的办法是相同的。

四、VaR 约束下 Markowitz均值 方差模

型在我国证券市场上的应用实例分析

应用实例:假定在某些投资原则的指导下, 投资组合
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经理筛选出一个由中国石化( 600028)、五粮液( 000858)、深

圳机场( 000089)这三只股票和 98 中铁( 1) ( 129806)这只企

业债构成的一个投资组合。所用数据的时间窗口是 2002

年10 月 28 日~ 2003 年 10 月 27 日, 共有 241 个交易日。

该投资组合的一些基础数据的计算结果或设定如下:

( 1)个券期望日回报率矩阵 R 的计算结果如下:

R= ( 0 075623% , 0 018264% , 0 017779% ,

0 012260% ) T

( 2)个券日回报率的方差 协方差矩阵 的计算结果

如下:

=

1 576088% 0 010883% 0 012622% - 0 000043%

0 010883% 1 475288% 0 011591% 0 000059%

0 012622% 0 011591% 1 734377% - 0 000028%

- 0 000043% 0 000059% - 0 000028% 0 0697%

(3) 置信水平 c 的设定。我们将置信水平 c 取值

95% ,则 - 1 ( c) = 1 65。

( 4) VaR 值的设定。我们将VaR值设定为 5%。

(5)无风险证券日回报率的确定。我们将中国人民

银行发行的 3个月短期央行票据作为我国证券市场上的

代表性无风险证券,其日回报率 rf 为 0 0075%。

VaR 约束下Markowitz 均值 方差模型在我国证券市场

上的应用实例分析有两种类型: 不包含无风险证券的模

型)和包含无风险证券的模型∗ 的应用实例分析。

(一)不包含无风险证券的模型)的应用实例分析

1 VaR约束下投资者有效组合边界范围的确定。见

图4。首先是求解 A#点的坐标。A#点处个券投资权重向

量的计 算结果 为: XA# = ( 17 098819% , 0 6110284% ,

4 773041% , 77 517112% ) T , 这样, 求解出的 A#点的坐标

为:横坐标 A#= 3 04445% ,纵坐标 RA#= 0 023394%。

然后是求解 C 点的坐标。求解出的 C 点的坐标为:

横坐标 C= 2 530536% ,纵坐标 RC = 0 015043%。

这样, 5% VaR约束下投资者有效组合边界的范围就

是: 0 015043% ! RP ! 0 023394% , 2 530536% ! P !

3 04445%。

2 5% VaR 约束下投资者有效组合边界范围内最优

投资组合的求解。分两种情况求解:

( 1)给定 5%VaR约束下投资者有效组合边界范围内

的一个期望日回报率 R*P 的值, 比如 R*P = 0 02% , 则组合

的最优投资权重向量为 : X *
P = ( 11 780439% , 0 358353% ,

4 603099% , 83 258108% ) T , 在该最优投资权重向量下组

合的最小标准差为: *
P = 2 723824%。

( 2)给定 5%VaR 约束下投资者有效组合边界范围内

的一个标准差 #
P 的值, 比如

#
P = 3% , 则组合的最优投

资权 重 向 量 为: X #
P = ( 16 469905% , 0 581149% ,

4 752945% , 78 196001% ) T , 在该最优投资权重向量下组

合的最大期望日回报率为: R#P = 0 022993%。

(二)包含无风险证券的模型∗ 的应用实例分析

5%VaR约束下投资者最优投资组合点就是 N 点所

代表的投资组合。见图 5。求解出的 N 点的坐标和投资

权重向量为: 横坐标 N = 3 045502% , 纵坐标 RN =

0 025078% , 有 风 险 证 券 总 的 投 资 权 重 为: wM =

62 154797% , 其中,各只有风险证券在总投资中的投资权

重向量为: wMX = ( 10 627736% , 0 379783% , 2 966739% ,

48 180603% ) T , 无风险证券 3 个月期限央行票据在总投

资中的投资权重为: w f = 37 845139%。

根据组合实际 VaR 值的变化情况, 对由上述两种模

型构造出来的投资者最优投资组合进行动态调整, 可按

本文第四部分阐述的方法进行。

五、研究结论

本文将 VaR 方法引入 Markowitz 证券组合核心理论

中,利用 VaR约束而非等效用曲线函数来求解投资者的

最优证券投资组合, 是对传统的 Markowitz 证券组合理论

的一种创新。同时, 本文从风险控制这个角度来构建和

动态调整投资组合,体现了一种成熟的投资理念, 即在证

券投资管理中,首先是考虑如何控制风险, 然后才考虑如

何赢利。因此, 本文的研究结果对我国证券市场上的投

资者,尤其是机构投资者来说, 具有理论指导意义和实际

应用价值。
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