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INTRODUCTION

Dans ce travail, on présente une version guantitative
de 1'indgalité de Zojasiewicz, pour le cas de fonctions
semi-algébriques continues définies sur un ensemble semi-
algébrique fermé et borné.

.Le résultat s'obtient en combinant la démonstration gqui
se trouve dans[BCR](Th.2;6,6) avec des bornes apparaissant
a partir de l'algorithme d*élimination des quantificateurs
développé dans[HRS 1] ou [HRS 2]- |

Comme conséquence de cette inegalité de Zojasiewicz , on
obtient aussi une version du lemme de finitude avec des
bornes pour les degres des polynomes.

Dans le cas des corps algébriquement clos il est possible

d'obtenir une estimation similaire pour l'inééalité de %Zo-

jasiewicz (voir |Js] et [K]).
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NOTATIONS ET DEPINITIONS

K est un corms réel clos guelconque.

Pour tout x € K~ , nous posons | x|s:= \/xf+x§+...+x3;_ (ou’
X1=(X,yXpgee09Xn)) €t B(x,r) := {y e K"/ Ix-ylg r"} (ou
r e ¥ est positif).

5(—1( note le langage de premier ordre sur K ; pour tout @eoﬁK

on définit SE c k[x,,...,X,] 1'ensemble (fini) de tous les
polynomes qui apparaissent dans l'écriture de @ .
On pose :
deg (H) := max. | deg(F)/Fe SE}

() := égggm

(D) := max. {coeff%%i%g{gugegbggixgomes de %}
Si la formule ® est écrite sous forme prénexe , nous concide-
rons aussi :a.(@) := # alternations de blocs de quantifica-
teurs de @ .
Si Ac K™ est un ensemble semi-algébrique et -f— tA—> K est

une fonction semi-algébrique , on définit 2(% ):-.:{xe &/ %(x):O}

RESULTATS

THEOREME 1l.(Inégalité de tojasiewicz)

Soit Ac K un ensemble semi-algébrique fermé et
bormé défini c:?“a;‘z:wgne formule prénexe ® s § et %
deux fonctioanemi-algébriques de A dans K (de
graphes représentés par des formules prénexes ‘P4
et "Pz respectivement) telles que 2( f e Z(av ).
Supposons que :

max { () , o () , o (B} &

max fo(&) , o), (YIS a

FaUFuF SKX,peeiXa] -

Alors il existe une constante universelle C, & ™N
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et une constante ¢,€ Ko telles que
(LW

l %’(x) |°- < Czl'f(x)l , pour tout xe A.

Dans le cas particulier ou A est dderit par une formule sans
guantificateurs et 3’L et 8 sont des polynomes , on a le ré-

sultat plus vrécis suivant

THEOREME 2. Soit A< K™ un ensemble semi-algébrique fermé et
borné défini nar une forrmle é sans quantifica-
teurs , et soit % ,3 e K[X“...,XM} tels que
2($)e2(3).

Soit ceN tel que max{cr(@),deg(-f- ) ,deg( 8 )} L0
Alors il existe une constante universelle ¢, & N

et une constante C, € K. telles que
C‘.‘VL -
\‘a(x)\o’s Cz.\;(x)l , pour tout xeA.

les démonstrations des théorémes 1 et 2 sont essentiellement
les mémes que celle de 1l'indgalité de Iojasiewicz présentée
dans ‘[BCR] Ch.2 §6 , avec quelques considérations quantitati-
ves (qui se déduissent de l'algorithme d'élimination des quan-
tificateurs de {HRS 1]} ou [HRS 2] ; on peut voir aussi [ R])

contenues dans le lemme suivant

LEMME 3. Soit @e IK » Prénexe , avec % < K[X“...,Xm,] .
Notons o= a () , a:=a(P) et L:=4L(P). alors :
(i) il existe une formule -5- e Ef-K , sans quanti-

ficateurs et éguivalente & & telle que : ca

— ca — o™
deg(Pls o™ et () L .
(ii) dans le cas a=1 , on peut choisir —'5 de ma-

niére que
en

sea(F )< o™ et X(Brs R .
(o ce N est une constante universelle)
Demonstration : (i) L'affirmation sur le degré forme part de
1'énoncé du théoreme 3 de [HRS 1] (ou bien du théoreme 5 de
[HRS 2]). la borne sur 2(6) s'obtient par simnle insmection

de l'2l~sorithme mentionné.
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(ii) se déduit de l'examen de l'slgorithme.

Ltapparition de deg(F) est due a 1l'étape de réduction

(2) (suivant la ngiation de [HRS 1]) et & 1'élimination d 'une
variable (dernikére partie de la démonstration de [HRS 1] Th.3).
Lt'exnosant ¢Mm provient de l'apvplication d'un Millstellen-
satz effectif (partie (c) de [HRS 1] ) et du calcul d'une ba-

se standard de dimension 0 (partie (d)).1

Nous donnons maintenant la démonstration du théoreme 2. Le
théoreme 1 se montre similairement.

Preuve du théoreme 2

Ia partie essentielle consiste & exhiber une constante uni-
verselle ¢, € IN de maniere que la fonction semi-algébrique

définie sur A par

CyM

%(xz si x¢ 2(£)
$(x)
0 sixe z($)

soit continue.

Ensuite , étant donné que A est fermé et borné , il suffira

de choisir comme valeur de C, le maximum de la fonction sur

A (cui existe en vertu du Th.2.5.8 de [BCR]). Pour cela on

suit , avec des estimations quantitatives , la démonstration

de la Prop.2.6.4 et du Th.2.6.6 de [BCR]).

PROPOSITICN 4. Dans les conditions du théoreme 2 y 11 existe
une constante universelle ¢,€¢ N de manitre gue

la fonction &« § A—=>K définie par

o
C3’(7() six ¢ 2(%)
*(x)r= ¢ $(x)
0 six ez(?)

est continue.
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Démonstration.

(1) Pour tout xed , ue K on pose A(x,u):= B(x,l)n{yeA/u.lS(y)l:l}
I1 est clair que A(x,u) est un ensemble semi-algébrique
fermé et borné dans K™
Soit W la formule

v B e (lvxls1) & ) & (U.13W)=1)

ou & est 1a formule qui dderit A j X:=(X,,...,X.)
Y:=(Y,,...,Y,) et U sont les variables (libres) de Y .
On a alors :
2m+t
(x,u,y) € ¥ vérifie WY sii ye A(x,u)
Dtautre part o (Y)<3a+3 .

(2) On définit la fonction semi-algébrique v : AxK—>K par

sup{ ,/ ve A(x,u)} si A(x,u) # &

' (x)

vix,u)s=
0 si A(x,u) = &

(notons que 52(y) # 0 pour tout yeA(x,u) nuisque g(y) # O
pour tout ye€ A(x,u) ).

On considére maintenant la formule :

0 : (3IY) (Y& |F(1)|.A¢1)

(ou A est une nouvelle variable libre)
On a 0(8)g o(W)+r+1<54(ao+l). |
Appliguant le lemme 3 & la formule © , il existe une for-

mule -8- équivalente 2 © et sans guantificateurs telle ques

- c.m C. M
deg(B) £ (0(8)) < (4(0+1))
(ou ceMN est une constante universelle.)

(3) Pixons x»,e€ A de maniére telle qu'il existe ueX avec

A(xo,u) # 8 .
La formule © (x,,U,A) (dans les variables libres U ,/\ )

est une disjonction de formules du tyvne :
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(b (%,,U,A)>0 & «o0o & hy(x,,U,A)>0 & I;M(xo,U,A.)=o & oo
so0o0evoe & hr(x,,U,A)-‘—'o )

avee r>t»>0 et hj EK[X4 yeee ,X,.,,'U,J\.].
Pour tout uc K tel que A(x, ,u);£75 la formule © (x,,u,v(x, ,u))

ect vérifiée ; de plus , dans ce cas ,
v(x,,u) = sup {Ae X /-é(x,,u,%) est vérifiée}

I1 est facile de voir gqu'alors ¥(x,,u) est forcément 1'ume
des racines réelles de 1l'un des polynomes non nul hj(x.,u,A),
avec j2 t+1 (pour une disjonction consistante qui appa-
rait dans © (xo,u,A) ) , puisque 2 (%o yu, \) déerit
l'ensemble (- ,v(X,,u)]<K.

(4) Soit _ﬁej ¢ K[U,A] 1l'ensemble des polynomes qui apparai-
ssent dans © (x,,U,A ). Si on applique la décomposition
cylindrique z 9:"—;— selon la direction . (voir par exem-
vle [BCR] Th.2.3.1) on observe qu'il existe @ €K (qui
dépend de X, ) tel que :

(1) A(xoou)=¢g pour tout u ;(3 ,
ou bien
(ii) A(x,,u);!¢ pour tout u>,[3 et il existe un in-
dex j tel que
- hj(Xo,u,J\_)#O V-u.
- h3(x0,u,v(x0,u))=0 Yoz [5
(5) On définit un polynome H & K{X,,...,Xn,U, L] comme suit :
Hi= A, si on est dans le cas (i)
ou

H:= hj(X“...,X.‘,U,./\.) y 81 on est dans le cas (ii).

Dans les deux cas , H a les propriétés
- H(xXoyu, L) &£ 0 -V'u>/F>
- H(x,,u,v(x.,u)) = 0 ¥ w2
- deg(H) < aeg(B) < (4(a+1)) ™.
Le fait que H(Xo,u,v(xo,u))=0 Yu> > , montre que
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IV(XO,U.)‘ < Y(x,) ab Yus (3

ou T(xe) est une constante qui dépend de x, et pe N
o
est tel que
"N
$ < deg(H) $(4(o'+l§§
cm
(voir [BCR] Prop.2.6.1) . Soit 4Hr=(4(0+1)) .
(6) Si finalement on suppose que x, € A est tel gue 8(x°)=0 ’
on a (pour tout ud> 0. et ou ¥ (x,)eK dépend de x, ):
‘ -f% )ls | v(x.,0)| < K‘(xo)gup ¥yeA(x.,u)
y

et ainsi

|\3§x;r’ < ? (xo) Vyealxo,u), & g
y .

soff . pelit
Et par conséquent , la fonction
P+1
130 si x¢ 2(%)
|$())
X (x)=
o} sixez(¥)

est continue sur A puisque 1:4-1 est indépendant de x,.

De plus , on a :
c.n 4cm
P+l = (4(c+1)) 41 S @ .1

REMARJUE 5. Si les entrées de ® , graphe de £ et graphe de §
sont dans un sous-anneau archimédien LeXK , on peut estimer
a priori la valeur de la constante C, .

I1 suffit pour cela d'utiliser la formule sans gquantifica-
teurs qui décrit 1l'image de la fonction o« et a 1l'aide du
lemme 3 , d'estimér une borne supérieure pour le maximum de
cette fonction.

On obtient une borne dfordre
c.a
mM.
N (pour le Th.1l)

et

c.m
(vour le Th.2)

/Q,«
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oun A est une borne supérieure pour mex {l(@), L9, ,Cwl)}
| (dans le Th. 1) et: pour max{ l(é),l(})‘,,{(ﬁ,)} (dans

le Th.2); c€IN est une constante universelle.

On obtient comme conséguence du théreme 2 la version sui-

vante du. théoreme de finitude:

THEOREME 6. Soit Ac K un ensemble semialgébriqu'e ouvert
défini par une formule ® sans gquantificate~
urs , et soit ¢ := ¢ (®). Alors A admet ine

décomposition:

N
A= U4
jer I

ou chaque Ay est de types
" “ \
A3=gX€ K /F4j (x)}>0, ...,FSJ(X)> 0‘}

et ) ¢
c.nt m
deg F/li < a (AejeN 1siesi N &€ @
Dém: On combine la démonstration du thééreme de finitude

présent8é dans [BCR] (Th.2.7.1) avec le théoreme 1.8

REMARQUE 7. On peut de plus construire un algorithme qui

c
calcule 2F‘~j ’ 1455N,1ei~gsj} en temps séquentiel ¢™
et parallele (m,@os ) .
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