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LE TOUT EST-IL TOUJOURS PLUS GRAND QUE LA PARTIE ?

KrAus VOLKERT

RisuME. — On étudie quelques étapes du développement du huitieme
axiome d’Euclide («Le tout est plus grand que la partie ») pendant le x1x€ et
le xx€ siecle. L’histoire de cet axiome est liée, d’une part, au probléme de la
définition de la notion alors fondamentale de « grandeur » et, d’autre part, au
probléme de la définition de la notion d’«aire d’un polygone ».

ABSTRACT (Is the whole always greater than its part?)— We study some steps of
the development of Euclid’s axiom no. 8 (“The whole is greater then its part”)
during the 19 and the 20th century. The history of this axiom is closely related
to the problem of defining the then basic notion of a magnitude on one hand
and to the problem of defining the notion of the area of a polygon on the other.

« On a vu au mot AXIOME de quelle inutilité ces sortes de principes sont dans
toutes les sciences ; il est donc tres-a-propos de les supprimer dans les éléments de géo-

mélrie, quoiqu’il n'y en ait presque point ou on ne les voie paroitre encore. Quel besoin
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a-t-on des axiomes sur le tout et sur la partie, pour voir que la moitié d’une ligne est

plus petite que la ligne entiere ? » '

INTRODUCTION

Lorsque I'on se demande quelle était la base des mathématiques clas-
siques (celles d’Euclide, jusqu’au milieu du x1x€ siecle), on est renvoyé
tout de suite a la notion de « grandeur ». Dés le début des Eléments d’Eu-

clide, les grandeurs sont un grand théme des « notions communes » :

«1. Les choses égales a une méme chose sont aussi égales entre elles.
2. Et si, a deux choses égales, des choses égales sont ajoutées, les touts sont égaux.
3. Et si, a partir de choses égales, des choses égales sont retranchées, les restes sont
égaux. » [Euclide 1990, p. 178].

Dans ces notions communes, nous apprenons que I’on peut ajouter et
retrancher des grandeurs a d’autres et que I'on peut les comparer — les
grandeurs sont donc susceptibles d’étre I’objet d’un calcul (qui est pour
Euclide un calcul non numérique ). Il est présupposé par Euclide que les
grandeurs sont classées par leur propre nature en des especes — appelées
des grandeurs homogénes. Ce point important n’est pas explicité jusqu’au
début du cinquieme livre (définition 5). Des exemples concrets sont four-
nis par les segments, les angles, les aires et les volumes — chaque classe
désignant une espece homogene. Dans une telle classe, on peut compa-
rer deux grandeurs (par exemple deux segments) selon leur « grandeur »,
c’est-a-dire par leur rapport en analogie, on peut les ajouter et I’on peut
retrancher une grandeur d’une autre qui est plus grande. Il y a aussi une
sorte de multiplication — c’est le produit d’un nombre entier positif par
une grandeur, défini comme une addition itérée.

La liste des notions communes — on en compte neuf chez Vitrac —

contient la phrase suivante :
«8. Et le tout est plus grand que la partie. »
1 Article « Géométrie » signé O (c’est-a-dire d’Alembert) dans I’[Enc 1784, vol. IT,

p- 1361].
2 Cf.la discussion de ce point par Vitrac [Euclide 1990, p. 179]



LE TOUT EST-IL TOUJOURS PLUS GRAND QUE LA PARTIE ? 289

Dans cet article, nous allons étudier I’histoire d’un cas spécial de cette
notion commune — celui des aires —, quelquefois appelé « axiome de De
Zolt» en référence au mathématicien italien A. De Zolt (1881). Nous com-
mencons par quelques remarques concernant le premier livre des Eléments,
le but étant de comprendre I'idée de grandeur chez Euclide et d’identifier
I'usage qu’il fait de I’axiome 8; un tel retour est nécessaire parce que la
théorie d’Euclide a servi de référence jusqu’a la fin du x1x® siecle. Nous
allons nous concentrer sur le cas des aires des polygones plans. C’est le cas
le plus simple qui ne soit pas trivial °. Notre choix est aussi justifié par I'his-
toire, car c’est exactement le cas des aires des polygones plans qui a été au
x1x° siecle le point de départ d’un travail critique dans le contexte du mou-
vement axiomatique. Un événement important fut notamment la parution
des Fondements de la géométrie de Hilbert (1899/1900), ou le probleme des
aires des polygones joue un roéle clef (cf. §3). Notre travail portera donc
principalement sur la seconde moitié du x1x°¢ et le début du xx° siecle;
nous ne nous proposons pas de fournir une étude compléete des périodes

antérieures.

Remerciements
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les rapporteurs anonymes m’ont assisté pour la rédaction de ce texte. Je les

en remercie chaleureusement.

1. LES AIRES DANS LES ELEMENTS

La notion d’aire n’est pas définie par Euclide de maniere explicite. Elle

apparait pour la premieére fois dans la proposition 35 du premier livre :

3 Comme celui des segments. Par contre, le cas des volumes est trop compliqué pour
une analyse par les méthodes proposées dans ce qui suit. Le résultat de Max Dehn
(1900) montre qu’il y a des pyramides de volumes égaux qui ne sont pas équidécom-
posables (pour une définition de cette notion, cf. §1). Euclide lui-méme a entrepris
quelques tentatives dans cette direction dans le onziéme livre des Eléments, cf. X1, 28-
31 [Euclide 2001, p. 179-200].
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« Les parallélogrammes qui sont sur la méme base et dans les mémes paralleles sont

égaux entre eux. » 4

I est évident qu’« étre égal » veut dire ici « avoir méme aire » (et non
pas « étre congruent »). Dans sa démonstration Euclide ne considére que

la situation suivante :

NN/
N.

Les triangles ABE et DCF sont congruents (parce que AE est congruent
a DF), donc « égaux » (en aire). On leur retranche le triangle DGE ; par la
notion commune n® 3 les restes — c’est-a-dire les trapézes > ABGD et EGCF
— sont « égaux ». Maintenant on ajoute aux deux trapezes le triangle GBC
et on obtient les parallélogrammes ABCD et EBCF, qui sont « égaux » par
la notion commune n® 2.

La méthode appliquée ici par Euclide est une combinaison d’addition
et de soustraction. Mais il existe d’autres situations ou il faut modifier un

peu cette méthode :

4 On peut noter aussi qu'Euclide n’a pas encore défini la notion de « parallélo-
gramme » ; parmi les définitions du premier livre on trouve seulement (outre celles
du carré, du losange et du rectangle) la notion de « rhomboide » - un quadrilatére
« ... qui a les cotés et les angles opposés égaux les uns aux autres mais qui n’est ni équilatéral,
ni rectangulaire ... » (définition 22 [Euclide 1990, p. 164]). Les propriétés usuelles du
parallélogramme sont établies par Euclide dans les propositions 33 et 34 du premier
livre.

5 Suivant le sens moderne du mot. Euclide utilise la notion de « trapéze » dans le
sens de quadrilatére général « et que l'on appelle trapezes les quadrilatéres autres que ceux-
la. » (définition 22 [Euclide 1990, p. 164]).
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Dans ce cas, on a une partie commune — le trapéze commun EBCD —
et deux triangles congruents : ABE et DCF . Par conséquent les deux paral-
lélogrammes ABCD et EBCF sont composés de parties congruentes (un tri-
angle plus le trapeze). En langage contemporain, on les dit « équidécom-
posables » °. I n’est pas difficile de généraliser cette idée au cas discuté par

Euclide, ainsi que le suggere la figure suivante [Stolz 1885, p. 75] 7 :

D’un point de vue méthodologique, cette derniére démonstration pos-
sede I’avantage de n’utiliser que la seule idée de la subdivision en parties
congruentes. Mais il y a un probléme : cette démonstration repose sur le

fait que I’on peut subdiviser un segment donné en un nombre quelconque

6 Un terme introduit par Hilbert dans les éditions postérieures a la quatriéme édi-
tion de ses Fondements de la géométrie; on parle aussi de la « multi-congruence » ou de
I’« égalité finie » (pour mettre ’accent sur le fait qu’on n’utilise qu’un nombre fini de
piéces, en opposition a I’exhaustion). Pour les détails mathématiques on peut consul-
ter [Hartshorne 2000, p. 195-221].

7 Pour arriver a cette décomposition, on subdivise la hauteur des parallélogrammes
en un nombre fini de segments de méme longueur, cette longueur étant plus petite
que la distance du point d’intersection G a la base AB. On trace ensuite des paralléles
alabase AB et aux c6tés AD et AFF. L’idée est déja décrite littéralement par Duhamel
[1866, p. 447-448].
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de parties de méme longueur. D’un point de vue moderne, c’est équivalent
al'archimédicité des segments °.

La théorie des aires * fut reprise au début du x1x€ siécle par plusieurs au-
teurs [Volkert 1999]. Un lieutenant prussien, Paul Gerwien, a publié deux
articles dans le Journal de Crelle en 1833, intitulés « Dissection d’un nombre
quelconque de figures rectilignes égales en des parties égales » et « Dissec-
tion d’un ensemble quelconque de figures de différentes formes mais de
méme contenu sur la sphére en des parties égales » . Dans ses deux ar-
ticles, Gerwien a donné une étude systématique de I’équidécomposabilité
dans le plan et sur la sphere. Dans les deux cas, il démontre le résultat sui-
vant :

Deux polygones sont de méme mesure si, et seulement si, ils sont équi-
décomposables.

Il en conclut :

« Le présent mémoire montre qu’on peut définir Uégalité des figures rectilignes de la

maniére survante : des figures égales sont celles qui sont composées des mémes parties. » 11

C’est presque une définition rigoureuse de la notion d’aire ! Il manque
encore le passage de la relation « étre équidécomposable » aux classes
d’équivalence selon cette relation — Gerwien savait sirement que la
relation « étre équidécomposable » est une relation d’équivalence (pour
utiliser le terme moderne) mais il n’était pas encore prét a considérer les

classes ellessmémes comme de nouveaux objets.

8 C’est-a-dire : sile segment «a est plus petit que le segment b alors il existe un entier
n tel que na > b. Parce que Hilbert voulait développer une théorie des aires sans I’ar-
liser aussi I’équicomplémentarité ; pour les détails mathématiques on peut consulter
a nouveau [Hartshorne 2000] ; ’histoire est traitée dans [Volkert 1999].

9  C’est-a-dire dans le sens d’équidécomposabilité, et non pas dans le sens d’une me-
sure (association d’un nombre réel positif a chaque polygone selon certains regles
d’additivité).

10« Zerschneidung jeder beliebigen Anzahl von gleichen geradlinigen Figuren in
dieselben Stiicke », « Zerschneidung jeder beliebigen Menge verschieden gestalteter
Figuren von gleichem Inhalt auf der Kugeloberfliche in dieselben Stiicke ». Pour les
détails mathématiques de ces travaux remarquables on peut consulter [Volkert 1999].
11 «Aus der voranstehenden Abhandlung geht hervor, daB sich die Gleichheit der
geradlinigen Figuren folgendermaBen definiren 1aBt : Gleiche Figuren sind diejeni-
gen, welche von denselben Stiicken gebildet werden » [Gerwien 1833a, p. 234].
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Il est fort remarquable que Gerwien ait démontré le méme résultat pour
la sphére dans son second mémoire. Sur la sphére, les figures — qui sont
toujours des polygones — sont mesurées par 1’exces, c’est-a-dire par la dif-
férence de lasomme des angles de la figure et d’'un multiple ' de 7. En fai-
sant cela, Gerwien démontre qu’il a bien compris que sa théorie des aires
(basée sur I'idée d’équidécomposabilité) ne repose que sur la théorie de la
congruence, complétée par les faits les plus simples exprimés aujourd’hui
par les axiomes d’incidence et d’ordre '°. Par conséquent, elle peut se gé-
néraliser a chaque géométrie qui ne se distingue pas de la géométrie eu-
clidienne au niveau de l'incidence, de I’ordre et de la congruence. C’est
presque une compréhension structurelle !

Hilbert a donné un exposé rigoureux de la théorie des aires des po-
lygones dans ses Fondements de la géométrie. Entre 1870 et 1900, on trouve
beaucoup de travaux consacrés a des questions de la théorie de I’équidé-
composabilité. Cette théorie était intéressante du point de vue des fonde-
ments de la géométrie parce qu’elle évitait tous les processus infinis. De
plus, elle fournissait un exemple de grandeur qui n’était ni trop simple
(comme les segments et les angles), ni trop compliquée (comme les vo-

lumes).

2. QUELQUES REMARQUES SUR LE DEVELOPPEMENT DE LA THEORIE
DES GRANDEURS APRES EUCLIDE

Les discussions sur le role du postulat (ou de I’axiome, ou de la de-
mande) dit « des paralleles » dans I'histoire de la géométrie sont bien
connues. On cherchait notamment a savoir si cet axiome est un véritable
axiome ou non — c’est-a-dire si 'on peut en donner une démonstration

ou non. L’axiome qui est le théeme de cet article n’a pas provoqué un tel

12 Ce nombre dépend du nombre des sommets du polygone ; pour les quadrilatéres
il est égal a 2.

13 Il faut ajouter 'archimédicité — un axiome de continuité dans le langage de Hil-
bert. Par conséquent, la théorie de I’équidécomposabilité selon Gerwien n’est pas élé-
mentaire dans le sens de Hilbert.
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intérét; il semble que I’énoncé « Le tout est plus grand que la partie » fut
longtemps considéré comme un énoncé vraiment évident '*.

Dans I’histoire des mathématiques, on rencontre ’axiome n® 8 a plu-
sieurs reprises. Wallis en parle dans son discours bien connu sur la démons-
tration du postulat des paralléles (1663). Tout au début de ce discours, il
discute I'idée d’axiome et dit :

« Méme chez Euclide on trouve a coté des hypothéses explicitement formulées (...),
d’autres hypotheses, qui sont évidentes soit par la perception des figures soit pour d’autres
raisons et qu’on ne peut nullement mettre en doute. Une telle hypothese (qui se trouve
partout) est que le tout est la somme de ses parties ... » (traduit d’apres [Stackel &
Engel 1895, p. 29]).

Dans I’ Encyclopédie Méthodique Mathématiques d’Alembert écrit :

«AXIOME, s. m. En Mathématique, on appelle axiomes des propositions évidentes par
elles-mémes, &, qui n'ont pas besoin de démonstrations. Telles sont les propositions sui-
vantes : le tout est plus grand que sa partie; si a des grandeurs égales on ajoute des gran-
deurs égales, les sommes seront égales ; si deux figures élant appliquées Uune sur Uautre se

couvrent parfaitement, ces deux figures sont égales en tout. » [Iinc 1784, vol. 1, p. 204]

On reconnait ici la liste des notions communes d’Euclide.
Les idées de d’Alembert sur les grandeurs sont aussi intéressantes pour

nous.

« Voila un de ces mots dont tout le monde croit avoir une idée nette & qu’il est pourtant
assez difficile de bien définir. Ne seroit-ce pas parce que Uidée que ce mot renferme est plus
simple que les idées par lesquelles on peut entreprendre de Uexpliquer ? ...

La grandeur & ses propriétés sont Uobjet des Mathématiques, ce qui sera expliqué plus
au long a Uarticle MATHE]\/MTIQUES. » [Enc 1784, vol. II, p. 149]

Méme au début du x1x€ siecle la situation n’a pas beaucoup changé.
Dans les Eléments de géométrie de A.-M. Legendre (1*¢ édition 1794 je cite
selon la 11€ de 1817) on ne trouve que peu d’axiomes (au total il n’y en a

que cinq). Parmi ceux-ci :
« 2. Le tout est plus grand que sa partie. 3. Le tout est égal a la somme des parties en

lesquelles il a été divisé. » [Legendre 1817, p. 6].

14 Une variante qu’on trouve souvent est : Le tout est la somme de ses parties — une
formule qui place I’axiome plus pres de 'arithmétique.
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Legendre proposait de distinguer 'idée de congruence (il parle dans
ce cas d’égalité) de I'idée d’avoir méme aire (ici Legendre proposait le
terme « équivalence » [Legendre 1817, note I, p. 275-279]). Pour « ’'Eu-
clide du x1x°€ siécle », il y avait en plus I’égalité par symétrie. Ces définitions
montrent une sensibilité accrue envers les relations — une acquisition im-
portante du x1x€ siecle. La notion de surface ou d’aire est définie par S.
15

Lacroix ' comme suit :

« Par la surface d’une figure quelconque, on entend la portion d’étendue renfermée
entre les lignes qui terminent cette figure. On appelle aussi cette étendue Uaire de la figure »
[Lacroix 1819, p. 109].

En somme on peut constater que le statut de ’axiome n® 8 n’est pas mis
en doute, ni par Legendre, ni par Lacroix, ni par la plupart des éditeurs
d’Euclide de cette époque.

En 1866, on rencontre une premiére discussion critique de notre pro-
bléme. Elle se trouve dans I’ouvrage Des méthodes dans les sciences de raison-
nement écrit par J.-H.-C. Duhamel — un ouvrage d’épistémologie presque
oublié aujourd’hui, qui s’occupe des fondements des mathématiques en
relation avec les sciences. Duhamel défend I'idée que le huitiéme axiome
est un énoncé analytique, c’est-a-dire une tautologie qui n’exprime que les
conventions de notre langage :

« Ainsi, d’apres le sens que nous attachons aux mots tout, partie, plus grand, plus
petit, on voit quun tout est plus grand qu’une de ses parties, ou que la partie est plus
petite que le tout. C’est donc a tort qu’on fait de celte proposition un axiome fondamental
que quelques auteurs des Traités de Géométrie demandent qu’on admette comme évident,

et placent au miliew de leurs postulata ou vérités indémontrables. Cette méprise, un peu

15 Legendre en donne la définition suivante : « L'aire ou la surface d’une figure sont des
termes a-peu-pres synonymes. L'aire désigne plus particulierement la quantité superficielle de la
figure en tant qu’elle est mesurée ou comparée a d’autres surfaces. » [Legendre 1817, p. 61]
Il ne faut pas confondre «surface de » avec « surface » qui est définie comme « ce qui
a longueur et largeur, sans hauteur ou épaisseur. » [Legendre 1817, p. 11. A peu pres la
méme définition est donnée par Euclide (définition 5 du premier livre).

En 1865 Mobius définit I’aire d’un polygone comme suit : « Un polygone ordinaire plan
sépare par son périmétre une partie du plan duquel il fait partie. Cette partie est appelée son aire
...» [M6bius 1866, p. 485].
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Jorte il est vrai, consiste a prendre pour une vérité de sentiment ce qui n’est qu’une vérité
de définition » 16 [Duhamel 1866, p- 71

On comprend bien la stratégie de Duhamel : il veut nous convaincre
que I’axiome n° 8 est une conséquence analytique des définitions choisies.
Mais il n’avance aucun argument.

Un peu plus de trente ans plus tard, Hilbert donne une solution a notre
probléme. Dans ses Fondements de la géomélrie, il fonde sa théorie des aires
des polygones sur I’équicomplémentarité !’ (y compris, comme cas spé-
cial, I’équidécomposabilité). I pose le probleme : « Est-il possible que tous
les polygones soient équicomplémentables ? » [Hilbert 1972, p. 74] Si la réponse
a cette question est positive, la théorie hilbertienne des aires ne vaut rien !
Pour démontrer que la réponse est négative, il faut montrer la proposition
suivante : deux triangles équicomplémentables de méme base ont méme
hauteur.

Hilbert remarque :

« Cette proposition fondamentale se trowve dans le premier livre des « Eléments » d’Eu-
clide comme la proposition 39. La démonstration qu’en donne Fuclide se sert du principe
général des grandeurs « Le tout est plus grand que sa partie » — un procédé qui revient a
Uintroduction d’un nowvel axiome géométrique concernant 'équicomplémentarité » [Hil-
bert 1972, p. 74] '8,

Une telle introduction est peu satisfaisante, parce qu’il faut limiter
le nombre des axiomes au minimum ! Par conséquent, Hilbert est tres
content d’énoncer que le huitiéme axiome est une proposition démon-

trable, au moins dans sa théorie des aires :

16 Peut-étre les notions «vérité de sentiment » et « vérité de définition » proviennent
du roman Les liaisons dangereuses (1782) par Choderlos de Laclos — une association
romantique remarquable dans le cadre sobre des fondements des mathématiques! Je
remercie Frauke Bottcher (Frankfurt) et Jean-Pierre Friedelmeyer (Strasbourg) pour
les informations sur ce roman.

17 Deux polygones sont équicomplémentaires si on arrive 4 deux polygones équidé-
composables en ajoutant des polygones congruents aux deux polygones donnés.

18  «Dieser fundamentale Satz 48 findet sich im ersten Buch der Elemente des Euk-
lid als 39ster Satz ; beim Beweis desselben beruft sich jedoch Euklid auf den allgemei-
nen GroBensatz “Das Ganze ist groBer als sein Teil” — ein Verfahren, welches auf die
Einfithrung eines neuen geometrischen Axioms uber Erganzungsgleichheit hinaus-
lauft» [Hilbert 1972, p. 74].
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« Proposition 52. Si on découpe un rectangle par des droites en plusieurs triangles et
si on néglige un de triangles il n’est plus possible de remplir complétement le vectangle par
les triangles restants.

Cet énoncé fut déclaré un axiome par De Zolt et par O. Stolz; il a été démontré par
E Schur et par W. Killing a Uaide de Uaxiome d’Archimede » [Hilbert 1972, p. 79-
80] 19_

3. LA THEORIE GENERALE DES GRANDEURS

Comme nous I'avons vu, la notion de « grandeur » était une notion
fondamentale non définie des mathématiques classiques — on pouvait
méme unifier la géométrie, I'arithmétique et I’analyse par cette idée *".
Les caractéristiques d’'une grandeur avaient été déja formulées par Eu-
clide : on peut les ajouter et on peut les comparer. On connait toutes
sortes de grandeurs concretes comme les longueurs, les aires, les volumes,
etc.; de plus, on connait au moins une espece de grandeur abstraite :
les raisons, dont la théorie se trouve dans le cinquie¢me livre des Eléments.
Il faut remarquer que la construction des raisons comme grandeur abs-
traite reste incomplete chez Euclide dans la mesure ou il ne traite pas de
I'addition des raisons ”'. Le mouvement critique — un mouvement d’un

caractere presque paradigmatique du X1x°€ siecle — s’est occupé aussi de

19 «Satz 52. Zerlegt man ein Rechteck durch Geraden in mehrere Dreiecke und
lasst auch nur eines dieser Dreiecke fort, so kann man mit den Gbrigen Dreiecken
das Rechteck nicht mehr ausfiillen.

Dieser Satz ist von De Zolt und O. Stolz als Axiom hingestellt und von F. Schur und
W. Killing mit Hilfe des Archimedischen Axioms bewiesen worden » [Hilbert 1972, p.
79-80]. Hilbert remarque de plus que sa théorie est indépendante de I’axiome d’Ar-
chimeéde.

20 Cela revient a I'idée déja proposée par Aristote que la géométrie s’occupe des
grandeurs continues et I’arithmétique traite des grandeurs discrétes. Il est remar-
quable que beaucoup de textes sur I’analyse, méme au X1x° siecle, commencent par
une introduction sur les grandeurs constantes et les grandeurs variables — cf. par
exemple le Cours d’analyse de Cauchy (1821) — une tradition qui remonte aux débuts
de I’analyse (cf. par exemple le traité de ’Hopital (1696)). Je remercie M. Zerner (Pa-
ris) pour ses renseignements sur les cours d’analyse du X1x° siécle.

21 Euclide discute d’une maniére explicite la comparaison des raisons — cf. les dé-
finitions 6 et 8 du cinqui¢me livre — et certaines maniéres de manipuler des propor-
tions — c’est-a-dire des égalités entre deux raisons (des proportions), par exemple la
composition des raisons, la division et la conversion (déf. 15, 16 et 17).
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la notion de grandeur. Comme c’était une entreprise assez générale et
complexe, il faut que nous nous bornions ici a quelques indications.

L’outil le plus efficace du mouvement critique était I’axiomatisation **.
Appliquer cette méthode aux grandeurs elles-mémes allait de soi. Les pre-
miers essais en furent peut-étre I’ Ausdehnungslehre de Hermann Grassmann
(1844) et la Grofenlehre de Bernard Bolzano (non publié par son auteur) ;
mais aucun des deux n’a influencé le développement ultérieur d’une ma-
nie¢re profonde. Les idées prématurées qu’ils contiennent n’ont été com-
prises que dans les années 1880.

L’un des mathématiciens qui s’est occupé de I’axiomatisation des gran-
deurs fut I’Autrichien Otto Stolz (1842-1905). Stolz a fait ses études a
Vienne, a Gottingen et a Berlin ; il était un ami de Felix Klein qui en parle
dans son essai historique sur le développement des mathématiques au
x1x€ siécle comme d’« un logicien par excellence » [Klein 1926 & 1927,
I, p. 152]. Stolz était fortement influencé par les idées de Weierstrass ; son
livre sur I’arithmétique universelle essaie de développer les fondements
(les « éléments ») de I’analyse dans le style de Weierstrass >*. Mais, outre
Iintérét qu’il portait a son maitre, Stolz avait un vif penchant pour I’his-
toire. Il est, en particulier, a I'origine de la reconnaissance de Bolzano
[Stolz 1881]. Il s’est occupé aussi des idées de Grassmann et de I’axiome
aujourd’hui appelé «axiome d’Archiméde-Eudoxe » ; la connaissance des
Eléments d’Euclide était donc indispensable pour ce savant « du Tyrol »
(comme écrivait Klein [1926 & 1927, vol. I, p. 133]).

Stolz a traité a plusieurs reprises le theme des grandeurs en général et
des aires en particulier. Je vais me concentrer ici sur son livre Cours d’arith-
mélique générale. Selon les idées récentes. Premiere partie : Généralités et arithmétique
des nombres réels** [Stolz 1885] ; la seconde partie est intitulée Arithmétique

22 Cf. la géométrie (Hilbert et d’autres), ’arithmétique (Dedekind, Peano et
d’autres), I’algebre (Cayley, Dedekind, Weber et d’autres), ’analyse (Weierstrass,
Cantor/Méray, Dedekind et d’autres), les espaces vectoriels (Peano), etc.

23 C’est-a-dire par une construction stricte des entiers, des nombres rationnels et
des nombres réels.

24 « Vorlesungen idiber allgemeine Arithmetik. Nach den neueren Ansichten. Erster Theil : All-
gemeines und Arithmetik der reellen Zahlen ». Une nouvelle édition, sous le titre Arithmé-
tique générale, fut publiée par Stolz en collaboration avec J. A. Gmeiner en 1901/1902;

elle était bien connue en Allemagne comme le « Stolz-Gmeiner ».
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des nombres complexes avec des applications a la géométrie®® [Stolz 1886] — « un
livre qui est caractérisé par une présentation tres scrupuleuse et qui traite les éléments
d’une maniére tres proche de celle de Weierstrass 2% » [Klein 1926 & 1927, 1, p-
2911.

Le chapitre V du livre de Stolz porte le titre « Des grandeurs absolues,

relatives et continues » :

« Nous discuterons d’abord quelles propriétés, abstraction faite de Uétendue, caracté-
risent tous les systemes de grandeurs géométriques, c’est-a-dire les lignes, les angles, les sur-
faces, les corps. Nous y associons les multiplicités d’une désignation ou les grandeurs dis-
cretes. De plus, il s’agit de trowver des propriétés nécessaires et suffisantes, dont les autres
propriétés résultent automatiquement. Les grandeurs d’un tel systeme quelconque sont dé-
signées dans le texte suivant par A, B, C, ... ; ces grandeurs sont soumises aux conditions
suivanies :

Deux grandeurs quelconques peuvent étre désignées comme égales ou non ; si les gran-
deurs sont différentes, 'une est la plus grande, Uautre la plus petite.

On peut additionner les grandeurs (et les multiplier par un nombre entier) comme les
nombres entiers ; en particulier la somme de deux grandeurs est toujours une autre gran-
deur du systeme.

Pour A > B il existe une seule grandeur X du systeme avec B+ X = A.

Chaque grandeur est, soit d’une maniére limitée, soit d’une maniere illimitée, divisible
dans des parties homogenes. C'est-a-dire qu’il existe une grandeur X dans le systeme avec
nX = A ou n désigne soit un nombre entier quelconque, soit des nombres entiers bien
définis.

Pour A > B il existe un multiple de B qui est plus grand que A : pB > A » [Stolz
1885, p. 691 %7.

25« Arithmetik der complexen Zahlen mit geometrischen Anwendungen ».

26 Esist ein Buch, daB sich durch groBe Gewissenhaftigkeit in der Darstellung aus-
zeichnet und in ganz WeierstraBischer Art auf die Elemente eingeht.

27« Wir werden zunichst erértern, welche Eigenschaften allen Systemen von geo-
metrischen GréB8en d. i. von Linien, Winkeln, Flichen, Kérpern abgesehen von
der Ausdehnung zukommen. Die Vielheiten von einer Benennung oder discreten
GroBen fassen wir mit ihnen zusammen. Ferner handelt es sich um Ermittelung der
notwendigen und hinreichenden Eigenschaften d. i. derjenigen, aus welchen die
ubrigen von selbst hervorgehen. Die GroBen irgend eines dieser Systeme, im folgen-
den mit A, B, C ... bezeichnet, erfiillen die nachstehenden Forderungen :

Je zwei derselben kénnen entweder als gleich oder ungleich und im letzteren Falle
kann die eine als die gréBere, die andere als die kleinere bezeichnet werden.

Die GroBen lassen sich addiren (und vervielfachen) wie die natiirlichen Zahlen, ins-
besondere ist die Summe je zweier eine GroBe des Systemes.
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Au-dela des exemples simples comme les segments et les angles, les po-
lygones sont un exemple d’un tel syst¢tme de grandeurs. Pour le mettre
en évidence, il faut établir une relation d’ordre et une addition entre les
polygones. L’addition est simplement définie comme la réunion des poly-
gones “%. Le probléme de 'ordre est étudié par Stolz de plus pres [Stolz
1885, p. 75-77]. L’idée en est la suivante. Soient deux polygones P et P’.
On subdivise les deux polygones en triangles. A partir des triangles appar-
tenant a chaque polygone, on construit un rectangle ayant un coté fixé
(par exemple le segment choisi comme unité). On compare alors les deux
rectangles qui en résultent a partir de leur autre coté. A cette fin, Stolz dé-

montre les propositons suivantes :

« 1. Deux parallélogrammes ayant méme base et méme hauteur sont égaux entre eux (Eu-
clide, I, prop. 35);
2. Chaque triangle est égal a un parallélogramme de méme base et avec une hauteur
qui est la moitié de la hauteur du triangle.

3. Dans chaque parallélogramme les parallélogrammes autour de la diagonale sont
29

égaux (Euclide, I, prop. 43).» =

Falls A > B, so existirt im Systeme eine und nur eine Gré8e X so, dal B+ X = A.
Jede GroBe A ist entweder beschrankt oder unbeschrinkt in gleiche und mit ihr
gleichartige Theile zerlegbar, d. h. es giebt im Systeme eine Gré8e X, so dass nX = A,
worin n entweder jede oder auch nur gewisse natiirliche Zahlen bedeuten kann.

Ist A > B, so giebt es ein Vielfaches von B, das groferistals A : pB > A » [Stolz 1885,
p- 69].

Stolz savait bien que la qualité V (’archimédicité) estindépendante des autres; il cite
un exemple («I’infini des fonctions ») donné par Paul Du Bois-Reymond pour le mon-
trer.

28 «Nennt man Summe zweier Polygone A, B jedes aus ihnen zusammengesetzte
Polygon, ... » [Stolz 1885, p. 77] D’un point de vue ensembliste — qui n’était pas le
point de vue de Stolz — il y a des problémes a résoudre ici (cf. par exemple [Guinot
19917).

29 «1. Satz. Parallelogramme von gleichen Grundlinien und Héhen sind einander
gleich. (Euclid. I. prop. 35)

2. Satz. Ein Dreieck ist gleich einem Parallogramme von derselben Grundlinie und
der halben Hoéhe.

3. Satz. In jedem Parallelogamme sind die Erganzungen der um eine Diagonale lie-
genden Parallelogramme einander gleich. (Euclid. I. prop. 43) » [Stolz 1885, p. 75-
76].
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Ces propositions sont toutes démontrées a ’aide de I’équidécomposa-

bilité *°. Stolz aboutit a la conclusion suivante :

« Par les propositions ci-dessus on peut construire pour chaque parallélogramme el
chaque triangle un parallélogramme égal ayant un angle et un coté donnés. Cest vrai
aussi pour un polygone, parce qu’on peut le découper par des diagonales en triangles.

Par conséquent deux polygones peuvent toujours se comparer » [Stolz 1885, p. 77] 31

Il y a une difficulté dans les constructions indiquées par Stolz : si on a
deux dissections du méme polygone en triangles et si on rassemble les tri-
angles respectifs en deux rectangles ayant un coté fixé, est-on str que ces
rectangles seront congruents? Si la réponse était négative, on aurait une
contradiction avec I’axiome n® 8!

Cette question fut posée par Friedrich Schur en 1892. Aprés avoir es-
quissé la méthode de Stolz, Schur constate : « Mais on a passé sous silence
la question de savoir si ce rectangle est vraiment déterminé d’une maniere
unique, si on ne peut pas arriver, par une autre dissection de la figure en
triangles — ce qui est le point de départ — a un rectangle différent. On
ne peut expliquer ce silence que par la conviction que ’hypothése men-
tionnée est exclue par le principe général sur les grandeurs qui dit que le
tout n’est jamais égal a sa partie » [Schur 1892, p. 4] 32 En réaction a la cri-

tique de Schur, Stolz a écrit 'article « Sur les polygones plans et les angles

30 Par conséquent Stolz est obligé d’utiliser ’archimédicité. Comme on ’a déja dit,
Stolz fut I’un des premiers a préter attention a cet axiome ; en 1883, il avait publié un
article intitulé « Sur la géométrie des Anciens, en particulier sur un axiome d’Archi-
mede » [Stolz 1883], ou il discutait le réle de cet axiome, en particulier son indépen-
dance par rapport aux autres axiomes connus a cet époque.

31  «Mit Hilfe der vorstehenden Sitze kann man zu jedem Parallelogramme, sowie
zu jedem Dreiecke ein ihm gleiches Parallelogramm construiren, von dem ein Win-
kel und eine Seite gegeben sind. Dasselbe gilt von jedem Polygone, da man es durch
Diagonalen in Dreiecke zerlegen kann. Somit lassen sich in der That je zwei Polygone
mit einander vergleichen » [Stolz 1885, p. 77].

32 «Doch ist man hierbei tiber die Frage mit Stillschweigen hinweggegangen, ob
dies Rechteck auch eindeutig bestimmt sei, ob nicht bei einer andern Eintheilung der
Figur in Dreiecke — das ist ja der Ausgangspunkt — ein anderes Rechteck erhalten
wird. Es kann dies Stillschweigen nur so erkldrt werden, dass die Annahme, ein Recht-
eck konne einem seiner Theile flichengleich sein, ohne Weiteres als durch den all-
gemeinen GroBensatz ausgeschlossen betrachtet wird, der Theil konne dem Ganzen
nicht gleich sein.“ [Schur 1892, p. 4] — W. Killing avait indiqué la méme difficulté
quelques années plus t6t, mais sans donner une solution [Killing 1886].
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y compris les angles de contact comme des systémes de grandeurs abso-
lues ». Dans cet article Stolz accepte la critique de Schur; par conséquent
il introduit I’axiome suivant : « Si on découpe un polygone B par des droites en
plusieurs parties et si on supprime une de ces parties alors on ne peut plus couvrir le
polygone B par les pieces qui restent » [Stolz 1894, p. 234]). Dans ce contexte,
Stolz cite le livre de De Zolt, Principii della egualianza di poligoni (1881), ou
I’auteur fait une tentative pour démontrer cet axiome. Le livre de De Zolta
été le point de départ d’une discussion intense de I’axiome de méme nom
en Italie *°.

Dans son article, Schur indique une démonstration par une méthode
due a Moébius, qui présuppose une grandeur que ’on peut appeler «’aire
orientée d’un triangle » :

Si ABC est un triangle avec une orientation, on a .(ABC) = —u.(ACB).
Si on découpe un polygone en des triangles bien orientés, on peut définir
I’aire du polygone par la somme des aires des triangles et on démontre que
cette somme est indépendante de la triangulation choisie **!

Il faut noter que la technique de Moébius n’utilise pas de méthodes in-
finies comme le passage a une limite ; elle est strictement finie, donc ap-
pliquable dans le contexte de I’équidécomposabilité | Mais il reste encore
une difficulté : comment arriver a la grandeur « aire d’un triangle » sans
utiliser les méthodes usuelles d’exhaustion ? La réponse a été donnée par
Hilbert dans ses Fondements de la géométrie a I’aide de son calcul des seg-
ments. Ce n’est pas ici le lieu pour discuter en détail cette partie impor-
tante de I'ocuvre de Hilbert; je veux seulement indiquer que ce calcul ad-
met la possibilité de définir I’aire d’un triangle comme la moitié du pro-
duit de sa base par sa hauteur — un produit qui peut s’interpréter comme

un segment. Par conséquent, on n’utilise pas la notion de nombre réel, et

33 On trouve quelques remarques sur cette discussion dans [Simon 1906, p. 106-
107]. On a aussi essayé d’introduire I'idée d’équidécomposabilité dans les lycées — cf.
[Dobriner 1898] et [Faifofer 1903] ; pour une discussion actuelle on peut consulter
[Perrin 2002].

34 Cf. [M6bius 1866, p- 485—488] ; les idées de Mobius se trouvent déja dans son Cal-
cul barycentrique [Mobius 1827, p. 20-22 et p. 215-220]. La démonstration de la propo-
sition indiquée repose sur le fait que les segments des triangles qui se trouvent a I’in-
térieur du polygone donné ont une somme qui s’annule. Il ne reste que les segments
qui se trouvent sur le périmeétre du polygone donné.
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il n’y a pas non plus de processus infini. Avec cet outil, la démonstration
de I’'axiome de De Zolt (ou la réponse a la question posée par Schur et
Killing) est simple : si on supprime une seule partie, la somme des aires
est altérée *°.

On faitici une sorte de détour : on démontre un fait principal sur I’équi-
décomposabilité par une mesure. Ce probleme reste ouvert : on ne sait pas
s’il y a une démonstration de ’axiome de De Zolt qui n’utilise pas de me-
sure [Hartshorne 2000, p. 210]. Par conséquent, il reste 1a un élément non

géométrique — le réve d’Euclide n’est pas encore réalisé completement.
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