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PREMIÈRE THÈSE

ETUDE
DR

LA REPRÉSENTATION CONFORME
AU VOISINAGE DE LA FRONTIÈRE

Introduction.

Il ne saurait être question ici de faire un historique complet de la
théorie de la représentation conforme, qui a vu le jour dans les travaux
de Riemann, Poincaré, Schwarz, Kœbe, Hubert, pour ne citer que les
plus illustres. Nous voudrions seulement montrer l'intérêt qu'ont
suscité, au cours de ces dernières années, les questions dont nous
allons nous occuper. Il s'agira uniquement ici de la représentation
conforme d'un domaine simplement connexe À décrit par la variable
£ = Ç-I-IY] sur l'intérieur du cercle C : | s | <̂  i [ou sur le demi-plan
droit : x >̂ o] décrit par la variable z — x -+• iy, et du comportement
de la fonction représentative £ = ƒ(*) au voisinage de la circonfé-
rence K : | z j = i [ou de l'axe y y : x = o]. Les premiers résultats dans
cette voie, lorsque la frontière F de A n'est pas un arc analytique,
sont dus à Painlevé (1891), Korn, Lichtenstein.

Dans un Mémoire paru en 1913, M. Garathéodory *[1], précédé, il
est vrai, par MM. Schmidt, Schœnflies, Study, renouvelait la théorie

THESE J. FERRA>D.



en intz'oduisant Ja notion de ce bout premier » (Primende) élargissant
celle de point-frontière pour un domaine qui n^est pas limité par un
arc de Jordan; il y a alors correspondance biunivoque entre les points
a de la circonférence K [ou de l'axe j ' y ] et les bouts premiers E de la
frontière T de A, un bout premier E(a) étant défini au fond par ses
voisinages topologiques, images des voisinages de a dans C. Quelques
années plus tard AI. E. Lindelof *[1] précisait les résultats de
M. Carathéodory? montrant, entre autres, que l'ensemble des points
a principaux » d'un bout premier E(a) coïncidait avec l'ensemble des
limites de la fonction /( z) lorsque z ->- a dans un angle d'approxima-
tion. Peu après paraissait un important Mémoire de M. Montel *[i j sur
la représentation conforme : Tandis que la méthode ingénieuse, mais
assez longue de M. Lindelof devait conduire plus tard à la théorie
moderne de la mesure conforme, systématisée par MM. Carleman,
Nevanlinna et O&trowski, celle de M. Montel, grâce à la notion de
famille normale qu'il venait d'introduire, se révélait plus simple pour
l'étude des propriétés angulaires de la fonction f(z) et surtout per-
mettait une démonstration élégante et directe du théorème d'existence
de la représentation.

Jusqu'à ce moment-là les résultats obtenus étaient surtout quali-
tatifs. Le problème fondamental qui se posait alors était le comporte-
ment de la dérivée ff{z), et tout d'abord les conditions d'existence
d'une limite de ƒ'(*) (dérivée angulaire) coïncidant, comme Ta montré

M. Valiron ( l), avec la limite du rapport ^ ~ — - [si f (s) -> a lorsque

z -> a angulairement]. Les travaux de M. Julia (2) et de M. Denjoy ( '),
sur les fonctions holomorphes dans C satisfaisant à | / ( ^ ) | < i , ont
conduit simultanément MM. Valiron (4) et Carathéodory (4) au théo-
rème suivant : il suffit pour V existence d'une dérivée angulaire au point
z = a correspondant àî^ — a que la frontière T de À soit comprise entre
deux cercles tangents en a. Dans un autre article ( 8 ) , M. Valiron

(1) G. VALIRON, Bull, Se. mat lu, 2e série, L. 53, 19A9, p. 70-77.
(2) G. JULIA, Jeta Mathematica^ t. 42, 1920, p. 349-355.
(3) A. DENJOY, C. R. Acad. Se., t. 4 88, 1929, p. i3g et 1084.
(/<) C. CARATHÉODOBYJ Sdz. Be?\ der Aluni ; zu Berlin, 1929, p. 39-54.
(») G. VALIRON; Bull. Se. math,, ae série, t. 06, ig3>? p. 208-212.
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montrait qu'on pouvait remplacer les deux cercles par des courbes
I\ , F2 ayant au point a un contact d'ordre nul, résultat dépassant
celui de MM. Bessonoff et LavrentiefF (]) utilisant des'courbes ayant
un contact d'ordre quelconque, mais positif. Tous ces critères,
comme celui pourtant plus large de M. Wolff (2), étaient déjà
contenus dans celui de M. Ahlfors *[!] conséquence de deux inéga-
lités d'une signification très profonde qui donnaient en outre, pour
la première fois, des conditions nécessaires rejoignant à peu près
les conditions suffisantes pour des domaines à frontière suffisamment
régulière.

Pendant que MM. Wolff, Visser, Warschawski, Van der Corput con-
tinuaient à travailler dans cette direction sans améliorer sensiblement
les critères de M. Ahlfors {voir à ce sujet l'étude intéressante de
M. B. Grootenboer *[1]), M. Ostrowski *[1] engageait la théorie dans
une voie nouvelle en dissociant la semi-conformité (Winkelproportio-
nalitàt) de la conformité de la représentation (existence d'une dérivée
angulaire), et donnant, pour la semi-conformité, une condition
géométrique nécessaire et suffisante. Dans cette étude les notions de
« mesure conforme », de « noyau » et de « p\is » se révélèrent effi-
caces. Ce sont ces méthodes que nous avons essayé d'étendre
(Chap. III et IV).

Restait le problème global du comportement de ƒ(*) sur la fron-
tière. On connaissait déjà quelques résultats de M. Weniaminoff (y)
mais qui, fondés sur la notion de courbe rectifiable, ne pouvaient
s'appliquer qu'à des domaines assez particuliers. Il revient à
M. Denjoy *[i, 2, 3] d'avoir montré, tout récemment, que, dans le cas
le plus général, en négligeant sur la circonférence K un ensemble de
points a de mesure linéaire nulle, on a en tout autre point, lorsque

z^a dans un angle d'approximation, ƒ'(*) = o -j== ' d'où résulte

que f{z) a une limite unique a. M. Wolff (') reprenait immédiatement

(1) P. BESSONOFF et M. LAVRENTIEFF, Bulletin de la Société Mathématique de France,

t. 58, 1930, p. 175-198.
(2) J. WOLFF, C. R. Jcad, Sc.t t. 191, 1980, p. 921.
( 3) WENIAMINOFF, C. II. Jcad. Sc,7 t. 180, 1925, p. 114 et 902.

(^) 3. WOLFF, C. R. Acad, Se, V. $13, 1941, p . i5fc.



ces résultats pour en simplifier la démonstration et ce sont ces travaux
qui nous ont servi de point de départ dans les Chapitres I et II.

C'est en effet par ce dernier problème, à cause de la simplicité des
méthodes et des résultats, que nous commençons cet exposé. Nous
avons pu donner du théorème de M. Denjoy un énoncé valable quelle
que soit la façon dont le point z s'approche de la circonférence, une
démonstration nécessitant le minimum d'hypothèses sur la fonction
/(-s) et plusieurs sortes de généralisations : tous ces résultats se
rattachent très simplement, par l'intermédiaire d'un lemme de
MM. Cartan et Ahlfors, à la limitation de l'aire décrite par le point
représentatif C = f(z)> cette aire pouvant être affectée d'un coefficient
de densité variable. Ils ne sont donc pas limités aux fonctions univa-
lentes, et nous avons tenu à leur conserver toute leur généralité.
Aussi le premier chapitre est-il consacré aux fonctions holomorphes
définies dans le cercle C : \z\ < i, ou, si Ton préfère, dans une cou-
ronne circulaire ^o^ l^ !^ 1 » puisque nous nous intéressons unique-
ment à ce qui se passe au voisinage de la circonférence K : | z j = i.

Dans la suite, pour plus de commodité, la fonction f(z) est sup-
posée définie dans le demi-plan droit D : x^> o, ou seulement dans la
bande œo>cc^> o.

Le deuxième chapitre contient plus particulièrement les applications
à la représentation conforme des théorèmes démontrés au premier.
L'univalence de la fonction f(z) permet en effet, par application du
théorème de Kœbe, de les préciser en les simplifiant. On verra
comment la seule notion d'aire décrite permet de démontrer, outre la
limitation globale de la dérivée trouvée par M. Denjoy, des propriétés
purementtopologiques de la représentation, en particulier sur l'acces-
sibilité, et de retrouver les résultats locaux de MM. Carathéodory et
Lindelof en introduisant un point de vue métrique plus précis. La
méthode suivie permet d'étudier l'ensemble limite des valeurs de f(z)
lorsque z tend vers un point a = it de l'axe y'y dans un domaine
intérieur à D limité par une courbe de forme donnée, et de préciser la
rareté des points a pour lesquels cet ensemble ne se réduit pas à un
point a. Nous généralisons ainsi un résultat de M. Wolff relatif au cas
où cette courbe est un cercle tangent à y!y. Nous terminons en
discutant la signification géométrique des résultats obtenus.
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Les troisième et quatrième chapitres procèdent d'un point de vue
assez différent. Nous nous plaçons cette fois au voisinage d'un point
accessible a donné de la frontière F de A, que nous envoyons à l'infini
ainsi que son correspondant a par deux transformations homogra-
phiques sur les variables £ e ts . Nous cherchons d'abord (Chap. III)
des conditions géométriques suffisantes pour que ƒ(*) ait pour limite
unique a = 00 lorsque z tend vers a = ac sur une courbe ayant à
l'infini avec Faxe j'y un contact d'ordre donné. Cette étude ne nous
semble pas avoir été faite jusqu'ici. Elle nous a été suggérée par les
travaux de M. Denjoy ( ' ) sur l'itération des fonctions analytiques dans
un domaine A, dont les valeurs tombent dans A. Mais, avant de
l'exposer, nous rappelons les définitions et les méthodes de
M. Ostrowski dont nous avons besoin, en particulier la mesure con-
forme; nous les appliquons à la démonstration d'un lemme fort
simple qui donne une limitation inattendue de l'argument de z
lorsque C^oo dans un angle d'approximation intérieur à A; nous
donnons enfin une nouvelle démonstration, basée sur les méthodes de
M. Montel, du théorème de M. Ostrowski sur la semi-conformité.

Au Chapitre IV, nous commençons par rappeler les résultats de
M. Ahlfors; puis nous montrons comment les propriétés de f{z)

trouvées au Chapitre II permettent de représenter la fonction log*~~

par une intégrale de Poisson. Nous abordons alors le problème des
conditions géométriques que doit remplir A pour que la fonction f{z)

possède une dérivée angulaire à Finfini : c = lim Illl.

Les résultats de M. Ostrowski sur la semi-conformité nous sug-
gèrent l'idée que, pour la conformité aussi, les conditions se partagent
en deux groupes : d'une part la frontière F de A ne doit pas pénétrer
trop profondément dans le demi-plan droit (£ > o ) ; d'autre part F doit
posséder une double infinité de points *(v, C, s'étendant à Finfini dans
les deux directions de Taxe imaginaire £ -— o, assez voisins de cet axe
et suffisamment denses sur F. Aussi nous étudions d'abord les deux
cas particuliers :

(1) A. DENJOY. C. R. AcncL Se, t. IS3, 1926, p. 4'̂ .
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I. À est contenu dans le demi-plan £ > o : seules interviendront les
conditions du premier groupe.

IL À contient le demi-plan E^>o : seules interviendront les condi-
tions du deuxième groupe.

Dans le premier cas nous trouvons des conditions suffisantes
moins restrictives que celles de M. Ahlfors, même élargies par
M. Grootenboer; elles rejoignent les conditions nécessaires établies
dans un cas particulier par M. Ahlfors.

Dans le deuxième cas nous avons réussi à montrer que l'existence
d'une double infinité de points £v, C, convenablement répartis sur F,
et tels que la ligne brisée qui les joint limite un domaine satisfaisant
aux conditions de M. Ahifors était suffisante, le reste de la frontière
n'étant soumis à aucune condition. Quelques exemples montrent le
progrès ainsi réalisé. Nous montrons pour des domaines assez géné-
raux que l'existence de ces suites est nécessaire, sauf peut-être la
condition de régularité dans la répartition.

On obtient des conditions suffisantes pour un domaine À général en
lui imposant de contenir un domaine du type I et d'être contenu dans
un domaine du type IL Nous remarquons que ces conditions entraînent
plus que l'existence d'une dérivée angulaire : si elles sont réalisées,

la fonction A*) est à variation totale bornée pour i%cc<

Les principaux résultats de cette étude ont fait l'objet de Notes aux
Comptes rendus (g juin 1941» 10 novembre 1941? 10 janvier i942>
9 février 1942). En outre une cinquième Note, assez distincte, contient
des applications a l'itération (23 juin 194O'

Je dois remercier très spécialement M. Denjoy qui m'a suggéré le
sujet de cette étude et n'a cessé de m'encourager. Qu'il veuille bien
trouver ici l'expression de ma gratitude. J'adresse ma respectueuse et
profonde reconnaissance à M. Montel qui a bien voulu présenter mes
Notes et accueillir ce Mémoire dans les Annales de l'École Normale
Supérieure. M. Valiron m'a constamment témoigné une active sym-
pathie; je l'en remercie bien vivement. Enfin je rappellerai ce que je
dois à M. Wolff qui, malgré les difficultés de correspondance m'a
tenue au courant de ses plus récents travaux.
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Annalen, t. 63 ; 1913, p. 323-870).
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E. LINDELOF [1], Sur un principe général de l'Analyse et ses applications à la
théorie de la représentation conforme (Jeta Soc. Se. F en nie as.

* t. 46, n°4, 1915, p. i-35).
V. MONTEL [4], Sur la représentation conforme (Journ. de Math.. 7e série, t. 3,

1917, p. 1-54).
[2], Leçons sur les fonctions univalentes, Paris, Gauthier-Villars, 1933.

R. NEVANLINNA [4], Findeutige analytische Funkuonen, Berlin, Julius Springer, ig36.

A. OSTROWSKI [4|, Zur Randverzerrung bei kon f or mer Abbildung (Prace Math. Fiz.,

t. 44, Varsovie. i936; p. 371-471).

J. WOLFF [1], fuégatités remplies par les fonctions univalentes (Proceedings de
l"1 Académie d'Amsterdam^ l. 44, n° 8, 1941)-

CHAPITRE I.
PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES FONCTIONS HOLOMORPHES

DANS UNE COURONNE.

Théorème fondamental.

J. Nous commencerons par rappeler un lemme important dont
Tidée primitive se trouve dans les travaux de MM. Boutroux, A. Bloch
et H. Cartan, auquel M. Ahlfors a donné la forme simple et très
générale que voici (1) :

( J ) L. ÀHLFORS, Fin Satz von H. Carton und seine Anwendung auf die Theorie der
merornorphen Funktlonen (Soc. se. fennicœ Comment. Phys. math., 5, n° 16, 1̂ 31 )t

Voir également le livre de R. NEVANLINNA, *[4], p. i36,
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LEMME. — Étant donnés : a. dans le plan complexe un ensemble
borné mesurable E, et une fonction d'ensemble complètement additive
ou charge [/.(<?) définie sur tout sous-ensemble mesurable e de E, et

b. Une fonction A(R) continue croissante définie pour o<R<oo?

telle que
h(o) = o, A(oo)>i;

en désignant par [̂ (R, a) la charge portée par la partie de E contenue
dans le cercle de centre z = ay de rayon R, on a, pour tout R ̂ > o,

en tout point a du plan, excepté au plus sur un ensemble A de points a
pouvant être recouvert par une suite de cercles C,, C2?- • . ., C„, . . . de
rayons R,, R2, . . ., R7i, . . . tels que

2. Prenons maintenant une fonction /i(R) ne satisfaisant plus
nécessairement à la condition A(oo)^> i. Soit e un nombre quelconque
tel que o < E <^ h(oo). On aura l'inégalité

excepté au plus pour un ensemble de points a pouvant être recouvert

par une suite de cercles dont les rayons vérifient

Si nous faisons tendre £ vers zéro nous obtenons le

COROLLAIRE. — En tout point a du plan excepté au plus sur un
ensemble A de h-mesurc extérieure nulle (1) {nous conviendrons de

(!) La mesure extérieure d'un ensemble A dérivant de la fonction A(R), au sens de

M, Hausdorff {Math. Annalen, L 79, 1919, p. 167), est la borne inférieure de
71

pour tous les systèmes finis ou dénombrables de cercles Cj, C2j . . . , C«, . . . , recouvrant
l'ensemble À.
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dire : sur une h-plénitudé), le rapport ^—} , R est borné, quel que

soit Rj par un nombre qui dépendra en général du point a.

Pour plus de commodité, nous remplacerons la condition h(p) = o
par h(o)>o-, le corollaire reste valable dans le cas A ( o ) > o , si l'on
convient alors que tout ensemble de A-mesure nulle est vide :
nous ne faisons que traduire le fait évident qu'en tout point a le

rapport ^ 'a est borné (et même inférieur à i ) .

3. Nous appliquerons ce corollaire à l'étude des fonctions holo-
morphes dans la couronne circulaire C'(ro<|-s | < i ). La fonction
additive d'ensemble la plus simple que l'on puisse associer à ƒ(*) et
à un ensemble e quadratiquement mesurable est l'aire décrite par f(z)
lorsque z décrit e [chaque valeur c( de /(z) étant comptée autant de
fois qu'elle est prise par/(.s) en des points de £ distincts ou confondus].
Plus généralement, désignant par S(r) Taire décrite par/(^)lorsque^
décrit la couronne C,.(ro<| z | ^ r < i), nous supposerons qu'on connaît
une fonction <p(r) positive et mesurable telle que l'intégrale

( i ) = / ƒ

reste bornée par un nombre fixe M lorsque p -^ i. (Comme c'est une
fonction croissante de p, il en résulte qu'elle a une limite.)

Alors, à chaque ensemble e quadratiquement mesurable contenu
dans la couronne fermée C<(ro<|,s|<i), nous attachons la charge
représentée par l'intégrale de Lebesgue-Stieltjes

= ƒ <?(r)ds{r)=jj*\f(re*)\*<r(r)d«r,

s(r) étant Taire décrite par f(z) lorsque z décrit la portion de e
située dans Cr, et dco Télément d'aire du plan z. Sur tout ensemble e'
extérieur à la couronne C ,̂ nous prendrons \^(ef) — o.

LEMME. — D'après notre corollaire : en tout point a de la circonfé-
rence K( \z | = i), excepté au plus sur un ensemble de h-mesure nulle,

le rapport h ( ^ est borné par un nombre m(a).

THESE J. FERRÀXD.
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Ceci n'aura évidemment d'intérêt que si la totalité de K n'est pas
I f T> \

de A-mesure nulle : donc, puisque K a la dimension i, si R reste
borné inférieurement lorsque R -> o.

4. Soient alors : zn = rnë^n une suite quelconque de points de la
couronne C' telle que rn-^\ lorsque n-^oo, et # = eî0°un point non

exceptionnel de K. Dès que rn^> ~^— la fonction f(z) est holo-

morphe dans le cercle y;i de centre ztt9 de rayon ——- et, d'après un

théorème de M. Bieberbach {voir P. MONTEL *[2], p. 98), l'aire décrite
par /(s) lorsque z décrit j n est

pour I ~ r"< i — r<- (i — rn)
2 2

rapport y r ' reste borné inférieurement par un nombre / >> o indé-
pendant de r„. [Remarquons que lorsque r-> i, cp(r)peut, selon lescas;

tendre vers zéro, ou +oo , ou n'avoir aucune limite.] La charge portée
par yn est alors supérieure à Arç(rn)S(srt), D'autre part yn est contenu

dans le cercle de centre a1 de rayon R— -\jsn—a\. Supposons la

croissance de h(R) assez régulière pour que le rapport J? reste

borné supérieurement par un nombre kx lorsque R-^ o. D'après le
lemme, la charge portée par yn est inférieure à

H | I j '"('O X ÂA
d'où

(2) /co(rn)S(zn)<?n{a)/ci li{ \zn— a\ ).

Mais si l'intégrale (1) est bornée, il est possible de trouver une

fonction op (̂r) telle que l'intégrale / Çi(r)JS(r) soit aussi bornée,

et que 2li£i ~> oc lorsque 7* -> 1.
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En effet, nous pouvons toujours supposer, en supprimant au besoin

une partie des éléments de la suite zn9 que i — rn+i <^ —̂—̂* Alors le

cercle y,, est tout entier contenu dans la couronne r?l~~ï <r< 7'^ ~ 3 -
2 — —

Posons un— I <p(r)dS(r).
•A/„—1

La série ^ w,, est convergente en même temps que l'intégrale (i) . Il

est possible de trouver une série Iivn convergente telle que vn= —S et

que la suite ert tende vers zéro en décroissant. Il suffit de prendre
v/i=\/R/i_1 — y/R/M R;i désignant le reste de la série £z/, lorsqu'on

s'arrête au terme un, soit R„— 2 "'• ^a suite R/t tend vers zéro en
l = 71 -+ -1

décroissant, donc aussi E„. En effet,

d'où eft=^R,i_1 H-v;ft«-
V' R»-! + \/Rw v/

Dans chaque intervalle ———- < r <^ J ""1 ~^~ nous prendrons
2 2

ô  ( r ) = î i Î J . A l'intérieur de yn,
 (?1; . reste constant, donc

et op, (r) satisfait aux mêmes conditions que op(r).

THÉORÈME. — En appliquant Vinégalité (2) d <p<0\) on vo«/ qu'en
tout point a de IL excepté au plus sur un ensemble de h-mesure nulle,

ou en utilisant les notations de Landau

(3) S(>) = o [ ' ( l * ~ g 1» lorsque /•



[ceci sans même supposer que z tende vers a\en posant

' • =

Remarquons que si ç(r) = i, on peut prendre pour yn le cercle de

centre zn9 de rayon i — rn ( au lieu de ) > et (3) reste exact avec

ce qui donne un résultat un peu plus précis.
La formule (3) nous donne immédiatement une limitation des

dérivées de f(z)

II suffirait d'ailleurs de connaître la limitation de la dérivée
première pour pouvoir en déduire toutes les autres au moyen de
l'intégrale de Cauchy. Mais la formule (3) a l'avantage de fournir une
limitation simultanée de toutes les dérivées.

5. Exemples, — a. Prenons //(R) = i ; on voit que

(i — r)f'(z)\/y{r)->o} lorsque r->i.

En particulier si l'on peut prendre ç(r) = i, c'est-à-dire si Taire
décrite par f(z) est bornée,

Il est à remarquer que daas Fhypothèse beaucoup moins restrictive
où l'aire Z(r) couverte par /{s) lorsque z décrit Cr [chaque valeur Ç
de f(z) étant comptée une seule fois] reste bornée lorsque r-> i, la
seule application du théorème de M. A. Bloch (voir P. MONTER *[2],
p. i io) montre déjà que (i —7^)\f{(z) \ reste borné lorsque r-> i.

6. Prenons /i(U) = R. En tout point a d'une plénitude de K
(l'ensemble exceptionnel étant de mesure linéaire nulle) on aura
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Cette limitation, établie par M. Denjoy pour <p(r) = r, d'abord *[1]
quand z tend vers a dans un angle d'approximation, puis *[3] quand z
tend vers a sur un chemin ayant avec K un contact d'ordre maximum
inférieur à i, a été généralisée par M. Dufresnoy ( ' ) pour les fonc-
tions <p(r)=(i— r y - 5 ( o < o < i ) . M. Wolff *[1], en se limitant
à <p(r) = i, Ta étendue au cas où z tend vers a sur une courbe convexe
dans la direction Oa et de forme donnée. La méthode que nous avons
employée permet de s'affranchir de toute hypothèse sur la manière
dont z s'approche de K puisqu'il n'est même pas nécessaire de
supposer que z tende vers a.

Courbes restant rectifiables dans la transformation ^ = f(z).

6. De ces limitations de \f!(z)\ nous pouvons déduire des limi-
tations de la longueur de la courbe décrite par le point £ = ƒ(*)
lorsque z décrit un arc de Jordan rectifiable donné L aboutissant en a.
En particulier :

a. Si la fonction 9(7*) peut être choisie de manière que

dR

pour tout point a de K excepté au plus sur un ensemble de A-mesure
nulle, la longueur de la courbe décrite par /(z) lorsque z décrit dans C'
un arc de Jordan L< rectifiable atteignant K en a sous une incidence
aiguë, est finie ; /(z) a donc une limite finie a lorsque z -± a dans un

angle d'approximation Argfi — ̂ j < ^ — M et la longueur de

Tare £,oc décrit par f(z) lorsque z décrit Tare z^ti de L̂  est égale à

b. Plus généralement si

h(R) dR
-E5-<<*>>

C1) J. DÜFRESNOY, C. R. AcacL Se, t. 213, 1941, p. 393.
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pour une A-plénitude de points a deK, la longueur de la courbe décrite
par f(z) lorsque z décrit la courbe L^[i — \z\ = ^/(\z— «))], est
finie, etf(z) tend vers une limite unique finie a lorsque z tend vers a
dans le domaine A.j, limité par Lt,.

7. Nous allons maintenant indiquer une autre méthode qui permet
l'étude directe des courbes L de C< restant rectifiables dans la trans-
formation C = /(*). Nous fixerons à l'avance la forme des courbes L,
ce qui nous permettra de mieux préciser l'ensemble des courbes
exceptionnelles de forme donnée.

Soit tout d'abord L(r) la longueur de la courbe décrite par f(z)
lorsque z décrit le cercle \z\ = r. En appliquant à L2(r) l'inégalité de
Schwarz, on a

(5) f mr)9{r)—i f f <f{r)\f(r<**)\*rdrM$M.

Soit H(r) une fonction positive, continue, non décroissante quel-
conque dans l'intervalle rQ<r<^ i telle que

/ H(r) dr->-hoQ, lorsque p—>i.

On peut dire que les valeurs de r pour lesquelles L2(r) ©(/•) > £ H(r)
forment un ensemble exceptionnel ez très rare au voisinage de r = i .
Précisons cette expression : quels que soient £ et e', on peut trouver
un nombre t\ assez petit pour que

L'ensemble ez est mesurable (puisque la fonction ç(r) est mesu-
rable) et si Ton désigne par eE>ri la portion de ez comprise dans l'inter-
valle : i — ̂ i = r = J ?

f
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En particulier si H(r) = —̂— Î on peut dire que L(r) t / _ -> o

lorsque r->-i si l'on néglige un ensemble de valeurs de r sur

lequel ƒ est aussi petit qu'on le veut.

(On pourrait dire : en négligeant un ensemble d'épaisseur logarith-
mique gauche nulle au point r = i). Il est à remarquer que la conver-
gence que nous venons de définir est plus forte que la convergence
approximative définie par M. Denjoy. Celle-ci en effet correspond au
cas où la mesure /w(e, YJ) de la portion e6i/i de l'ensemble exceptionnel

satisfait à m ->• o si Y] -> o, e étant fixé, et on a évidemment
v

8. Soit maintenant /(p, 9) la longueur de la courbe décrite par le
point £ = / ( 3 ) lorsque z décrit le segment de rayon Arg£ — 6,
ro<|s |^p. En vertu de l'inégalité de Schwarz, on aura

f rp I* C[J r9 dr

(6)

Si la fonction <&(p) est bornée lorsque p -^ i, c'est-à-dire si l'inté-

grale ƒ -^-. est convergente, il résulte de l'inégalité (6) que /(p, 0)

reste bornée, et, puisque c'est une fonction croissante dep, aune
limite finie si p ->i, ô étant fixé, excepté au plus pour un ensemble
de valeurs de 0 de mesure linéaire^nulle. Alors la courbe décrite
par f(z) lorsque z décrit un rayon non exceptionnel (Args = 0) est
rectifiable et aboutit en un point a bien déterminé. Le même résultat
n'aurait été obtenu, si Ton était passé par l'intermédiaire de la limi-
tation de | f(z)\, que dans l'hypothèse plus restrictive

' v / ( 1 _ r ) y ( r : ) <G° (considérer le cas <p(r) = (i — r) Iog2(i — r)).
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On montrerait plus généralement que, pour une plénitude de valeurs
de Ô, la longueur de la courbe décrite par £ = ƒ ( * ) , lorsque^ décrit la
courbe LA(0) : Argz = 0 -+- k(i— \z | ), ro<\z |<i , est finie quel que
soit le nombre k donné (— oo<^/c^ + oo). Plus précisément si Ton

désigne par /0(p, 6) = /(i , 6) — /(p, 0) la longueur de l'arc C,a décrit

par £ lorsque z décrit l'arc zxa de L/t(0) défini par p<|s |<i et si l'on
pose 4>0(p) = $ ( i ) —$(p) , on aura

9. Dans toute la suite de cette étude nous supposerons, pour une
raison de commodité, que la fonction /{z) est définie et holomorphe
dans la bande de plan B de la variable 3=27+redéfinie para?0>a?^>o
et satisfait à une condition d'aire de la forme

(7)

ty(x) étant une fonction positive mesurable de x et S(a?) l'aire décrite
par/ '(s) lorsque s décrit la bande : a?<R(*)<a?0.

Si nous posons ^ = /*e (0=^—^ la variable w décrit la région

comprise entre deux cercles tangents au point w= — i. Lorsque z
tend vers un point a = it de l'axey'y(— oo <^<^ + °°)> w tend vers

le point b = —i-4 de la circonférence K( | w | = i) ; i — \w\ est un infi-

niment petit équivalent à —-—^ et | w — b\ à ———^-- Nous pourrons

donc appliquer les résultats de l'étude précédente à la fonc-
tion ƒ (z) = F( w). Pour montrer comment se transforment les énoncés,
reprenons la démonstration du paragraphe précédent.

Soit /(£, t) la longueur de la courbe décrite par '( = f(z) lorsque
z = a ? + iy décrit le segment y = t, x^x^E,
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Si la fonction 'l>(x) peut être choisie de manière que

cir
(9) V ( O ) :

pour une plénitude de points a = ù de Taxe y'y, /(£, t) a une limite
finie lorsque £-^o, et la courbe décrite par Ç lorsque z décrit le
segment y=t, x{)>x>o, est rectifîable et aboutit en un point a
bien déterminé. Il en est alors de même des images des segments Lk(t)
définis par y — t= kx, OC^X^LQ, k étant fixé (— oo <^ k <^ + oo ).

10. Soit maintenant a = ù un point donné de y1 y. Nous désignerons

par Cprt la demi-circonférence \z — a | = p , \Arg(z — a ) | < ^ - s e t

par X(p, 80, a) la longueur de la courbe décrite par ïb=f(Kz) lorsque £
décrit l'arc de cprt défini par [Arg(* — â ) | < 6 0 . En appliquant l'inéga-
lité de Schwarz, on aura

r r

lr{0, 8Oj, Cl) = ƒ

r -

Posons ^(p, ö o ) = /

r+ ̂
en désignant toujours par f/.(R, a) la charge portée par le cercle de
centre a de rayon R.

Applications. — Supposons que g(p, 60) reste borné, et par consé-

quent ait une limite g(ç) lorsque 0o-> -> soit
2

0 0 sô)

THES 12 J. FliRRAND.
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a. L'inégalité (10) montre qu'en tout point a : I ^ 0J </p<M,

donc >.(p, 60, a) tend vers une limite finie A(p, a) lorsque 80-> - 5

excepté au plus pour un ensemble e de valeurs de p sur lequel

C'est-à-dire que, pour une plénitudede valeurs dep, la courbe trans-
formée de cPia (du moins des arcs de cPifl contenus dans B) est recti-
fîable et a une longueur finie. Si l'on remarque que les intégrales (9)
et(i 1) sont simultanément convergentes ou divergentes, nous trouvons
un résultat voisin de celui du paragraphe précédent.

Sii R~>O, f

Ceci montre que X(p, a) -> o si p -»- o, en négligeant un ensemble e
satisfaisant à (12); ce qui est intéressant lorsque

ƒ.
——• > -hoo lorsque e -> o.

SiP)

Nous retrouvons un mode de convergence déjà rencontré (plus
forte que la convergence approximative).

è. En tout point a d'une A-plénitnde de j ' y , le rapport h/^V
borné par un nombre m(a). Donc on a

H(p) étant une fonction positive mesurable quelconque de p, il

sulte de (i3) que le rapport „ ^\a

un ensemble e de valeurs de p tel que

(p) p q q p
résulte de (i3) que le rapport „ ^\a est borné, excepté au plus pour

eR désignant la portion de e contenue dans l'intervalle o<p<R.
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Mais, en remplaçant ty(cc) par une fonction $*(&) telle que y1 ->oc

et que l'intégrale (7) reste convergente, on voit, en appliquant le
calcul précédent à la fonction ^ (#), que

si

en négligeant un ensemble e de valeurs de p satisfaisant à (i4)-
Nous trouvons un mode de convergence généralisant la convergence

approximative. En particulier si A(R) = R, H(p) = i, nous pouvons

dire que ' y ^ -> o approximativement (au sens de M. Denjoy) pour
ö v r f

une plénitude de points a, ou plus généralement, si g(p, ô0) n'est

pas nécessairement borné, que pourô0 fixé, , °J ,
r ^ r £(p ö0)

o.

Si les intégrales (9) et (11) convergent, il en résulte que les limites
de f(z) sur les segments LA($) aboutissant au point a = it(voir§9)
sont, pour une plénitude de valeurs de t, indépendantes de k :
donc ƒ (s) a une limite unique a si z -> a dans un angle d'approxi-
mation [| Arg(* — a ) | < ô 0 ] .

Extensions possibles.

11. D'après une méthode indiquée par M. Dufresnoy (*), ces
résultats peuvent s'étendre aux fonctions méromorphes dans la
couronne G(i\<\z \ <^i) à condition de remplacer partout les mots
« aire », « longueur » et « dérivée » par « aire sphérique », « longueur
sphérique » et « dérivée sphérique » et « limite finie » par « limite
finie ou infinie ». Il faut pourtant faire une restriction. On ne connaît
pas, en effet, pour Taire sphérique, de théorème comparable à celui de
M. Bieberbach. Le lemme de M. Dufresnoy (2) permet de montrer que,
si S(s„) est Taire sphérique décrite par ƒ (z) lorsque^ décrit le cercle y,,

de centre zn et de rayon l~Jn (voir § 4),

i - ' * !ƒ(*») 1

(1) C. R. AracL Se, t. 213, i >41, p. 3g3.
(2) C. R. JcacL Se, t. 512, 1941, p. 662.
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<*-r)\f(z)\

Donc pour une A-plénitude de points a de K

Le premier membre étant toujours inférieur à i, cette inégalité ne

sera intéressante que si ,~~, ) r c s^ e borné dans les conditions de

variation de z envisagées. Alors le premier membre est un infiniment
%- ( r. \

petit équivalent à " et l'on a une généralisation de (4)? valable

pour la dérivée première seulement
, r , f ' ( z ) \ ___
( 6 )

Le cas op(V) = i—•/- correspond aux fonctions méromorphes à
caractéristique bornée. Les limitations obtenues ne permettent pas de
démontrer le théorème de Fatou. Il ne faut pas s'en étonner, car f(z)
peut avoir une limite radiale (finie ou infinie) sans que la longueur
sphérique de la courbe décrite par ƒ (z) lorsque z décrit le rayon
Qa(Avgz = 60) soit finie. Par contre en prenant A(R>) = R, pour une
plénitude de points a de K,

, ., ~^o si r- -> a anguiairement ( —— • borné )•
«H-7(0 V i-r )

Si l'on admet que /(z) a une limite a lorsque z-^a sur le rayon OÙ,
on en déduit que / ( s ) a même limite lorsque z-+a dans un angle
d'approximation, sans utiliser la représentation canonique de /(-s) ,
quotient de deux fonctions bornées auxquelles on applique le théorème
de Montel-Lindelöf.

Les limitations obtenues pour les longueurs des courbes décrites
par le point <Ç=f(z) s'étendent sans difficulté aux courbes décrites
par le point représentatif de ƒ {z) sur la sphère de Riemann.
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12. L'aire décrite par f {s) n'est pas la seule fonction additive
d'ensemble qui puisse servir pour l'étude de f(z)- Nous nous
contenterons de donner un exemple :

Supposons connue une fonction ç ( r ) mesurable positive telle que

(j7) ƒ / y{r)\f{re&)\rdrcto = ƒ <p(r) JL(/-) flfr'< M,

L(r) étant la longueur de la courbe décrite par ƒ (z) quand z décrit le
cercle | z | = /\ Alors, à tout ensemble quadratiquement mesurable e de
la couronne C,(ro<|-s |< i ) , nous attacherons la charge

= If 90') / ( -

THÉORÈME. — Nous allons montre?* que, pour une h-plénitude de
points a deK,

les fonctions /*(R) et cp(/*) devant satisfaire aux mêmes conditions de
régularité de croissance que précédemment.

La seule difficulté de la démonstration consiste à trouver une borne
supérieure de | ƒ ' (*«)! au moyen de la charge J*(Y„) portée par le

cercle y„, de c e n t r e ^ e t de rayon -—— • Posons, dans y„, z = zn-\- p e'°?

U)= If <f(r)\f'(z)\d(ùZk<?{ra) f f ƒ'(-„+pe'B) p dp ciï,

d'où

X(p) désignant la longueur de la courbe décrite par f(z) quand z
décrit la circonférence \z — ztl\ = p. Or la surface deRiemann, décrite
par / ( - s ) lorsque s décrit le cercle \z — -» | ^p , a une aire
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et la longueur X(p) de son contour satisfait à

d'où

or
| « • ! > ) g ( )

2 / \2

En appliquant ces deux inégalités à une fonction ©4(r) telle

que ^ V --> oo lorsque r - ^ i , et satisfaisant aux mêmes conditions

que f(r), on voit que

(i — r)2|/'(*

fi(\z — a\)
lorsque r=>i . c. Q. F. D.

La même méthode donne également une limitation des dérivées
d'ordre quelconque de f (s)

En particulier, pour une plénitude de points a [h(ïï.) = R |,

EXEMPLE. — Si L(r) est bornée, nous pouvons prendre pour cp(r)
n'importe quelle fonction positive telle que

f\(r) dr < oo.

Pour une plénitude de points a, lorsque z^a dans un angle
d'approximation, on aura

quel que soit S ̂ > o. Mais dans ce cas le théorème de Fatou, applicable
à ff(z), montre que ff(z) a une limite unique finie lorsque z -> a
angulairement, pour une plénitude de points a de K.
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CHAPITRE II.

APPLICATIONS A LA REPRÉSENTATION CONFORME.

13. Nous allons maintenant nous limiter au cas des fonctions
£ =/(Y)méromorphes et univalentes dans le demi-plan droit D(a?^> o)
de la variable z = x-\-iy. La fonction f(z) réalise la représentation
conforme de D sur un domaine simplement connexe À du plan de la
variable £ = £-f-zr]. Sans restreindre la généralité, on peut supposer
f(z) holomorphe et bornée dans une bande B (o<^x<x0) : on

remplacerait au besoin f(z) par * _ ,—-? zA étant un point

intérieur au demi-plan x^>x0. L'aire décrite par /(z) quand z
décrit B est alors bornée par un nombre M, et nous pouvons appliquer
les résultats du chapitre précédent en faisant <p(a?) = i. Mais nous
allons voir que' la nouvelle hypothèse d'univalence permet de les
préciser et de les interpréter géométriquement comme des propriétés
de la représentation conforme.

Nous ferons fréquemment appel dans cette étude au théorème de
Kœbe (voir P. MONTEL *[2], p. 52), d'un point de vue que M. Wolff *[1]
a introduit avec succès dans ce genre de recherches.

Si la fonction ƒ (z) est holomorphe et univalente dans le cercle | z
pour | z | < kK (k <^ 1), on a

en particulier f si k— - j? le rapport

constantes absolues K, K', lorsque

ƒ'(-) reste compris entre deux

Nous appliquerons ceci à une fonction / ( * ) holomorphe univalente
dans un domaine D, de la façon suivante : si z0 est un point intérieur
à D situé à la distance d de la frontière

entraîne K < -



Correspondance entre les frontières.

14. Soit a = it un point quelconque de l'axe y1 y limitant D.
Étudions ƒ (z) au voisinage de z •= a.

Si X(p, Go, a) désigne la longueur de l'image dans la représentation

conforme de l'arc de cercle \z — a| = p,|Arg(.s— a) |<ô0 (contenu

dans B si p<œ0, 6y < - V nous aurons

( 1 9 ) X2(p, 00, a ) - ° <7ip.(R, « ) < T T M

Si Ôo croît jusqu'à^-> X(p, 60, a) qui est une fonction croissante

de 90 tend vers une limite finie X(p, a) excepté au plus pour un

ensemble e de valeurs de p sur lequel f — = o, et l'on a

(20) / )^(p. a)-!-]
si R< f0;
si R - > o .

Donc A(p, a) Ĥ  o si p -> o en négligeant un ensemble ^ de valeurs
de p tel que si eK désigne la portion de e contenue dans l'inter-
valle o<p<R

/
——> o si R -> o.

THÉORÈME. — Nous pourrons donc trouver une suite infinie décroissante
pn rfe valeurs de p te/fe ^we p/t ~> o et X(pft, ^ ) ->- o lorsque n -> 00 .

Nous pourrions même imposer à la suite p/t la condition supplé-

mentaire ^ ^ -> 1, mais ceci ne nous servira pas pour le moment.

Si en effet il n'existait pas de telle suite, on pourrait trouver deux
nombres positifs : k9 s, et une suite infinie d'intervalles disjoints 0, :

pt'>p>pj, sur lesquels X(p, a ) > e , et tels que log^ > h ̂ > 0.



Alors

et l'intégrale (20) ne saurait être bornée. Donc la suite existe.

15. La suite prêtant déterminée, les demi-cercles cp „M* — a\= pfl,

|Arg(j — a ) i<C~) o n ' P o u r images des coupures rectifiables qn du

domaine A, joignant deux points accessibles de la frontière de A.
(Un point frontière est accessible s'il existe un arc simple de Jordan
intérieur à A aboutissant en ce point; à fortiori les extrémités d'une
coupure rectifiable de longueur finie sont accessibles.) Deux coupures
quelconques ne peuvent avoir aucun point commun intérieur à A
puisqu'il y a correspondance biunivoque entre l'intérieur de A et
l'intérieur de D. Ces coupures définissent une suite de domaines
emboîtés A, D A2 D . . . D A/L D AII+, D . . ., An étant le domaine décrit
par f(z) lorsque s décrit l'intérieur du demi-cercle cPfija. Chaque
coupure qn sépare la précédente qn 1 de la suivante gw,. Tout point
intérieur à A finit par être, lorsque n est assez grand, extérieur à A/d.
Les fermetures A/t des domaines A„ ont en commun un ensemble E
continu de points frontières de A que nous appellerons d'après
M. Carathéodory * [1, p. 828] un 6out(Ende) de la frontière F. Soit a
un point d'accumulation quelconque de l'ensemble des coupures qn\
a appartient à E; on peut extraire de la suite qn une suite partielle qUi

de coupures tendant vers a (puisque la longueur de qa tend vers zéro)
La suite qJlt définit le même bout E : or M. Carathéodory montre
qu'un bout E défini par une suite de coupures convergeant
vers un point a est indécomposable (il n'existe aucun bout qui soit
une partie de E) et il lui donne le nom de bout premier (VrimtnAB).
Le point a est dit principal.

Si une suite de points zp tend vers a dans B, pour p assez grand zp

est intérieur à cp#wrt, donc ƒ (zp) est dans Art. Donc les points d'accumu-
lation de la suite zlt sont sur E : à un point a de y1 y correspond un
bout premier E(a).

THESE J fcEKRAND



Réciproquement si une suite de points de A : tp = f(zp) tend vers
un bout premier E de F, la suite zp tend vers un point déterminé a
de y1 y : car on peut définir le bout au moyen de coupures q'n conver-
geant vers un point a, limitant des domaines Â  a l'extérieur desquels
il n'existe qu'un nombre fini de points de la suite X>P\ un raisonnement
devenu classique (voir P. MONTEL*[1, p. 89]) montre que les coupures c'e
du domaine D qui correspondent aux q'n convergent vers un point a
de j ' y . c. Q. P. D.

Nous voyons ainsi comment s'introduisent très simplement les
notions posées par M. Carathéodory, et nous retrouvons le

THÉORÈME. — II y a correspondance biunivoque entre les points a^de
Vaxe y'y limitant D et les bouts premiers E de la frontière F de A.

16. Poussons l 'analyse un peu plus loin en étudiant X(p, 60, a)

Soit p' tel que p>p'>p (1 — ̂ - ° ) . Nous allons montrer que ^ ' ' 3 ° ' ^

est supérieur à un nombre positif fixe.
A tout point z = a -h pec® = x-\- iy de cpfl, nous faisons corres-

pondre le point s' = a + pV0 de cp>ia. D'après la façon dont p' est

choisi, zf est intérieur au cercle de centre z, de rayon -• Donc

ƒ'(-) -Oo

l{p, ÔOJ a) ' 2

Nous allons maintenant montrer que si 60 reste fixe, X(p, 60? a) tend
vers zéro avec p ; sinon, on pourrait trouver une suite infinie de valeurs
de p, soit pn, tendant vers zéro, et un nombre z, tels que X (pft> 60, a) > e.
Posons

pt P 4

et rintégrale (19) ne pourrait tendre vers zéro avec R.
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17. Soit alors zn une suite de points tendant vers a = it(Jig. i)

dans un angle | Arg(^ — #)|<öo<^ - telle que f(zn) -> a. Menons par

chaque point zn les arcs \z — a | = \zn — a \ = pn, | Arg(z — a) | <0o.
Sur une suite quelconque de points z"n pris sur ces arcs, / ( K ) ~ > a

puisque
I ƒ ( ) ƒ ( ) K * ( 9 )

En particulier on peut prendre ^ ^ r t + p n , les points ^^ tendent
vers a sur une parallèle à Qœ. Or nous savons (Chap. I, § 5)

Fig. i. Fig. 2.

que ccff(z) -> o. Donc la longueur ln de l'image d'un segment zn z"n de
la droite y — t satisfait à

in= o [log g P/; = i z'a ~~ a |

Donc si ?" est borné /„-^ o et f{z'n) tend vers a c omme / (^ ) .
Pn

Or il résulte de la convergence de l'intégrale (20) que, si pn -> o, on
peut choisir p'B de manière que

p»

par un raisonnement analogue à celui qui a été fait (§ 14). Nous
prendrons alors * ' n =û+p ' r t . D'après ce qui précède ƒ(*'„) -> a et les
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coupures qH images des demi-cercles cp^a convergent vers a. Donc a
est un point principal du bout.

Réciproquement, si a est un point principal, il est par définition
limite de coupures Q;i définissant le bout (on peut prendre pour Qn

des arcs de cercle de centre a de rayons décroissants). Les images
des Qn dans D sont des coupures Cn limitant une suite de domaines D„
emboîtés. L'ensemble des fermetures D„ de ces domaines n'ont en
commun que le pointa vers lequel convergenties coupures C/t. Prenons,
sur chaque coupure Cfl, un point zn\ à la suite zn correspond une
suite £„ = ƒ(*„) tendant vers a. En particulier on peut choisir les
points zn sur un continu de Jordan arbitraire L issu de a, contenu
dans D, puisqu'un tel continu rencontre chaque coupure Cn au moins
une fois pour n assez grand. Nous avons le théorème suivant, déjà
établi par M. E. Lindelof *[1, p. 28 |.

THÉORÈME. — Vensemble des valeurs limites de f(z) lorsque z —> a sur
un continu de Jordan quelconque h contenu dans D contient Vensemble P
des points principaux du bout E(a) et se réduit à P si L est contenu dans

un angle | Àrg(z — d)\<~ — s quel que soit z ̂ > o.

18. Remarques, — a. L'ensemble des valeurs limites de j\z) sur
un continu L est toujours un continu, donc P est un continu.

6. Il n'est même pas nécessaire pour obtenir tous les points
principaux, de prendre un continu L : Soit zn une suite quelconque

de points tendant vers a dans un angle | Arg(z — a)\<^- — s, tellequc,

si pn = \zn — a\, on ait : ~ <C P»-M <C P« C 1 ^*^ 0 0 ) ^^ <Iue s°it n.

Si a est un point principal quelconque, on peut trouver une suite zp

tendant vers a dans l'angle | Arg(s — a) j <̂  ^ — e telle que ƒ(*),) - ̂  a.

Soit pn le plus petit nombre de la suite p„ au moins égal à p'/y = | zp — a |.
On aurapn/J+l<p),<pn/,.

On voitfacilement que la longueur de l'image du segment-s1^ 2 tend
vers zéro [en utilisant la limitation de \f(z)\ du paragraphe 5], donc
que f(zfij) -> a lorsque p ^ 00 ; a est donc un point d'accumulation de
la suite ƒ(*„).



THÉORÈME. — Vensemble P des points principaux du bout E(a) ŷ£
identique à Vensemble des points limites de la suite f(zn)y pour une
suite quelconque zn tendant vers a dans un angle d'approximation et

telle que ~^- reste borné.

COROLLAIRE. — Si, en particulier, il existe une suite zn de ce genre sur
laquelle f(za) ait pour limite unique a, f(z) a même limite sur toute
suite tendant vers a dans un angle dJapproximation.

On montrerait dans le même ordre d'idées que si f(zn) —>• a pour

une suite zfl — xn + iyn quelconque telle que + 1 — ^ - reste borné, f(z)a

même limite a si z -> a dans un angle d*approximation.

19. Signalons, à ce propos, quelques résultats plus généraux
concernant les fonctions /(-s) supposées seulement holomorphes et
bornées dans D au voisinage de z = a :

a. Par une méthode ingénieuse, mais un peu longue (qui devient
rapide si on utilise la mesure conforme), M. E. Lindelof *[1] a
montré que s'il existe dans D un arc de Jordan L aboutissant en a
sur lequel/(-s) a une seule limite a, / ( s ) a même limite si z-±a dans
un angle d'approximation.

6. M. Montel *[1, p. 19] a donné de ce fait une démonstration élé-
gante par sa méthode des familles normales. Mais il semble nécessaire
de supposer que L est lui-même contenu dans un angle d'approxi-
mation. Par contre, sa méthode peut s'étendre facilement, et permet
de remplacer le continu L par une suite de points zfl tendant vers a

dans un angle |Arg(^ — a ) j < ^ — z et telle que -^—— -^ 1 ; et

même si a est une valeur exceptionnelle (ce qui est toujours le cas

pour une fonction univalente) il suffit que / " _ ' reste borné.

L'intégrale de Cauchy permettrait de montrer qu'on peut rem-

placer L par une suite zn~ xn-\- iyn telle que ~"+l—^-L -^ o.
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Classification et répartition des bouts.

20. Si !e boiit E (a) possède un point accessible a, c'estqu'il existe
un arc de Jordan A contenu dans A aboutissant en a. Son image dans D
est un arc de Jordan L aboutissant en a sur lequel f(z) a pour limite
unique a. De l'étude faite (§ 17) découle le

THÉORÈME (1). — Si le bout E(#) possède un point accessible a,
Vensemble P des points principaux se réduit au point a, et f(z) a pour
limite unique a lorsque z tend vers a angulairement.

DÉFINITIONS. — Un bout premier ne peut donc avoir au plus qu'un
point accessible a. S'il se réduit au point a, il est dit de première
espèce. S'il possède d'autres points (points accessoires inaccessibles),
il est dit de deuxième espèce.

Dans le cas le plus général, Pest un continu de points inaccessibles;
si E se réduit à P, le bout est dit de troisième espèce. S'il y a d'autres
points (points accessoires inaccessibles), nous avons le type le plus
général de bout, dit de quatrième espèce.

Les points accessoires j3 du bout sont des limites extrêmement
rares de /(z). D'une part si ƒ(*«), pour une suite zn donnée, n'a pour
points limites que des points accessoires,

D'autre part, la longueur de la courbe image du demi-cercle
c9ntfl(pn= |s„— Ö|) reste supérieure à un nombre fixe, sans quoi on
pourrait extraire de la suite zn une suite partielle zn telle que
~k(pn 9 tf)->o, et de cette suite une autre suite partielle zn sur
laquelle f(zn ) ait pour limite un point principal a. Il résulte de la
convergence de l'intégrale (20) que l'ensemble e des valeurs de p
formé par toutes ces suites p,, est d'épaisseur logarithmique droite
nulle au point p = 0.

( ' ) Au moment où je termine ce traAail, M. Wolff me fait part d'une démonstration de
ce théorème utilisant aussi l'intégrale (20), présentée à l'Académie d'Amsterdam
le 3i janvier 1942.
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Nous pouvons en déduire le corollaire suivant :

THÉORÈME. — Si f (^z) a pour limite unique a sur un ensemble de points z
tel que les valeurs de p = | z — a\ couvrent une infinité d'intervalles

disjoints p^p^pl? la série V log™ étant divergente, a est un point

principal.

L'énoncé reste valable si certains points z de l'ensemble considéré
se trouvent sur la frontière de D : il faut alors supposer que les bouts
qui les contiennent convergent vers a.

21. La convergence de l'intégrale (20) nous a montré que X(p, a) était
finie exce-pté au plus pour un ensemble e de valeurs de p d'épaisseur
logarithmique droite nulle au point p = o. Or, si X(p,a)<^oo,
les points i(^t± p) de y'y ont pour correspondants sur F deux bouts
premiers ayant chacun un point accessible (et même accessible par
un arc de Jordan rectifîable), donc de première ou deuxième espèce.

THÉORÈME. — V ensemble A des points de yfy, ayant pour images des
bouts premiers de V ne contenant aucun point accessible par un arc de
Jordan rectîfiable, est d^épaisseur logarithmique nulle en tout point :

c'est-à-dire que Vintégrale f -———: est nulle, quel que soit t fixé.

Rappelons (d'après les résultats du § 6) que cet ensemble A est de
h-mesure nulle pour toute fonction h(K) telle que

ƒ R
dR < 00.

22. Limites de f(z) sur des courbes de forme donnée. — Le
lemme de Cartan-Ahlfors nous permet de montrer que pour une
A-plénitude de points a = it de j ' y

( 2 1 ) - I f* (o, a)——>o l o r s q u e K -> i
\Jn P

r *(?) . 1
on ne suppose pas nécessairement que , j ! soit borné I.



Pour simplifier, on peut remplacer dans (21) h( — j par h{2Ï{)

puisque h(K) est croissante. Nous supposerons par contre,
que Â(o) = o.

Soit a = à un point non exceptionnel et L, (fîg. 2) la courbe
d'équation polaire eosô = A(2p) décrite par le point

^ z=z a -h pet[) = 1 -b iy pour o ^ p ̂  p0, -

p0 étant choisi assez petit pour que &(2po)<i. Lt est formée de deux
arcs symétriques par rapport à la droite j = *. Soit D, le domaine
limité par ht et le cercle |^ — a| = p0 qui contient le segment
s (y = t, o < a? <^ p0). Désignons par A,(p, a) la longueur de la courbe
décrite par le point Ç = y ( s ) lorsque z décrit Tare du cercle
z — a| = p(p<^po) contenu dans D .̂ Considérons une autre

valeur p'<^ 0 et comparons X4(p, a) et X,(p', a)

),(p, a) = f" °|/(^ + P«£°) i 0 M, h{p', a) = f+ °\f(a 4- p'e*) \ p' M,

on pose cos60 = A(p), cosô'0 = A(p')î ?'<Cp entraîne 6'0> 60.
Choissons d'autre part

p ^ p I 1 r
J - 1 j c'est-à-dire p 'g p 1 K—^ .

D'après le théorème de Kœbe, on voit que si ( 61 <^ 60, on a

d'où

/ o> r > r% ' y * ' > P^ > I v

Nous allons montrer que A,(p, a) tend vers zéro avec p.
Sinon on pourrait trouver une suite infinie p, p2 . . . prt. . . tendant

vers zéro, telle que >w(p„, a) reste supérieure à un nombre fixe E > O .
Soit

= p«| T ~
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on aurait

ce qui est contraire à (21).
Soit alors za=it-\~ pne

i(in une suite de points tendant vers a = it,
contenue clans le domaine D,. Posons z"a — it-\- pn. La longueur de
Timage de l'arc du cercle \z — a\ = p,A joignant zn à z"n dans Dt tend
vers zéro. Donc f{z"n) — /(* r t) -> o. Or les limites de la suite f(z"(t),
puisque z"n tend vers a sur la droite y = t, ne peuvent être que des
points principaux du bout E (a).

Remarquons que la courbe L£ est une courbe quelconque convexe
vers la gauche, tangente en a à l'axe y'y et symétrique par rapport à
la droite y = t. La fonction h(R) détermine la forme des courbes Lt,

et réciproquement; pour que le rapport-^— reste borné inférieu-

rement lorsque R -> o (seul cas intéressant, 7)oir § 3), il faut que la
plus petite courbure de Lt au point a soit non nulle.

THÉORÈME. — Vaxe imaginaire contient une h-plénitude de points
a = it tels que /(s) n'ait pour points limites que des points principaux
de E(a) lorsque z tend vers a dans le domaine Dt limité par la courbe Lt,
convexe vers la gauche, d^équation polaire

cosO~/z(2p) (z = a -h peï0).

En particulier si le bout premier E(«) est de première ou deuxième
espèce et possède un point accessible a, ƒ(*) tend vers a lorsque z
tend vers a dans D£.

Or nous savons justement qu'aux points a considérés, d'après le
théorème fondamental,

(22) ƒ'(*) =

donc si

(23) f y/A(p)-L<0O ;

la longueur de l'image du segment s est finie, et le bout E(a) possède
un point a accessible par un arc de Jordan rectifiable.

THESE J, FERRAND.
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23. COROLLAIRE. — Si Vintégrale (23) est convergente, Vaxe
imaginaire contient une h-plénitude de points a = it tels que f(z) ait
une limite unique a lorsque z tend vers a dans Df.

En particulier pour A(R) = kR (k^> o quelconque) nous retrouvons
un théorème de M. Wolff *[!].

THÉORÈME . — Vaxe imaginaire contient une plénitude de points a = it
tels que f(z) ait une limite unique a lorsque z tend vers a dans un
cercle quelconque tangent en a à y1 y*

M. Denjoy *[2| avait démontré le résultat suivant : Pour tout pointa
d'une plénitude de Taxe imaginaire, les images des courbes
CVifl(| z — a j< = x, Ï <Y <^ 2) sont rectifiables.

Notre méthode directe , toujours fondée sur l'inégalité de Schwarz,
permet de préciser ce qui se passe pour y = 2.

THÉORÈME. — Vaxe imaginaire contient une plénitude de points a
pour lesquelles la longueur 4(p, p7> a) de Vimage d'un arc du cercle
[z — a |2 = kx{k ^> o quelconque) compris entre les cercles \z — a | = p,
\z — a = p' (p'<^ p) satisfait à

Ces résultats sont beaucoup plus précis que ceux qu'on pourrait
déduire de la limitation connue de | f\z) \ (§ 5)

ils correspondent, en effet, non pas aune limitation de [ f{z)\, quantité
qui peut osciller beaucoup sur une courbe C aboutissant en a, mais
à une limitation de la valeur moyenne de \f{z) |2 sur la courbe C.

Malgré ces résultats^plus précis, nous ne pouvons affirmer que les
images des cercles \z — a\- — kx aient une longueur finie pour une
plénitude de points a. Le théorème de M. Wolff, qui nous montre
que ces images sont des arcs de Jordan aboutissant en des points a
déterminés (mais pas nécessairement rectifiables), semble difficile à
améliorer.
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Signification géométrique des résultats.

24. La limitation obtenue pour | / v ( s ) | et celle qu'on en déduit par
intégration

valable dans un angle d'approximation pour une plénitude A1 de
points a de l'axe y1 y, semblent suggérer l'existence, sur l'ensemble r,,
des points a accessibles correspondants de la frontière F de A, d'un
angle d'accessibilité de sommet a intérieure À et d'ouverture au moins

égale à-- M. Denjoy *[3] a montré l'inexactitude de cette hypothèse

en construisant des domaines n'admettant en aucun point frontière,
excepté sur un ensemble dénombrable, d'angle d'accessibilité d'ouver-
ture positive.

Nous montrerons cependant qu'il existe des arcs : \l — a| = p,
0'<^Arg(C — a)<^G" intérieurs à A, la différence 0"—0' étant aussi

voisine de - que Ton veut pourvu que p soit assez petit. Cette étude

faisant appel à l'inégalité de M. Ahlfors sera développée seulement au
Chapitre IV (§39).

Mais la question se pose alors de préciser l'importance de l'ensemble
exceptionnel r, sur F (correspondant à l'ensemble A de y1 y de mesure
linéaire nulle). Il est facile de comprendre que Ton ne puisse rien dire
sur il en général au point de vue métrique : si F a une aire positive,
comme c'est possible, M. Denjoy ayant montré que 7ii a une aire nulle,
TL a une aire positive. C'est donc le mécanisme de la représentation
conforme qui fait correspondre à Vensemble TI d^aire positive un
ensemble A de mesure linéaire nulle pouvant être considérée comme
exceptionnel : et cela justement parce qu'au voisinage des points
considérés la dérivée de la fonction <pÇC) inverse de f(z) prend des
valeurs infiniment petites d'un ordre convenable.

Par contre les propriétés topologiques se conservent dans la repré-
sentation conforme, à condition de prendre pour éléments des .bouts
premiers au lieu de points, et de modifier la notion de voisinage :
ainsi l'ensemble %A de bouts premiers est partout dense sur F et possède
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la puissance du continu. Mais pour ce genre de propriétés l'étude
directe semble préférable.

25. THÉORÈME. — II existe un ensemble T:2 partout dense {topologi-
quement) surF en chaque point a duquel existe un cercle d:accessibilitéyy

intérieur à A, dont la circonférence passe par a.

Démonstration. — Soit Ë un bout premier quelconque de F. Un
voisinage topologique de E est limite par une coupure q que nous
pouvons supposer être un arc de cercle centré en un point principal
quelconque de E; q isole un domaine o dont la frontière contient E.
Soit y l'un des cercles de plus grand rayon contenus dans o. La circon-
férence de y a au moins deux points communs avec la frontière de S et
ne la traverse pas. Ces points ne peuvent être tous les deux sur
l'arc de cercle q (extrémités exclues) sans que la circonférence y
contienne l'arc q tout entier. Donc l'un au moins des deux points,
soit a, est sur la frontière de A (a peut être Tune des extrémités de q)
et le point a répond aux conditions.

CONSÉQUENCE. — Pour tout point a de Vensemble A2 de y1 y corres-
pondant à 7i2, \f

l(z) \ est borné lorsque z tend vers a angulairement.

En effet {voir Chap. III, lemme II, § 34), le domaine A contient un
domaine valable qui est le cercle y ayant même point frontière a. Le

rapport reste borné dans les conditions de variation de z9 d'où
— a

Ton déduit la propriété de /'(-s) au moyen de l'intégrale de Cauchy.

26. Supposons que la frontière F de A ne comporte que des bouts
de première espèce (c'est-à-dire des points accessibles et pas de points
accessoires), ou, selon une définition de M. Denjoy (1), que F soit un
continu cyclique (ce serait une courbe simple de Jordan si tous les
points étaient simples au sens de M. Carathéodory). Alors, pour tout
point a de F, tout point topologiquement voisin de a est voisin au sens
ordinaire (défini par la métrique euclidienne). L'ensemble 7i2 est

(1) G\ IL AcacL Se, t. 213, 1941, p. 975.
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partoutdense surF . Choisissons dans TU un ensemble dénombrable de
points partout denses sur F, a1f a2, . . ., a,,, . . . auxquels correspondent
les cercles y*, y2, • • • > Y«> * • • de rayons p4, pa, . . . , pn . . . . Soit d'autre
part zi , £2, . . . , £ „ . . . une suite de nombres positifs tendant vers zéro
en décroissant. Pour chaque valeur de n, traçons le cercle Cn de centre
a,M de rayon £n p,t. De tout point a de F intérieur à C„, on voit le cercle yrt

sous un angle au moins égal à 28,, (sin G„ = —-—j • Si a- est intérieur

à une infinité de cercles Cft, on pourra trouver une infinité de cercles
de la suite yn, intérieurs à A, et vus de a sous des angles tendant vers TI.
Tl en résulte qu'au point a il existe une suite infinie de secteurs
d'accessibilité S,,

?',> < | C - « | < P;, ^ < Arg(Ç - a) < ©;„

tels que

C'est beaucoup plus qu'on ne peut affirmer aux points de l'ensemble
7i,. Or, l'ensemble des points de F intérieurs à une infinité de cercles
Cn forme, d'après les définitions de M. Denjoy, un résiduel R de F.

THÉORÈME. — Si F est un continu cyclique, il y a un résiduel de points
a de F en chacun desquels existe une suite infinie de secteurs d'accessi-
bilité Sp intérieurs à A.

27. Pour terminer, démontrons une propriété géométrique des
continus bornés F les plus généraux limitant un domaine simplement
connexe A, se rattachant assez étroitement à nos considérations sur
l'aire et précisant une observation de M. Denjoy (').

THÉORÈME. — Étant donné un nombre £^> o quelconque, il est possible de
trouver sur F une chaîne fermée de points a,, a2, . . . • art (aIWH étant
confondu avec a, ), progressant sur F dans un sens invariable {déterminé
parla représentation conforme de AsurD), et telle que V on puisse joindre

( l ) C. H. Acad. Se, t. 213? iQ&t, p- 9/6. M. Denjoy m'a signale une démonstration
directe de ce théorème faisant appel à la topologie.
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chaque couple de points consécutifs an a,-̂  par un arc de Jordan recti-

fiable Aj contenu dans A, de longueur lt satisfaisant à

Démonstration. — A peut contenir le pointa l'infini, mais puisque F
est borné, si Ton représente conformément sur A le demi-plan droit
D(a?^>o) au moyen de la fonction Ç=f(z)9 f{z) reste bornée au
voisinage de Taxe yfy, donc à l'extérieur d'un segment de cercle Kn

défini para?>a?0, |£I<p0 {fig* 3).

Fig. 3.

Soit de même K̂  le segment de cercle(cc>xn, |£|^pn)> &n et prêtant
deux suites monotones positives (xtl-^o, prt->oo). L'aire S„ décrite
par / ( s ) lorsque z décrit le domaine (Krt— Ko) croît avec l'indice n?
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mais reste bornée, et tend vers une limite S lorsque n -^ oc . S — S,,
represente, selon une définition déjà donnée, la charge portée par le
domaine D,, = D —Kft. Pour n assez grand (soit * > i \ ) , on aura

S — S , , < ^ - Soient f*(p/t, oo) la charge portée par le domaine

C(| z | > pft, a? > o) et X(p, oo) la longueur de l'image du demi-cercle
[ z | = p contenu dans D. L'inégalité de Schwarz montre que

f )2(p, oo) -? <7rp.(p„, oo).

Donc on peut trouver un nombre tçn<t<upn tel que

)2(/, oo)^p.(pftî oo) X r ^ 7 <5f/(pn , oo),

ï étant déterminé, on recouvre L'intervalle (— ù, + ii) de J ' J d'inter-
valles égaux de longueur^ d'extrémités 6,, è2, . . . , 6p_4

En chaque point bL on a, d'après (19),

Jo 1

j/.(o?rt, A/,) étant la charge portée par le domaine C/t(|^ — bi\<^oon9oc^>o)
et X(p, bk) la longueur de l'image du demi-cercle \z — b, = p contenu

dans D. Donc, on peut trouver dans l'intervalle "<p<^a?„ une

valeur p/t telle que

Soient *{h(i^k<p — i) les demi-cercles \z — 6A| = pA, a ? > o , de
diamètres a'Aapportés par l'axe imaginaire (ak = blt — ipfx,ak = bk-\-iph)
et yp le demi-cercle | s | = *, ^ > o , de diamètre dpap(ap = —it9

dp = + i t ) . N o u s p o s e r o n s ap+i = aif ap^= d±, j p + i = y i .

Deux demi-cercles consécutifs Y/o T/+i(IS^=/?) s e coupent toujours

en un point jî/l+1. Soit L;t la coupure constituée par l'arc ak$k+] de
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et l'arc (3A+4 öA+4 de yA+1 ; la longueur lk de son image AA dans la repré-
sentation conforme satisfait à

pw, 00).

Or, tout point du domaine Dn est au plus intérieur à la fois à deux
demi-cercles Ch(k<p — i) et à G. La somme des charges portées par
ces domaines est donc au plus égale à 3(a(D„)5 c'est-à-dire à 3(S — S«)

Aux points ai9 a29 . . ., ap de y'y correspondent des points acces-
sibles a*, a2, . . . , a/? de F répondant aux conditions puisque les
images AA des coupures L/t sont des arc$ simples de Jordan rectifiables
intérieurs à à.

CHAPITRE III.

ETUDE TOCALE DIRECTE DE LA. REPRESENTATION.

28. Nous allons passer à Tétude locale directe et géométrique de la
représentation conforme au voisinage d'un point accessible oc de la
frontière F du domaine à. Par deux transformations homographiques
sur les variables z et £ respectivement, nous pouvons nous ramener
au cas où le point a et son correspondant a sur la frontière y'y de D
sont à l'infini. Soit £ = ƒ ( # ) la fonction représentant D sur A
et * = <p(£) la fonction inverse. Le bout premier E(QO) contient, en
général, outre le point accessible a à l'infini, un continu de points
accessoires inaccessibles. Remarquons que le point Ç=roo peut être
multiple et appartenir à d'autres bouts premiers : le point a est déter-
miné par ses voisinages topologiques, images des voisinages de a.

La méthode que nous employons suppose connus les principaux
résultats relatifs à la mesure conforme.
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DÉFINITION. — Soit £0 w« point intérieur au domaine A, y w/i ensemble
de points ) ou^ plus exactement, de bouts premiers de la frontière F de A.
Si, dans la représentation conforme de A sur le cercle C ( | sv j < i) effectuée
de manière quà £0 corresponde le point w = o, Vensemble y a joowr
correspondant un ensemble k de la circonférence K( | #> | = i) mesurable
et de mesure [x, «ow^ dirons que \x est la mesure conforme ( 1 ) f̂e y vw

A, J O ^ [JL = mÇC{)9 y, A).

La mesure conforme est un invariant dans toute représentation
conforme. Il est évident, par une transformation homographique sur
la variable w> que, si y esl mesurable par rapport à un point Ço de A, il
est mesurable par rapport à tout point intérieur à A.

Si y est le complémentaire par rapport à F de l'ensemble y,

wi(Ç0, y, A)r=27r— m(Z0, y, A).

Si Ton représente A sur le demi-plan droit D(a?>o) et si Ton
prend pour y l'ensemble de bouts de F qui correspond à un seg-
ment a1 a de l'axe yfy, y est mesurable dans A et Ton a

tn(l, y, A) — 2 Are

z et C étant deux points correspondants dans D et A.

PREMIÈRE INÉGALITÉ. — Principe de Vagrandissement du domaine ( 2 ) .
Si A' est un domaine contenant A dont la frontière Y1 a en commun
avec F un ensemble y mesurable dans A', alors Vensemble y est mesurable
dans A et Von a

(26) m(ty y, ±)ûm(Ç, y, A') (Ç intérieur à A).

DEUXIÈME INÉGALITÉ ( 3 ) . — 5 / A est un domaine simplement connexe

(*) La mesure harmonique (H. NEVANLINNA *[i], p. 37) est Le quotient par -I-K de la
mesure conforme, appelée aussi angle conforme.

(2) Le premier énoncé fie ce principe (dans le cas où y esl un are de frontière) se
trouve dans le Mémoire do M. P. Monte] *[1], en note, p. 3i. Pour des références plus
détaillées, -voir R. NEVANLINNA *|~1], p. 63.

(3) M. OSTROWSKI *[1], p. 43o? déduit cette inégalité d'un théorème de Milloux-
Schmidt-Nevanlmna, donnant la solution du problème de Carloman-Milloux. (Voir
R. NEVANLINNA *[1], p. 96.)

THESE J. FERRAND.



ne contenant pas à son intérieur le point Ç = oo, -y un ensemble mesu-
rable dans A de points frontières de A contenus dans le cercle £2( Ç I < o),
^ £0 im point quelconque de A &?/ gw<? | £ j = p ̂ > S, on a

(27) mUo, Y, A) ^8 arc ta ni; i / ^ < § i / ^ < l

Végalité n'ayant lieu que si A ej£ constitué par la portion de plan
extérieure au cercle ù, coupée suivant la demi-droite ArgÇ == Arg£0 -+- -rc,
y étant identique, à un ensemble de mesure nulle près, à la circonférence
limitant ù.

29. Donnons tout d'abord une application du premier principe.

LEMME I. — Si le domaine A contient au point a = ao un secteur
d'accessibilité So d'ouverture 2(1)^)0, défini par | £ | > Ru? | Arg£ | <̂  co
<?? fi £ s'éloigne à Vinfini à Vintérieur d'un angle | Arg£ | <̂  co — z9ona

ÏÏmJ

Démonstration. — On peut supposer^ ce que nous ferons souvent,
que Ç = o est un point accessible de la frontière F de A qui a pour
correspondant z = o, sinon on s'y ramènerait par des translations.

Soit £ un point intérieur au secteur So, et c = <p(£) son corres-
pondant dans D {Jig. 4)- Désignons par (3 le premier point de
rencontre de la demi-droite Ow(ArgC = to) avec F lorsqu'on va du
point (30 = R0e

Itl> intérieur a A vers le point frontière Ç = o; p est un
point frontière accessible de A, soit b son correspondant sur y!y, et
inversement soient Y+ et Y~ les branches complémentaires de frontières
de A, déterminées par leur voisinage, correspondant respectivement
aux demi-droites byy byf,

Considérons la fonction harmonique mi (£) définie dans le domaine Ao

constitué par le plan de £ coupé suivant la demi-droite indéfinie j3w
(d'argument co), par ses valeurs :
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m, = 2i:, si £ est sur le côté S~ de la coupure tourné vers l'intérieur
de So (d'argument co — o) ;

m^ = o, si C est sur le côté o+ de la coupure tourné vers l'extérieur
de So (d'argument to -h o) ;

/Wi(Ç) est la mesure6 conforme de o~ vu du point Ç dans Ao. Sur o~
on a m^m, car m<2it; sur y on a m^m, car m = o. Donc en tout
point £ du domaine à, simplement connexe intérieur à la fois à A et Ào,
limité par y et [3//, et par conséquent en tout point du secteur So,

Fig. 4.

s'évalue facilement, si Ton représente Ào sur un demi-plan

au moyen de la fonction Z — vt — %

/»t(Ç) = 27T — W-+- Ar«(Ç — (3).

Si Ç tend vers oc = oo, ̂ r = cp(Q fend vers l'infini. £ et (3 restant fixes,

Àrg(5-~ £) — Args-^o, Arg(Ç— (3) — Ar»Ç->o.

fie l'inégalité
A r g ( Ç — (3) •+- 2 7T — co^2 Arg(r- — Ô ) H - TT,

on déduit à la limite

lim( Àrg* — - Arg
\ 2
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et si ArgC <C w — £*
•: . 71 £
iini Arsj-G <

2

On démontrerait de même que si £->«> dans le domaine

on a
lim Aroc > - ,

d'où, au total, l'inégalité annoncée.
Remarquons, puisqu'il s'agit d'une limitation asymptotique, qu'il

suffirait de supposer que A contient le secteur S,.

Y) étant aussi petit que l'on veut pourvu que Rrj soit assez grand; on
dit alors que a = 00 est accessible par un angle d'ouverture 200.

Ce lemme nous a servi ( ' ) à montrer que si a est angulairement
accessible dans A, la fonction '(,=f(z) a pour limite angulaire
unique a = ac; en effet, à un chemin À aboutissant en a dans un
angle | Arg£ | <̂  co — £, correspond dans D un chemin L allant à Finfini

dans l'angle | Args | <^ —— sur lequel f(z) a pour limite a = 00 . La

proposition résulte alors d'un théorème de M. Montel *[1, p. 19]. Mais
nous avons vu (Chap. II, §20) qu'il n'était pas nécessaire que L soit
contenu dans un angle d'approximation et qu'il suffisait que a soit
accessible pour être la limite angulaire unique de f (s).

La conservation des angles.

30. Définitions. — Nous dirons que la représentation £ = ƒ(£) de
D sur A est semi-conforme au point a a l'infini si le long de tout arc de
Jordan s'éloignant à l'infini dans une direction d'argument déter-
miné ty9 Avgf (2) a une limite 0 satisfaisant a

0 = 7ty H- p. (1, p. const. ).

(1) C. R. Àcnd. Se, t. 212, 1941, p. 977.



Si A = i, la transformation conserve l'angle de deux courbes à l'infini.
Si X yé i, elle le multiplie par le facteur A.

Nous réserverons le mot de conforme pour le cas où il existe une

limite c finie et non nulle du rapport i-~ lorsque z tend vers l'infini

dans un angle | Arg^| <^ 0o<^ - Cette limite est la dérivée angulaire

de f(z). Le domaine A est alors dit valable au point a = oo. Plus géné-
ralement nous dirons que A est valable sur un angle d'ouverture Xu si

le rapport J-~~ a une limite c {o <^c < •») lorsque s tend vers l'infini

angulairement : il en résulte que Arg f(z) — AArg^ a une limite, donc
que la représentation est semi-conforme. La réciproque n'est pas vraie.

THÉORÈME. — 11 revient à M. Ostrowski *[1, p. 447 \* d'avoir trouve
la condition nécessaire et suffisante que doit remplir le domaine A
pour que sa représentation soit serni-conforme à l'infini, à savoir que :

i° II existe un intervalle 6,, ô2 tel que A contienne les secteurs S-

z étant aussi petit que Von veut pourvu que R£ soit assez grand.

2° /Z existe sur la frontière de A deux suites de points telles que

(29) r
Arg Çv-> 0,, -p-

a semi-conformité avec

La démonstration de M. Ostrowski ^') est une très belle application
de la mesure conforme. Le principe, au moins, en est simple et nous

( l) Une autre démonstration de ce théorème, basée sur l'intégrale de Dirichlet et; à
notre avis, moins directe, a été donnée par M. Cateb Gattegno dans le Bulletin des
Sciences Mathématiques^ 1938, Ire Partie, p. 12.
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a servi de point de départ pour l'étude de cas plus complexes. Nous
allons cependant essayer d'en donner ici une démonstration plus
intuitive fondée sur une méthode de Al. Montel *[1, p. 6|.

%M . Démonstration. — S'il y a semi-conformité de la représentation
au point a avec 6 = X ^ + [/., nous pouvons toujours nous ramener par

•K

la transformation Ç/ = (Çer'v>y au casX = i, |/.= o. Alors le domaine
(que nous désignerons encore par A) doit contenir les secteurs Sc

~ - s , | Ç | > Re.

Nous supposerons aussi que £ = o est un point frontière accessible
de A et correspond à .3 = 0 (ou s'y ramène par des translations).
Soil Ç=f(s)9 z = ©(£) la représentation de Ü sur A et de A sur D.

Posons

ij^ (R=consl. positive).

C'est une fonction univalente qui représente sur D le domaine AK

homothétique de A par rapport à l'origine dans le rapport 75 ;

si£ -^o , ? R ( Ç ) - ^ ° ;
 s i £->*>• <pR^)->oc; enfin J9R ( i ) | = 1.

Montrons d'abord que la condition nécessaire et suffisante pour que
la représentation soit semi-conforme à Vinfini est que, quel que soit £

fixe tel que - >

>t, lorsque R — > cc.

La condition est suffisante, car en prenant £ = ein
f on voit que

À r g c p ( R ^ ° ) - > 0 , si , Ö | < - ;
2

l'angle de deux rayons est conservé, donc aussi l'angle de deux courbes.
La condition est nécessaire, car si Argcp(Re'°) ->* 6 quel que soit

°l<£)'
A rg <pR ( Ç ) - > \r- Ç, d o n c <pR ( Ç ) - > Ç

(ArgC est une fonction harmonique uniforme dans A).
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32. La famille des fonctions ?R('C) est définie, pour R assez grand,
dans tout domaine strictement intérieur k Yensemble limite intérieur
restreint des domakics ÀR, et elle est normale dans ce domaine, puisque
les valeurs de 9R(C) tombent dans le demi-plan D. Montrons que les
fonctions inverses fK(s) définies dans D forment aussi une fa'mille
normale. Nous savons que stt=<pK(i) a pour module i, et d'après

notre lemme f où Ton fait to = - J> on a

Représentons D sur le cercle G ( *v|^i) par w — ~—-• Au point zK

correspond wR tel que

= b 8 2

Donc, pour R assez grand,

Posons i/il[s(w)J = '̂H(('V). La fonction gn{w) est univalente dans G,
prend au point wK la valeur £ = i et recouvre pour R assez grand le
cercle de centre £ = i de rayon coss(e ^> o quelconque donné), puisque
AK contient les secteurs homothétiques des secteurs S£. Elle ne recouvre
aucun cercle concentrique de rayon supérieur à i, puisque C = o
appartient à la frontière de tous les domaines AR. Donc (voir P. MORTEL,

*[2]? p. 10) |^K(^K)i reste compris entre deux nombres positifs indé-
pendants de R, et, d'après le théorème de Kœbe, on aura dans tout
cercle G, (j wj <Vi <C O u n e double limitation

De plus, comme gK(<^K) = i ; \gR{w)\ est borné uniformément et les
familles g'K(w) etfK(z) sont normales.

Soit ^oun point fixe quelconque intérieur a D, on peut enfermer
son correspondant w0, ainsi que fpR, dans un cercle Cj fixe. On joint w0

à Ht.̂  par un chemin L complètement intérieur à CA sur lequel |g*k(w)i
reste supérieur à k(ri) = ki. Quel que soit le point w sur L, gR(w)
est univalente dans le cercle de centre 5>, de rayon i — ri ; donc g"R(^)

recouvre le cercle de centre £=g-R(iv), de rayon d= u ^—^-.
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Au chemin L correspond un chemin AK intérieur à AR, joignant les
points C = i et €(0 = fli(zl)), et restant à une distance delà frontière
de AR supérieure à d, d étant indépendant de R. Donc les points fR(js0)
ne peuvent s'accumuler que dans un domaine connexe contenu dans
I?ensemble Limite intérieur complet des AJt et contenant C — i .

Si nous considérons une suite partielle convergente/R„(*)> s a limite
est, comme l'a montré M. Montel, une fonction univalente fo(z) qui
représente conformément D sur le plus grand domaine connexe oo

contenant le point '( = i et contenu dans l'ensemble limite intérieur
restreint o, des domaines AJ{/( de la suite : car la suite ƒ«„(*„) tend,
d'après le raisonnement précédent, vers un point 'C« de oo quel que
soit z0. Et réciproquement^ si Ton considère la suite des fonctions
inverses <pHn(£)» e ^ e s s o n t définies, pour n assez grand, dans un
domaine donné quelconque strictement intérieur à of (connexe ou
non). Dans o0 la limite de ?Hn(0 e s t ^a fonction ço(£) inverse de /0(V>;
dans un autre domaine connexe o< distinct de o0 et intérieur à 3, (s'il
en existe), <pB,,(£) t e n d vers une constante imaginaire pure.

Le cas qui nous occupe ici est particulièrement simple : nous
voulons, quelle que soit la suite R„, que

L'ensemble o0 doit se réduire au demi-plan C^>o. Or, si les suites
de points de M. Ostrowski n'existaient pas, on pourrait trouver une
suite infinie de secteurs Sv intérieurs à A définis par

'*v< I K i < ''v ^JS '*v̂  i > '*v e£ (£ fixé)

et Tune des inégalités

\ < ArgÇ < \ + 0o, - f > \rgÇ > - J - 0Oî

les domaines A/y contiendraient un secteur fixe s homothétique des Sv,
et pour la suite Ary le domaine Sfl défini précédemment contiendrait,
outre le demi-plan (£^>o), le secteur .y. Réciproquement, si les deux
suites Çv, 'Ç, de M. Ostrowski existent, AR admet dans sa frontière les
suites homothétiques dans le rapport ^ J lesquelles ont pour ensemble

limite, lorsque R->ao, Taxe imaginaire tout entier f à cause des
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conditions - ^ -*- i, • ^ -> i ) : donc So est le même pour toutes les

suites R,t et coïncide avec le demi-plan £ ̂ > o.
Qpo(C) doit alors représenter o0 sur D. Or <p(o) = o, <p0(oo) = ao,

|©0(i) | = i. Donc <po(C) = £ et <p0(O ne dépend pas non plus de la
suite considérée. c. Q. F. D.

33. A cette étude se rattachent les théorèmes sur les plis de
M. Ostrowski *[ l , .p . 449-47*]"Le domaine A satisfaisant aux condi-
tions du théorème précédent, M. Ostrowski définit le noyau A* et les
plis Fv du domaine.

Pour Û0^>o assez grand, la demi-droite £^> a0 portée par Taxe réel
est contenue dans A. Pour tout p ̂ > a0, on désigne par (3p le plus grand
arc de la circonférence |£ | = p contenu dans A et contenant le
point C = p- Le noyau A* de A est l'ensemble de tous les points de
tous les arcs j3p. C'est un domaine simplement connexe dont la
frontière est formée de points de F et d'un ensemble fini ou dénom-
brable d'arcs yv de certaines circonférences |£ | = pv. Chacun de ces
arcs yv est une coupure de A qui isole un domaine simplement
connexe Fv contigu à A* appelé pli du domaine.

Si lÇ est un point intérieur ou frontière de A*, on pose p(£) = | Ci-
Si s est un point intérieur ou frontière d'un pli Fv, on pose p(Ç) = pv.
Par la méthode de la mesure conforme, M. Ostrowski démontre le

théorème fondamental suivant.

PREMIER THÉORÈME SUR LES PUS. — Si p(Ç) ->• oo, | ç(C) | ~ ?[?(£)]•

La définition des plis fait jouer un rôle particulier à l'origine. Mais
M. Ostrowski montre que si l'on change d'origine, la nouvelle fonc-
tion p'(£) est équivalente à p(Ç) lorsque p(Ç) -> oo.

34. En rapprochant ce théorème d'une extension du lemme de
Schwarz donnée par M. Julia ( 1 ) , nous obtenons un lemme dont nous
ferons usage dans la suite.

(*) G. JULIA, Jeta Math,, t. 42, 1920, p. 349-355; pour l'application à la représentation
conforme, voir les Mémoires de MM. G. Valiron et C. Carathéodory cités dans l'Introduc-
tion, p. 2.

THESE J. FCRRAND.
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LEMME II. — Si le domaine A contient un domaine A, admettant
aussi a = oo comme point frontière accessible et valable en ce point sur
un angle d'ouverture mu, et si Von représente A sur D par la fonc-
tion s = <p(£) avec correspondance des points à Vinfini, le rapport

• ,Vx reste borné lorsque oCÇ) -> oo.

Démonstration. — Nous pouvons supposer les axes choisis de telle
sorte que A1 contienne les secteurs Se : |Arg£|<^ — —e, |C|^>R£.
D'après le théorème sur les plis, il suffit de démontrer la propriété
pour les points Ç = p de Taxe réel. Soit £ = ƒ , ( $ ) une fonction qui
représente conformément D sur A< avec correspondance des points à
l'infini, et s = <pi (£) la fonction inverse ; A1 étant valable sur un angle

d'ouverture mit, ~ ^ r ^T(O<^X<^OO) lorsque s~>oo M Arg^|<^60
 <CjL\

La fonction <p(C) représente A< sur un domaine D4 intérieur à D.
La fonction <p[fi(z)] = ^ ( 5 ) représente donc D sur le domaine
intérieur D<. D'après le théorème de M. Julia

SI

<?(p)

et, comme

'p ~*1' ~ ~ P Kl&n'
C. Q. F . D .

Application à Tétude des limites de f(z).

35. Nous allons appliquer les considérations précédentes à un
problème qui nous a déjà occupés (Chap. II, § 22), mais cette fois
d'un point de vue local : préciser, selon la configuration géométrique
de la frontière F de A, l'ordre de contact avec y1 y des courbes F
s'éloignant à l'infini dans D sur lesquelles la fonction £ = ƒ ( * ) a pour

limite unique a = 00 [Tordre maximum de contact d'une telle courbe

avec Taxe y!y à l'infini est k = — lim r~^ + 1V En supposant que la
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représentation de A sur D est semi-conforme àTinfini et que A contient -
à son intérieur un domaine A' valable au point a = 00, nous avons
obtenu le résultat suivant.

THÉORÈME. — Si Von peut former un domaine A* contenu dans A
admettant dans sa frontière le point a = 00, mais aucun point accessoire
du bout E(oo), en enlevant de A une suite de domaines périphériques
(poches) Arl9 séparées de A* par des coupures prt d'extrémités an$n sur F,
la coupure pn étant contenue dans le cercle de centre anj de rayon S,,, et
satisfaisant à

(30) Pn->O0, - ->0, (

[fji é t a n t une cons t an l e > o ; ~Rn=\an\? p n — p ( a „ ) ] .

Alors X>=f(z) -+• oo lorsque z = x + iy -^ oo t/a/u le domaine cc>ay~~k

quel que soit a^>o.
Plus généralement, si A contient un domaine A' valable au point a = oc

$wr un angle d'ouverture mu (par exemple un secteur angulaire d'acces-
sibilité) la dernière condition (3o) doit être remplacée par

36. Démonstration, — Soient (//g1. 5) A/t la poche séparée de A par
la coupure pn, et A#

n = A — A/t le domaine simplement connexe restant;
r„ la portion de la frontière F, définie par son voisinage, qui, avec la
coupure p„, limite Anj et correspond à un segment sn de y1 y limité
aux points anf bnf correspondant respectivement à an, $n; zn l'image
dans D du point £ = prt de l'axe réel O£, point qui est contenu dans A
et A'n dès que pn est assez grand.

D'après les propriétés de la mesure conforme

m(p«, Tn, A) = m « j 5n, D) = 2

an étant sur la frontière de A, on a

h m Arg an ^ - <> h m ^ ^ 1.



Puisque

et Arj • a n

o.

D'après le premier théorème sur les plis, si Ton pose rn=
[ z/t

rn=\a„\9 on voit que '" ->i . D'autre part, la représentation étant

semi-conforme, Arg^->- o. Donc

y,
4

J

K

0

D

K

c

K

cc

Fig. 5.

Dans le triangle aabazn la longueur 4 du segment j„ est équivalente

à 2r'

(32)

A r e ^ » donc

— < 8(i -h £,0 4 /-Ö/' lorsque

Soit une suite Çy, de points de A tendant vers un point accessoire co
du bout premier E(QO) à distance finie, p(^)-^ao. Dès que p est
assez grand, £/9 ne peut plus tomber dans A*, puisque ce domaine
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n'admet plus co dans sa frontière. Donc '£p tombe dans une poche Artj.
Il est impossible que l'indice nf) reste borné lorsque jo^-oo, car
l'image d'une poche A„ est un domaine D/M contenu dans D, tout entier
à distance finie. Or si *(,,-> w, z}) -> oo, le point zp ne peut rester dans
un domaine Dflp d'indice borné.

Évaluons la mesure conforme de Fn vu d'un point Ç = ƒ(- ) intérieur
à A„, dans A; si 8/M on a

Ç, ^ A n ) > 2 7 r - 8 i / — — —
V ! s a a I

D'autre part,

Donc | C — «« |

= /»(r, 5,y D)z=2 Arg"

o« entraîne ^ — «H > -» l'angle aflzbn est alors

le plus grand du triangle aflbnz; supposons, pour fixer les idées,

que afl soijL le plus petit angle de ce triangle

A
n~

A
««H

A
-l>n

~ 2

I

2

; — ((a

^ Un

Puisque l'angle en ^ du triangle est obtus? l'ordonnée y de z est
comprise entre les ordonnées de an et b/t et son abscisse x vérifie

x <; //4 tang an < /n —- •

Appliquons cette inégalité à 'Çp et à la poche Artj; lorsque p

—>•

en comparant à (32) on obtient

7T



D'après le lemme II il existe une constante K telle que rn

puisque A contient un domaine valable. D'autre part,

->i, c'est-à-dire If

puisque \yp\ est compris entre | an% | et | bnp\.
Ces inégalités, jointes à l'hypothèse (3o), montrent que cop\yp

reste borné par un nombre H fini indépendant du point w
lorsque p^oo. Donc si s tend vers l'infini dans le domaine x^> H | ƒ |~S
le point £=ƒ(* ) ne peut avoir pour limite aucun point accessoire co
du bout E(oo) à distance finie et f(z) ->oo. Mais il résulte alors d'un
théorème de M. Montel *[i, p. 36], que f(z) a même limite a = oo
lorsque -s-^oo dans un domaine x ^> a \y |~A quel que soit a > o.

Si, plus généralement, A contient un domaine A' valable sur un
angle d'ouverture mu, le raisonnement n'est pas modifié, mais on
a r™ <Kp, v et, pour arriver à la même conclusion, il faut modifier
légèrement l'hypothèse.

Le cas limite k =— i correspond à la convergence angulaire déjà
étudiée. La condition (3i) n'impose alors rien de plus que la semi-
conformité de la représentation; mais, comme nous l'avons vu, cette
condition n'est nullement nécessaire. Il semble difficile d'obtenir
pour h ̂ > — i des conditions à la fois nécessaires eb suffisantes.

37. Exemples. — Pour k = o nous obtenons une condition
suffisante pour que ƒ(*) ait pour limite unique a = 00 lorsque z~>œ
dans un demi-plan quelconque (x^> # > o), ou, si l'on représente D
sur le cercle C( |w|<i) et posant f[z(w)] = g(w), une condition
suffisante pour que g(w) ait une limite unique lorsque w tend vers
un point de la circonférence K( |w| = i) en restant dans un cercle
tangent intérieurement à K en ce point.

La condition est toujours satisfaite si la frontière de A est toute
entière comprise entre deux droites, par exemple entre \ = o
et $ = — 1 , ce qui n'exclut pas l'existence d'un bout premier
admettant pour seul point accessible a = GO et possédant un continu de
points accessoires, comme le montrent les deux exemples suivants
Xfig* 6 et 7).
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Dans ces exemples, le domaine A est formé par le demi-plan £ > — i
dont on a ôté soit {fig. 6), les segments

n = m{\-\-1), — i<£<|o (m entier quelconque);

soit {fig. 7), le continu

Dans les deux cas, le bout E est constitué par la droite £ = — 1 en
entier. Il suffit de prendre pour coupures pn des segments parallèles à

Fig. 6. Fig. 7.

Taxe réel; leur longueur est toujours inférieure à 1. On pourrait aussi
prendre pour coupures pn les arcs de cercle centrés à l'origine qui
limitent les plis : alors A* serait le noyau de A. Dans tous les cas, on
peut choisir les points a„ de manière que p„= R„ et la condition (3o)
est satisfaite.

La propriété peut d'ailleurs se démontrer directement comme
application d'un théorème de M. Julia étendu par MM. Valiron et
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Carathéodory : on sait en effet que, dans ce cas, il existe une
constante c (o < c < oc) telle que

Donc, si ^ = a ? + £ / - > a o clans le demi-plan a?^>c, nécessaire-
ment, £->o>. Le résultat se déduit alors du théorème de M. Mon tel.

Plus généralement, si la frontière de A est comprise entre les
courbes

( C ) £ = A1 VÎ - A

( C ) ; = B | Y Î J - ^ > ' l > " ~ 1 •>

les conditions du théorème sont satisfaites. Remarquons que c'était
la condition suffisante trouvée par MM. Bessonoff et Lavrentieff (1)
pour que le domaine A soit valable.

Il suffit d'ailleurs que A contienne le domaine A, valable défini
par Ç> A j y] |~/l et possède une double infinité de points frontières an,
an {fig. 8), compris entre les courbes CC', tels que

2

V P 8 « ^ - J , «;,->«, R;i+,-R;(<.,uR^ (R ;= |« ;D
2

En effet, on peut supposer, sans restreindre la généralité, que le
point ain est une extrémité de Tare du cercle | £ | = | a„ | qui appartient
au noyau de A, sinon on le remplacerait par une extrémité convenable
de cet arc. Alors p,,= |a,t| = Rrt. On prendra ^ = a / ( + 4 et prt sera la
coupure constituée par deux segments parallèles à l'axe réel limités à
leurs points de rencontre a^)0L^]_hl avec C, et par l'arc de C qui
joint a£} à a^+1. La longueur de cette coupure est de l'ordre de R/I+1 —R„,
donc elle satisfait à (3o). On opère de même sur les points <x!n.

Remarquons que les suites cctl9 a'n satisfont aux conditions de
M. Ostrowski, et que leur existence entraîne la semi-conformité de
la représentation; on verra au Chapitre IV qu'elle entraîne même
l'existence d'une dérivée angulaire.

( i ) BulL Soc. Math. France, t. o8, 1930. p. 175-198.



Pour terminer donnons un exemple~distinct des précédents (Jîg. 9).
Étant données deux suites de points art, oîfl sur Taxe imaginaire
(a„ = 2*R,„ 0La = — iR^) s'éloignant à l'infini et satisfaisant à

Fig. 8. Fig. 9.

le domaine A est constitué par le plan de £ dont on a ôté les coupures
formées par les demi-cercles

le bout E est formé par l'ensemble des points de l'axe réel négatif O?'.
Les conditions (3o) sont satisfaites.

CHAPITRE IV.
CONDITIONS D'EXISTENCE D'UNE DÉRIVÉE ANGULAIRE.

38. Nous rappellerons tout d'abord les résultats de M. Ahlfors.
Nous supposerons toujours, dans ce qui suit, que A admet le point

a = 00 comme point frontière accessible correspondant à a = oo et le
point (3 = 0 correspondant à 6 = o.

THESE J TERRAND
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On pose
a = logÇ = X -h i\~, s = Iog\c = u -+- iv>

a(C) et s(z) sont deux fonctions uniformes respectivement dans A
et D qui représentent A et D sur deux domaines £2 et B. Soit (3p le plus
grand arc du cercle |£ | = p, contenu dans A et coupant un arc de
Jordan donné joignant |3 = o à a = oo. Dans le cas où A contient les

secteurs S£M Arg£| <^ - — s, |Ç| > Re), donc pour p0 assez grand la

demi-droite r\ = o, £ > p0, Taxe (3p sera choisi de manière à couper
cette demi-droite pour p > p0; lorsque p varie cet arc engendre le
noyau A* de A. Soit 6p la coupure du domaine D image de (3p dans la
transformation z = <p(Ç). @P et Fp seront les coupures correspondantes
des domaines Ü et B. On désigne par ©(p) la longueur de la coupure
©p; par wa(p) et «i(p) respectivement le maximum et le minimum de
u = logr sur la coupure &9.

Alors si

on a la première inégalité

(33) J
Cette formule se démontre à l'aide de l'inégalité de Schwarz. Jointe

à une deuxième inégalité qui donne une limitation en sens inverse,
mais, dans des cas plus restreints, et dont nous ne nous servirons pas
ici, elle a permis à M. Ahlfors d'établir le théorème suivant.

THÉORÈME. — Pour qu il existe une dérivée angulaire

r> * r

A. // est nécessaire que Vintégrale

(34) r9ff
J±

soit bornée supérieurement et que pour tout domaine A contenu dans A,

symétrique parrapvort à Vaxe réel, pour lequel la fonction associée ®(p)
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est à variation totale bornée, Vintégrale

(35)
e(p) P

bornée inférieurement.

B. ƒ/ «fw ẑ* £*/<? « /'o/i désigne par [AV fe maximum de j ArgÇ |

/a frontière de A joowr Kv< |C j< Kv^, K étant une constante positive
quelconque supérieure à 1, et si Von pose

= p.v si p.v

= 0 Si |JLV

la série ^ v̂ converge (A) ainsi que Vintégrale

(36) /

39. Citons, comme application de la première inégalité, l'interpréta-
tion géométrique des résultats du Chapitre II. Nous avons vu que, pour
une plénitude de points a de y1 y, lorsque z -> a dans un angle d'appro-
ximation ƒ (a) a une limite oc(a) et

Par les transformations homographiques^1 = _̂  ? C zz= ̂  _ Qn se

ramène au cas où ̂  = f(z) -> oo, lorsque 2 -> 00 f | Arg^ j <^ - —
Alors

^-—-^ac, logp — -logr-^oo,
/ 2

( ! ) M. Grootenbœr a montré qu'on pouvait remplacer cette condition par la suivante,
un peu plus générale : Xv étant défini dans l'intervalle pv ^ | Ç | ^ p v - H il suffit que les

séries 2 ^ e t ZJ ^V log ̂ - ^ convergent.
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d'après l'inégalité d'Ahlfors

' R 2 0 ( p ) - 7 r ^ p v i _f ^ — „L _^ _|_ oc lorsque R-->oo.
0(p) p 4

Donc, quel que soit Ro, on ne peut avoir constamment pour R^> Ro :

0 <^ -• Autrement dit, il existe une infinité de valeurs de p pour les-

quelles A contient un arc (3p du cercle | £ j = p de mesure supérieure à

-• Et plus précisément, la valeur moyenne de ©(p) calculée en prenant

logp pour variable, dans l'intervalle i^p^R, a une limite inférieure

au moins égale à - lorsque R -> oc .

4Ü. Propriétés de Vintégrale de Poisson. — Soit

une fonction holomorphe dans le demi-plan droit D et sur sa frontière
yfy(x^L°) dont la partie'réelle G(a?,/) prend sur Taxe y!y une suite
continue de valeurs, soit §*(ƒ). L'intégrale de Poisson (1) transformée
donne

Supposons maintenant que F(s) soit holomorphe seulement dans
l'intérieur de D et pas nécessairement sur yfy. On considère alors la
fonction continue g\(y) = G(s, y) et l'intégrale

cQ.indépendante de £ dès que s < ccQ

Supposons que G (a?, y) soit bornée et tende vers une limite g (y)
lorsque, y restant fixe, x tend vers zéro, pour toute valeur de y,
excepté au plus pour un ensemble E de points a=^iy de l'axe J ' J
tel que

Voir FATOU, Acta Mathematica^ t. 30, 1906, p. 36o.
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Si Ton fait tendre z vers zéro, l'intégrale (37) existe à la limite
comme intégrale de Lebesgue, car la limite de gz(y) est une
fonction g(y) bornée, de première catégorie, donc mesurable, et
définie en tout point de y1 y étranger à E. Bornons-nous à considérer

( 3 8 ) H (a? 0 , O ) — Ï T ( Ï , 0 ) = -

Pour que H(a?0, o) ait une limite finie lorsque ccQ tend vers l'infini,
il faut et il suffit que l'intégrale de Lebesgue

1 -h y-
— £"(—7)1 ¥ _j_ " ,2

 s o i t convergente.

On voit que dans cette intégrale on peut négliger Vensemble E.

41. Appliquons ces considérations à la fonction

/{s) étant toujours la fonction qui représente conformément D sur A;
on a

I ArgÇ — Arg^j < 3TT.

D'après les résultats du Chapilre II(§21)(*), si z tend vers un
point a = it de Taxe y1 y sur une parallèle à Oxy le point Z = f(z)
tend vers un point accessible de la frontière de A à distance finie ou
infinie, excepté au plus pour un ensemble E de points dey'y tel que

Cdy
JE y

donc a fortiori
dy

Si f(z) a une dérivée angulaire c— lim j^ 3 log ' ^ ^ o ) tend

vers la limite finie loge lorsque œQ tend vers l'infini. Pour cela il faut
et il suffit que si Ton pose

X1) On applique le résultat ici au voisinage de a = », ce qui est possible, parce que
f(z]) est définie dans le demi-plan D -entier et qu'on étudie les limites de f(z) sur la
sphère de Riemann.



'intégrale (3g) f [g(jy)~g(—y)]^ converge.

[g(t) existe si le point a = it n'appartient pas à EJ.
Si le domaine A est symétrique par rapport à Taxe réel,

(notations de M. Ahlfors).

D'après une remarque de M. Ahlfors il est suffisant, pour l'exis-

tence d'une dérivée angulaire, que le rapport } * \ reste borné

inférieurement et supérieurement lorsque z tend vers l'infini sur un

chemin L contenu dans un angle |Arg^ |<<-—e, par exemple sur

Taxe réel; donc il suffît que l'intégrale (3g) soit bornée en module.

Conditions suffisantes.

42* Pour qu'un domaine A soit valable, il suffit qu'il contienne un
domaine valable A, et soit contenu dans un domaine valable A2 : car
si A contient un domaine valable A<, nous avons vu (lemme II, Chap. III)

que le rapport ,5 est borné angulairement, et Ton montrerait de

mêmequesi Aestcontenu dansun domaine valable A2, le rapport , p \ ,
Ie? (K) \

est borné. La condition cherchée se décompose ainsi en deux parties.
Comme domaine A1 nous prendrons un domaine simplement con-

nexe, symétrique par rapport à l'axe réel, contenu dans le demi-plan
droit ^ o et limité par un arc de Jordan. Pour qu'un tel domaine
soit valable, il faut et il suffit que l'intégrale, toujours positive,

soit bornée.
Pour former Af (fig. io), nous nous donnons une suite positive

croissante quelconque p o p2, . . ., pv, . . . (pv->a>) et nous désignons

comme précédemment par pu, le maximum de 1 Arg£| sur la frontière

de A pour Pv5|£|5Pv+o par v̂ le plus grand des nombres o et pv
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AÏ sera l'intérieur de la région formée par îa réunion des secteurs

pv^ | C | S pv+* > | ArgC | ̂  - — Xv. La frontière de A, est une lign'e brisée

formée d'arcs des cercles |£ |==pv et de segments des demi-droites

Ç| = -—^.v* Dans la représentation conforme de A< sur D

= f^z); z = opi(C)] réalisée de manière que les points à Tinfini et

T

v+1

77, X

Fig. io.

les axes réels se correspondent, il y a correspondance continue entre
les frontières. Posons

Considérons le segment av v̂ de la frontière de A4. Il est dans le
cercle Fv : | C — ïRv|<pvziv, d'autre part Tare j3v«v+i de la frontière de A1

est intérieur au moins

si

Donc, tout point frontière de Ai tombe au moins dans un cercle Fv ou
dans son symétrique par rapporta l'axe réel. Soit Av le domaine formé
des points du demi-plan droit (£ ̂ > o) extérieurs à Fv.
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D'après les propriétés de la mesure conforme, si av est un arc
de frontière de A, contenu dans I \ , Kv la demi-circonférence
(| £ — ipv | = pvMVf £ > o) qui limite Av, et C un point intérieur à la fois
a Av et AM on a

/n(Ç, C7V, A,)^/n(Ç, Kv, Av).

Appliquons cette inégalité au point C = pv de Taxe réel, intérieur
à A< et Av si v est assez grand,

/« ( pv, kv , Av ) = 4 Arg = 4 Arc tang — .
l t ^ 1 —(— t ( J

4 Arc g .
t ^ 1 —(— t ( y J jL — II y

Dès que z/v est inférieur à i on a

Le domaine Â  est un domaine « sans plis » dont la représentation
sur D est semi-conforme à l'infini siXv->o. Alors, d'après le théorème
sur les plis de M. Ostrowski (§ 33), si l'on pose

on voit que

en outre, si z/v->- o,
pVH-1

Soit v̂ le segment de l'axe y y correspondant à l'arc av. Il est vu du
point £ = '% de Taxe réel sous un angle çv

-m(r\, ,?v; D ) = - w ( p v , o"v, A , )

Donc cpv-^ o et la longueur /v de JV est équivalente à \/2 rvpv, d'où

/v<4\/2 ;\Mv(n-ev) (ÊV->-O).

Sa longueur logarithmique, soit dv= f -—•> est limitée par

û?v< 4\/2 «v(i + £i) (cv-^o),



donc rfv<^ 6uv pour v assez grand (soit v ̂ > v0). D'autre part, sur <jv le

maximum de Arg£ est Xv

Tout point de la frontière de A, appartient au moins à un arc av ou
à son symétrique a[, par rapport à Taxe réel, donc les segments sy

recouvrent le demi-axe positif Qy

pVH- I — pv

Posons log£^ii = à,. La convergence de l'intégrale (3Q' ) est assurée

si les deux séries ^Xl et ^ Avov sont convergentes.

THÉORÈME I. — Si les deux séries \ À* <°/ % Avov $on£ convergentes, le

domaine A, « / valable.

EXEMPLE. — Soit A le domaine obtenu en enlevant du demi-
plan £ ̂ > o les arcs de cercle

M. Wolff ( ' ) a démontré, dans ce cas particulier, que la condition
nécessaire trouvée par M. Ahlfors, à savoir la convergence de la

série V0^, était aussi suffisante. Ce résultat nous apparaît comme

une application du théorème I : donnons-nous en effet une suite £v

décroissant assez vite pour que la série ^ 6 v s v soit convergente, et

(*) C. R. AcacL Se, t. 200, 1935, p. 63o. Aï. Ahlfors avnit trouve comme condition

suffisante la convergence de la série

THESE J. FERKAND.



satisfaisant en outre à ev
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g 1 On prendra

p,v = Rv e-z-, i = R v # + S ?.2V = 0 v ,

43. Nous prendrons pour domaine A2 la réunion de A et du demi-
plan droit £^>o. Supposons que le domaine A satisfasse aux condi-
tions (29) de semi-conformité de M. Ostrowski (avec 80=— 81 =H- - Y

On peut donc trouver sur sa frontière deux suites infinies de points £,„
lQp telles que

71

2

log ^
= on -> 0,

Les deux suites peuvent être ordonnées de manière que

R«+J>R/O R;/Tl>R;„ donc àn>o, 3;,>o.

Cherchons à quelles conditions supplémentaires doivent satisfaire
ces suites pour que le domaine A2 soit valable. Posons

%,=

A r g C „ -

0

- A r g Ç , -

71

2

7T

2

si

si

si

ArgÇB

ArgÇ«

Argr;

>

<

<

71

2

7T

2 '

—

si

Considérons le plus grand arc (supérieur à it) du cercle | t | = R/t

contenu dans A2. Soit an l'extrémité de cet arc qui a un argument
positif; c'est un point accessible de la frontière du noyau de A2. On
définirait de même le point ap d'argument négatif

2
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Nous désignerons par qn (fîg. 11) la coupure du domaine A3 formée
par les deux arcs de cercle

| Ç | = H n ,

et du segment de Taxe imaginaire joignant les points i"Rft, ^R/ï+1. Cette
coupure isole une poche ùn du domaine A2 située dans le demi-

Fig. I L

plan 'i <^ o. Le cercle | Ç — ï'R,t | <Rftpra contiendra la coupure p;i si Ton
prend

R»

S'il existe un point 'C intérieur à ü^ et extérieur au cercle TH :
yÇ — «Rnl^iGRn^n, on aura, en désignant par yftla portion de frontière
de A qui, avec qn, limite ûn[par application des inégalités (26) et (27)],

271 —
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Donc si z9 au, an^i sont les points correspondant respectivement
à £, a,l9 an+i dans la représentation conforme de A2 sur D [réalisée
p a r t = / 2 ( - s ) , z = y2ÇC), avec correspondance des points à l'infini],
on verra du point z le segment sn de l'axe yfy joignant les points aM

afl+A sous un angle ©rt

2 2

Donc ^ est intérieur au demi-cercle cn tracé sur sH comme diamètre et
contenu dans D.

On opère de même avec les points a/}i a ^ et pour toutes les valeurs
de n et p, on ôte du domaine A2 tous les points, s'il en existe,
intérieurs a une poche O„(Q^) et extérieurs au cercle corres-
pondant r„(F)y); soit A3 le domaine restant, limité par des arcs ^ , ^
des circonférences Frt, T'p et des portions de frontière de A2; soit D le
domaine intérieur à D qui correspond à A2 dans la transforma-
tion s = p2(£). Les arcs de la frontière de D correspondant aux
aixs Yn s o n ' intérieurs au demi-cercJe cn,

Keprenons pour le domaine A2 la démonstration de la première
inégalité de M. Ahlfors*[l, p. 8]. La coupure (3p sera le plus grand
arc (supérieur à -n) du cercle | Ç | ^ p contenu dans A2 et @(p) sa
mesure en radians. L'image de (3p dans la transformation z = cp2ÇÇ)
est une coupure b? du domaine D portée par la coupure bp image de (3p

et n'en différant que par deux petits arcs contenus respectivement
dans deux demi-cercles cn, cpJ les indices n et p étant déterminés

:

La coupure bp sépare l'origine du point à Tinfini dans D. Donc aH

est sur Oy, a//+i sur Oyf.
Posons

Lorsque p -> oo,
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Faisons les transformations a = log£ = X + * Y, s = logz — u -h iv

(Jig- 12); la coupure b9 a pour image une coupure Tp du domaine B

transformé de D, de longueur /(p), et portée par la coupure Tp de la

bande B(|e | < -)» transformée de b?9 de longueur

i

B

V

C

Fig. 12.

Soit A / (= logtf?l, Â  = logfl^. Nous allons montrer que les extrémités
de la coupure Tp sont contenues respectivement dans les demi-cercles
C/t, C'p tracés sur les segments S;i (joignant An, A/i+,) et Ŝ  (joignant A ,̂

A^t)comtne diamètres, de rayons respectifs -"> -/y et contenus dans B.

Soit en effet P le demi-plan
cercle Cn, et s = log r̂,

- , z un point intérieur au demi-

or
?n(,ç^ S /o P ) — 2 Àrg •

— An

. = »»(=, *„, D),

= 2 Arg —

Donc ^ est intérieur au demi-cercle C„.
De même si z1 est intérieur au demi-cerclec'p9s

f— \ogz' estintérieur
à Cy'. On applique ceci aux extrémités de b9. c. Q. F. D.

Désignons par

w(p) Toscillation de u = log | cp2(Ç) | sur Tp,

w(p) Toscillation de w = Jog | q?2(Ç) ! sur Tp^
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d'autre part, en appliquant l'inégalité de Schwarz,

ds_
7h d\,

d'où l'inégalité

0(P)

]-dp^

ö(p) "e,

, J's dP

lu d\,

ds
da

dX dY,

en posant

Soient /\(p) et ra(p) respectivement le minimum et le maximum de
cp2('() | sur bp, de même r1(p)et r2(p)le minimum et le maximumr =

de r sur

—loar t(p); w

^ lorsque
loo /, (p) — lo^ r4(p) < dn-+- d'p
]og r2(p) — log rî(p) < rfn+ «?,;

En reprenant le calcul d'Ahlfors *[1, p. 9], on a> si p2>> p, e*7",

or, d'après la construction de A2, on voit facilement que

les indices ni et na, /?1 et p2 dépendant de p̂  et p2. Or

1 »

dès que o„= l o g - ^ 1 est assez petit, on a ^ o „ 20,,.
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Si les séries

convergent, il en est de môme de l'intégrale

ë r 9 rido
° o — / „ l

-A p B ( p )
do et/ Â d o

• ;. p0(p) '

est borné lorsque p -v oo. Alors

l^ï dp dp H- K (K = const.).
0 ( )

Pour montrerque log ̂ -—^ reste borné inférieurement lorsque p ^ oo,

il suffit de montrer la convergence de

J, ' p0(P) TTJ,
^ . < i r ( r f . + r f ; ) îS .
p 0 ( P ) TTJ, ' P

Alors le domaine A2 sera valable, car on sait déjà, puisqu'il contient
i f y \

le demi-plan £ > o (lemme II, § 34), que log • y \ ; reste borné supé-

rieurement. Il suffît donc que les séries *^dttotl et ^ r f ^ convergent.

Nous ne savons pas limiter dn comme pour le domaine A,. Mais

log ' ̂ ' ^ !• est borné,
N N

1 PN V 1 * 1 ?2 ( # N ) V 1 7
l0SpT = l ó « ' log ^ T ) = 2 - * -

Posons
^(rfn— dn) — SN;

SN est borné, S ^ ^ A
N N N



— 72 -

la série ^ o ^ est supposée converger. Soit B sa somme

2 'h S* < B + 2 ( s« - s « - ) ô" = B + SN ÔN -+- 2 S» ( 3* - ô/1+, ),

Pour que la série ^ditoti converge, il suffit donc que les séries

e t

II TZ 1 / / 3= 1

Mais la convergence de ^ ö«+< o« est conséquence de la convergence
n~ 1

ai se

de ^Qnon et

THÉORÈME II. — Pow ^we fc domaine A3 JOZÏ valable, il suffit que les
six séries suivantes soient convergentes

7} — 1 /i = t

Remarquons que les suites Çrt, ^ dont nous sommes partis sont
arbitraires; l'existence d'un tel couple de suites suffît pour que À2 soit
valable.

44. Interprétation. — La convergence des séries ^ 0,, oH et

exprime que les points £n, XJp sont situés sur une courbe F' limitant un
domaine A' pour lequel l'intégrale (36) converge (on peut prendre
pour F' la ligne brisée joignant ces points dans Tordre; A'satisfait aux

conditions suffisantes de M. Ahlfors). La convergence des séries
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et V o* exprime que ces points sont assez rapprochés les uns des

autres. Enfin la convergence des séries V | on— o/H_41 et
est une condition de régularité dans la répartition de ces points, qui
est assurée en particulier si les suites ott et o'p sont monotones non
croissantes.

Fig.

EXEMPLES. — Soient A et B les domaines symétriques formés en
ôtant du plan Ç = Ç + IYJ, pour A

les demi-droites \ < o} Y] — ± Rrt ;

pour B

les demi-circonférences £ < o, ] Ç | — Rrt et le demi-axe Ç < o} v = o ;

Rt, R2, . . ., R/l? . . . étant une suite positive croissante tendant vers

l'infini. Si, en posant o, i=log^±i> les séries ^ ° I e t

ti — l

convergent, les deux domaines A et B sont valables.
THESK J- PBRRAND. 10
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Pour le domaine A, avec les notations de M. Ahlfors, on a,

TT = 2 a i e COS — ;

si p = Rn + l ï

Il existe deux constantes positives k et k! telles que

f "+1

La condition suffisante de M. Ahlfors [convergence de Tinté-

grale (36)] exigerait donc la convergence de la série^T^! ce qui est
no

plus restrictif que la convergence de^S*. Quant à la convergence de
yi=r1

l'intégrale (35), ici équivalente à la convergence de l'intégrale (36),
elle n'est nécessaire, d'après l'étude de M. Ahlfors, que si la fonc-
tion 0(p) est à variation totale bornée, ce qui exige déjà que la

série 'V Arc cos g-2- converge, c'est-à-dire que la série V y/on converge.

Pour le domaine B, on a

r7Tj s^il existe une valeur de n telle que p ~ R „ ;

27T, dans le cas contraire.

Donc, l'intégrale

est toujours divergente lorsque p-^-oo, et les critères de M, Ahlfors
sont ici inefficaces.

THÉORÈME {résumé). — Si le domaine A satisfait aux conditions du

théorème I, le rapport {il reste borné lorsque £ ~> oo.

Si le domaine A satisfait aux conditions du théorème II, le rap-

port " reste borné lorsque £ -»- oo .
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Si le domaine A satisfait à la fois aux conditions I et II; il est
valable ( ' ) .

L'inégalité d'Ahlfors ainsi affinée permet dans certaines applications
d'obtenir des résultats plus précis, par exemple dans la démonstration
du théorème de M. Denjoy sur le nombre des valeurs asymptotiques
des fonctions entières. Supposons que la fonction entière F(C) ait une
limite lorsque £ décrit un continu V tel que celui représenté sur la
figure i5, possédant une double infinité de points £„> ^ satisfaisant

Fie. i5.

aux conditions du théorème IL Le domaine A formé des points du
plan extérieurs à F est contenu dans un domaine valable A2.
Si le domaine A est sans plis, on peut le représenter conformément

sur le demi-plan D de manière que , Jx , reste borné. La fonc-

tion G(s) = F[i/
i(s)] est définie dans D et satisfait aux conditions du

théorème de Lindelof. On a donc, si M(p) désigne le maximum

(1) Dans une première étude, fondée uniquement sur la mesure conforme (G. R.
Âcacl. Se, l. 212, 1941, p. 977), nous avions établi des conditions du môme type, mais
plus restviclives.
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de ]F(O| sur le cercle |£| = p, l im l o g M ( p ) > o. La fonction F(Ç)

est d'ordre i au moins, alors que l'ordre minimum fourni par les

conditions de M. Ahlfors est seulement -•

Discussion des résultats. Conditions nécessaires.

45. Une condition nécessaire et suffisante pour l'existence d'une
dérivée angulaire est la convergence de l'intégrale (39). Or, à notre
connaissance, les conditions géométriques suffisantes établies jus-
qu'ici reviennent à la convergence absolue de cette intégrale : c'est
bien ce qui se passe dans le cas, le plus fréquemment étudié, où le
domaine A est contenu dans le demi-plan \ > o et où l'on a

ou si le domaine A contient ce demi-plan [g(y)<^o, g(—
Ces conditions sont donc trop restrictives. Nous allons montrer
qu'elles permettent une conclusion plus précise que l'existence d'une
dérivée angulaire.

THÉORÈME. — La convergence absolue de Vintêgralc (3()) est la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que, si z = œ tend vers Vinfini sur

I f( T ) S
Vaooe réel, la fonction log ' ait non seulement une limite finie,

mais une variation totale finie.

Démonstration. — Examinons d'abord les deux cas particuliers :

a. A est contenu dans le demi-plan £ ̂ > o. D'après (38) on a

donc, si xA ^>ccQ,

la fonction log ——— est non croissante.
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6. A contient le demi-plan £ ̂ > o. On aura cette fois, si a?*

fonction log-^—— est non décroissante.

Dans le cas général, puisque l'intégrale (3g) est absolument

convergente, on peut la différentier sous le signe ƒ •

La variation totale de 4>(;r) est bornée. c. Q. F. D.

46. L'exemple de M. Ahlfors nous a montré, dans un cas parti-
culier, la portée du théorème 1. Pour discuter les résultats du théo-
rème II, nous nous placerons dans le cas d'un domaine A sans plis,
contenant le demi-plan £^>o, symétrique par rapport à l'axe réel et
limité par un arc de Jordan continu, auquel cas g(y) = — g(—y) <C °>
et sur la frontière o = \f(iy) \ = | ƒ(— iy) \ est fonction continue non
décroissante de y^> o.

Enfin nous utiliserons le lemme suivant :

LEMME. — G(X) étant une f onction continue non négative pour X = o,

si rintégrale I G(X)dX est convergente, on peut trouver une suite

croissante de valeurs de X : X1, X3, . . . X„ . . . (Xrt -> + oo) telle que les

séries^?(Xn^i—Xn)
2 et^(K.n+} — Xft) G(X / l + i) soient simultanément

convergentes.



DémoiistniUon. — Remarquons d'abord que si Ton connaît une suite X7i relative aune
fonction 1T(X) constamment supérieure à G(X), la môme suite convient pour G(X).
Nous allons déterminer une suite Xn relative à la fonction H(X) égale, pour chaque

A aieur de X, au plus grand des deux nombres G (X) et ~ • L'intégrale (4o) ƒ H(X) dX.

est évidemment comergente. La suito X« sera déterminée par récurrence {Jig. 16) :

Fig. 16.

Xn étant supposé connu, nous prendrons pour Xn H l'abscisse du premier point de
rencontre Bn de la demi-droite Y = X — X f t(X > Xw), issue du point \ n d'abscisse X«
de Taxe OX, avec la courbe Y = H(X). Soit Àn + i la projection de Bft sur ÖX. Lo
triangle Tn(A« An + t B«) est tout entier dans la région définie par o^Y<H(X) , X > o.

Son aire est I ( X n + 1 — X n ) H(X« + J ) . Or G(X n +O^H(X„^i ) = X a + i — X « . On

prendra X J ^ I quelconque. La somme des aires des triangles Tn est bornée par l'inté-
grale (/[o). La convergence des deux séries en résulte immédiatement. Il suffit de montrer
que Xn. tend vers l'infini. Or Xn+i — X n = H(XÏH_1)^Xâ+1 • Donc X« ne peut avoir
aucune limite finie. c. Q. F. D.

De la convergence de l'intégrale / g(y) — * nécessaire à l'existence
J \ y

d'une dérivée angulaire, on déduit alors l'existence d'une suite crois-
sante yA, y2f . . . , yn9 . . . (yn -> 00 ) telle que si l'on pose

les séries ^ dn§n+x .et ^ d\ convergent
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Soit

Posons

La méthode de la mesure harmonique permet de montrer que Ie

rapport ~ reste borné lorsque /z-^oo. Donc les séries 'V K e^
O

i+i S,i convergent. Or, d'après le théorème II, ü suffît, pour que le

domaine A soit valable, qu'il existe sur sa frontière une suite de points 'd
(auxquels on associe leurs symétriques Cl) pour lesquels les trois

iJO 00 20

S ^ e s -̂J °«» 2 ^ " + l °rt C^ ̂ J l̂ 1*4"1 — °"l S0^en*: convergentes. Seule la

convergence de la troisième série pourrait donc ne pas être nécessaire :
mais c'est une condition de régularité qu'il semble difficile d'éliminer.

Vu et approuvé :

Paris, le 28 avril 1942.
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PALL MONTEL.
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Paris, le 28 avril 1942.
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