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PREMIERE THESE

SUR LES SYSTEMES DE POINTS DU PLAN
APPLICATION AUN COURBES GAUCHES ALGEBRIQUES

Par M. M. LEGAUT,

Agrégé préparateur a 1'Ecole Normale Supérieure.

INTRODUCTION

1. La premiére partie de ce travail est consacrée a I'étude de quelques problémes
qui se posent trés naturellement an débul de la géométrie algébrique. Que peut-on
dire sur la formation el les propriétés d’un systéme de points situés dans son plan?
Comment peut-on les classer, les déduire les uns des autresd Peut-on les caractéri-
ser, au moins relativement a cerlaines de leurs propriétés, par un ensemble fini de
nombres enticrs? En particulier, quel est le nombre de conditions imposées a une
- courbe de degré I pour passer par un systéme donné?

Un probléme de celte catégorie fut posé¢ pour la premiére fois par Cramer,
lorsqu’il considéra les n* points d’intersection de deux courbes de degré n. Un peu
plus tard, Cayley (Cambridge Mathemalical Journal, vol. 3) éludia le systéme des
.mn points communs a deux courbes de degrés n et m. Il montra qu’en suppo-

sant m > n, toule courbe de degré [ tel que m<I<m+n

(m+n—I0l-1)m+n—1—2) . .
- ) - de ces points, passe par les aulres. En 1886

3, qui contient

mn —

5
(Mathematischen Annalen, . 26), Bacharach publie un travail sur le méme sujet.
En 18go (idem, 1. 30), Cayley présente un nouveau Mémoire ot il améliore ses
démonstrations. Plus récemment, M. Gambier (Comples rendus, 1922, t. 155) reprit
le probléme sous un aspect plus général, et se proposa de construire les sysiémes
de points présentant, relativement aux courbes de degré [, la propriélé suivante :
Une telle courbe passant par \ de ces points. contient nécessairement los B restants.
Dans une deuxiéme note (€. I., 1923, t. 176), il montra en particulier que pour un
systeme donné, lorsque / augmente, le nombre des points B diminue et devienl nul.

"1l calcula en oulre leur différence pour deux valeurs de ! conséculives.
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Mon travail se distingue complétement de celui de M. Gambier, par la méthode-
‘et par les résultats. Jai borné exclusivement mon ¢tude a celle des systémes de
points simples tous distincts. J'exclue en outre toutes les considérations relatives a.
la réalité de ces points ().

2. Posons dabord quelques définitions. Fentendrai par "exprcssion « la courbe-
de degré | (satisfaisant & la propriété \) » une conrbe quelconque de ce degré (satis-
faisant & cetle propriéte, cest-i-dire dont les coefficients de I'équation ne vérifient
aucune relation (autre que celles imposdes par la propriété). La premiére courbe
minima d'un systéme \ est la courbe de plus petit degré. composée ou non, qui
puisse passer par \. Suivant les cas elle est unique on dépend de paramétres. La
dew.xicme courbe minima d’un’ systéme A est la conrbe de plus petit degré, compo-
sée ou non, qui puisse passer par A sans se décomposer néeessairement en la précé-
dente et une autre courbe. Elle n'est jamais unique, mais en général elle recoupe la
precédente en un systéme A indépendant de son choix.

Eaemple. — Le systéme forme de sept poinls de Pintersection d'une conique et
d'une courbe du 5 degrd admet pour courbes minima la conique el une quartique
passant par ces poinls.

Que le systéme A, soit déterminé ou dépende du choix de la deuxiéme courbe
minima, nous divons qu'il est le premier réduit de A. Celte indétermination occa-
sionnelle ne provoque aucune difficulté. Le premier réduit A, de A, est le deuxiéme-
réduil de \, etc. Conslruire les divers réduits de \| c’est réduire A. Leur ensemble
est I réduction de A. Nous supposerons loujours que tous les véduits de A sont des.
systémes de points simples distincts. Dans ces conditions, on démontre gque tout
Sysl(‘!me se réduit & une intersection totale de deux conrbes. (Chapitre 111, paragr. 7.)-

Clest de I'étude de Ta réduetion d'un systéme de points que je déduis certaines.

de ses proprictés.

3. Le plus petit systéme corésiduel de A sur sa premiére courbe minima est dit
le premier adjoinl de \, ou plus simplement I'adjoint de A. I’adjoint du premier
,a(lj()inl est le dewxiéme adjoint. Je montre que c'est aussi le deuxiéme réduit de A.
L’ensemble des adjoints successifs forme la réduction adjointe.

Si nous faisons passer par A deux courbes de degré quelconque, non minima-
pour A, qui e recoupent en B, nous dirons que B se deéduit de . Si ces cottrbes
sont minima pour B, nous dirons aussi que B se réduit & A. Si C se déduit de B,

B de A, € sera dit aussi déduit de \ et nous étendrons cette définition quel que soit

1 Les quelques résultats nécessaires i lintelligence de ce travail se trouvent dans les
premiers chapitres du tome IH du livre de MM. Picard et Simar( : Fonelions algébriques de-
deur rarinbles.
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le nombre d'intermédiaires. On démonltre (Chapitre Il. paragr. 2) que les adjoinls
de méme rang de deuwr systémes qui peuvent se déduire lun de Uaulre, peuvenl aussi se
déduire l'un de laulre. Leurs réductions adjoinles coincidenl « parlir d'un certain
rang. (Chapitre II, paragr. 7.) Les courbes qui servent a faire ces déduclions peu-
vent étre composées ou non, mais je suppose que chaque partie indécomposable
conlient des points de A et de B.

La singularilé d'un systéme A, de A points, pour les courbes de degré [, est
Pexcés du nombre \ sur celui des conditions indépendantes imposdées A une courbe
-de degré [, pour contenir A. Un systéme est dit général, si sa singularilé pour sa
premicre courbe minima est nulle. Un fel systéme se réduil « Uinlerseclion lolale de
deuww droites, d'une droite el d'une conique, ou de dewx coniques. (Chapitre I, paragr. 7.)

Les expressions de la singularité d'un systeme dépendent de ses irrégularités :
Siune partie indécomposable de la premiére courbe minima du réduit A; ne contient
aucun point du réduit suivant A, |, je dis que A; présenle ou conlienl une irréqu-
larité et que A est irréqulier. Si aucun réduit ne présente d'irrégularite, le systéme
est régulier. J'étudice ces irrégularilés, et leurs répercussions sur les réductions des
systémes dérivés, dans les chapitres [T et II1. Je montre qu’il y a lieu de distinguer
les irréqularilés stables, instables el apparenles.

Toul systéme peul se déduire d'un svslteme régulier, se réduisant soil a une inler-
section lotale, soil @ un systéme général. (Chapitre 11, paragr. 13.) v

Le rang du premier réduit général (ou celui de 'intersection lolale augmeniée
de un) est la spécialité du systéme. Le nombre des réduits contenant une irrégula-
rité est Uirrégularité du systéme.

La singularit¢ s’y d’un systéme de A points, de spécialité 5, a deux expressions
de formes complétement difféventes suivant que le degré [ est supérieur ou infé-
rieur & un nombre entier kY. appelé caractéristique centrale. (Chapitre I, paragr. 11;
Chapitre 11, paragr. 11.)

Les nombres entiers qui interviennent dans ces formules sont les caracléristi-
ques du systéme. Ce sont des fonctions trés simples des degrés des diverses courbes
minima des réduits. La donnée de ces nombres, et du nombre de points \, permet
de construire un systéme avant pour singularité Texpression covrespondante.
(Chapitre I, paragr. 12: Chapitre 11, paragr. 14.) Ces nombres sonl inltimemenl! liés
au systeme de poinls.

Les courbes ayant pour degré les caractéristiques d’indice pair jouissent de pro-
priétés particulicres. (Chapitre 1I, paragr. 13.) On peut en oulre énoncer la pro-
position suivante qui en fera sentir toute I'importance. (Chapitre [l1, paragr. 8.)

L’équation générale des courbes de deqré | passanl par un systéme de poinls peut
se metlre sous la forme : k

F,= 2 (u,, F,‘n_ + v, Fk") + ‘\_“ w,F(,:: =o0
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ol les u,; v,; w; sont des polyndémes arbitraires de degré I —h,;, | —k,, l—hg,
les F les premiers membres des équatious des courbes de degré h,; k,; h¢ (caracté-
ristiques), choisies arbitrairement et passant par le systéme.

Je démontre d'ailleurs qu'il n'est pas nécessaire, lorsque [ est assez grand, de

prendre toutes ces courbes pour avoir Péquation générale. (Chapitre 111, paragr. 9.)

4. La deuxiéme partie de ce travail est consacrée i application des résultats
et des méthodes précédentes a 'étude des questions suivantes relatives aux courbes
gauches algébriques.

a) Combien de conditions impose une courbe gauche & une surface de degré ¢
pour qu’elle la contienne?

b) Quel est le genre d'une courbe gauche sans point multiple?

¢) Dans quelles conditions une surface de degré [, passant par lUintersection
totale d'une courbe (i avec une surface d’ordre n, recoupe-t-elle C suivant l'inter-
section totale de € avec une surface dordre I —n?

Ces problémes furent déja ¢tudiés par Halphen (Journal de I'lcole polytechnique,
t. 33). Neether (Mémoires de I' Académie de Berlin, 1882), puis plus tavd par M. Castel-

nuero (Rendiconti di Palermo, t. 7).

Jai résolu ces trois questions exactement pour une certaine famille de courbes
gauches (chapitre IV, paragr. 7, §, 11). J'ai démontré en outre certaines proposi-
tions qui peut-étre pourraient aider a leur résolution dans le cas général.

Jai eu en outre I'occasion de montrer comment la méthode pouvait étre em-
ployée pour I'étude des sysiémes de poinls dans l'espace. Je signale les particula-
rilés qui rendent ce probléme beaucoup plus délicat (Chapitee IV, paragr. 10).

3. Je dois terminer ce rapide exposé en remerciant bien vivement M. Vessiot
et M. Lebesgue de Taide u’ils ont bien vouln me donner pour la présentation et
Pimpression de ce travail, M. Gambier de Tobligeance qu'il w’a témoignée en me
communiquant le Mémoire qu’il a écrit sur la question.

Je désire spécialenent témoigner ma reconnaissance a M. Garnier, qui voulut

bien lire une ébauche de ce Mémoire et qui m’aida de ses conseils pour la rédaction..




CHAPITRE PREMIER

Les systémes de points réguliers.

4. Faisons d’abord quelques conventions qui préciseront et faciliteront I'exposé
de ce travail.

Un systéme de points sera désigné par une lettre, A par exemple, le nombre de
ses points par cette méme lettre A. Dans les figures que nous ferons, nous le repré-
senterons par un point A.

Nous désignerons une courbe quelconque de degré [ par le symbole C,. Nous
la représenterons par un simple arc de courbe, sans nous occuper de sa véritable
forme, mais simplement dans le but de faciliter les raisonnements.

Lorsqu'une courbe passera par un systéme de points, nous ferons passer son
image par le point image du systeme. Pour représenter deux systémes A et B dont
I'ensemble forme l'intersection totale de deux courbes C,, et C,, nous figurerons
deux arcs de courbe convexes qui se rencontrent aux deux points A et B.

Nous désignerons souvent I'intersection totale des courbes C, et C, par le sym-
bole C,,.C,.

2. Singularité de I'inlersection lotale G,,.C,.

Nous appellerons singularité d’un systtme A pour une courbe C,, l'excés du
nombre A sur le nombre de conditions indépendantes imposées a une C, pour con-
tenir A.

Nous nous proposons actuellement de trouver la singularité a',, du systéme
A =C,,.C, pour les courbes C,.

Enoncons d’abord deux lemmes préliminaives. Rappelons un théoréme di &
Naother (*). Lorsqu’une courbe C,, d'équation F,= o, passe par Uintersection totale
C.-C,, C, et C, ne se rencontrant qu'en des poinls simples tous distincls, on peut
mellre son équation sous la forme

¥,=4\_,.F,+B,_F, (m>n et [>n).
ou F, et F, sont les premiers membres des équations de C, et C,, A et B denx
polyndmes de degrés respectivement égaux & leurs indices.
Considérons sur une C, le systéme A = C,,.C,. Faisons passer par A une C,
qui recoupe C, suivant le systéme B. En supposant que C,, et C, se coupent de la

(') Math. Annalen. 1. VII; Fonclions de deur variables, Picard et Simart, t. 11, p. 1.
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’ ’ ’ ’ e . ~ 4 ol < < P A &
facon générale énoncée, I'équation F, = o de C, peut se mettre sous la forme prece-
dente. Cette derniére montre que C, coupe C, aux mémes points que la courbe
d’équation \,_,.F, =o. La partie due 4 F,, = o donne \, le systéme B est donc

—m"

I'intersection totale de C, avec la C,_  d'équation A, , == o. On peut donc dire :

I—m

1° Lemme. — Si une courbe C, renconlre une courbe C, suivant U'interseclion lotale

C, .C,, elle recoupe C, suivant l'intersection lotale C,.C,_,,.
Observons (que le théoréme de Neether ne suppose pas les conrbes G, et C, indé-
composables. La proposition précédente ne I'exige donc pas non plus.

Considérons la série de points déterminée sur G, par un systéme de courbes C,.

Nous allons montrer que :

2° Lemve. — (ne courbe C,, pour passer par h points de C,, est soumise a aulant

n*

de condilions indépendantes qu'un yroupe de la série précédente pour les contenir.

Soient en effet R et : les dimensions du systeme de courbes C, et de la série
qu’'elles déterminent sur C,.

.- Parun groupe de celte série passenl oo®— courbes C,
du systéme. Fixons h points sur € . Ils imposent & — a conditions aux C, précé-
dentes qui passent par eux, h — & conditions aux groupes de la série qui les con-
tiennent. La dimension des C, du systéme passant par les Kfpoints est R — h 4 «,
celle de la série résiduelle 2 — h - 6. Par un groupe de celle dernitre passent
coR—lta—{—/i+h) courbes €, du systéme contenant les & points. Or on sait qu'il y en
a col—: puisque en définitive ces courbes passent par un groupe de la série initiale :
a=y".

Reprenons la figure précédente et laissons C, passant par A, variable. — Les
systémes B constituent une série dont nous allons déterminer la dimension de deux
fagons différentes.

Si mn --a',, est le nombre de conditions imposées & une C, pour passer par A,

mn

i i i o TN ) . . .
la dimension de la s¢rie B sera ;; — (mn —a',,) o0 :, est la dimension de la série

déterminée sur C, par toutes les €, du plan. D’autre part la série B est déterminée

~

par toutes les ( du plan. On a donc I'égalité

‘t=m

! —_—
gp—(mn—a mn)  Ui-m

— i
[ f"'l——m =mn—a mn *

O

Or,
i G—ad)tCGmi—pd+ o+ G — Prm):
Avec des nolations semblables a celles utilisées pour A =C,.C, ,-

— i
=n __al.n
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et par suile :

a ") t {— [ -
(') ) a’"'l = al.'l + a:.nl + e + al.'lm+‘ .

Pour contenir n points en ligne droile, une C, est soumise & n couditions :
a'.n==o0 si { == n, et par suile pour { >n. Si i< n il faut que la courbe C; con-
tienne la droite et @', = n— (i + 1). i

Quand l—-m+1>2n—1oul>2m+n—2, a,, =o.

Quand m I<<m+ n—2, I'égalité (1) devient :

(m+n—Il—1(m+n=1—2a)
2. .

Q=14+ .. +n—(1—m+4 2)] =

Si maintenant nous supposons nLl<m, le raisonnement pris sous la forme
précédente est en défaut. C, doit se décomposer snivant C, et une C,_, arbitraire

. U4+ DA+ 2) ({—n+1n{l=n+42)
,Wl—a"lll: 2 - 2 N

et en vertu de l'identité classique :

(k2) ([.f_\])z([+g) _ (d—n+ 1)2(1—-n+2) + (d—m+ 1)2(l_—m+ 2) (—n—=m+ 1)2(1——11——m+2) +‘mn;

. _{m+n—l—1)im+4+n—1l—2) (M—Il—1)(m—1—2)
1.1m_ 2 - - 2 . .

La singularité de Uinlersection totale de deux courbes C, et C,, ne se rencontrant
gu'en des points simples, tous distincts, est donnée par l'expression

almn == ?(m +n— l) - C?("l - l) (In}n) .

e

\

ou

(u—l—1u—1—2a)

2

el — ) = si I<<u—2 et s(u—0=o0 si I>u—2.

Remarque. — Si on avait pris C

m

pour courbe base sur laquelle sont découpées
les séries de points, on aurait en I'égalité ‘

. or { R | ' lemy l—nd1
(‘ ) anm‘—an.m_ral.m + +al.m *

Cette égalité permet de retrouver les résultats précédents, en particulier le der-
nier. 8i nI{<m

dam=[m—(+ )]+ M —(lmn o) = A= R—l—2)  (m—l—nm—1—2)

2 2
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3. Les résultats précédents vont nous permettre de trouver la dimension de la
série déterminée sur C,, courbe simple ou composée, par toutes les G, du plan.
Elle est égale au nombre de points qu'on peut arbitrairement choisir dans Linter-
section totale C,.C,.

g =nl— ani.

Sil>n
(=1 (n—12) _ A+ 1)+ 2) _l_(n—l—l)(n—l—-a)

2 \’/7 2 2

Si /<n, un groupe de la s/étie\n'est découpé que par une seule C,.

o= nl

2

_ U+ |)‘(-l~j—_”n;) f' ol — (n— |)'(n—2) + (n—1l—1)(n—1—2) .

P ] 2 2

La dimension da la série C,.C sur C, est donnée par les expressions :

®) R e Y
® A= LEDEED gy,
% est la fonction définie précédemment.
4,(“_1)-_-(“""“')(“_"”) si {>u Yu—D=o si I<u.

2

Remarquons la relation :

o(u— ) + o — 1) = (u—l——l)(u——l—-n).

2

Oun sait que la dimension d’unc série de « points sur une C, de genre p est
égaled a —p+i— o, ou i estl'indice de spécialité de la série, c’est-a-dire le nom-
bre d’adjointes d'ordre n — 3, linéairement indépendantes passant par I'un de ces

groupes, et w le défaut. Totalisons ces deux derniers termes en posant 3 = w — {.

On aici :
ST SNV,
ot
) h=r—p—3(n—10
(n—1);n —2)

si on remarque que —_— est le genre maximum = d’une C,.
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4. Faisons encore quelques remarques sur une figure qui nous servira souvent.

Cu

Soit A + B l'intersection, totale C,.C, . Faisons passer par A une C} et par B
ane C, qui recoupent C, en D+ C. On sait que C+ D =C,.C, ot v est donnée
par I'égalité : ,

u+u =v+v'.
: |
Nous dirons que ABCD est un ‘quadrilatére curviligne inscrit dans G, .
Les systemes opposés A et C, B et D sont corésiduels. .

{6) un — A = on—C, vn—A=un—C.

Si-on fait passer par A une C, il exisle une C, passant par C qui détermine
sur C,, en dehors de C, le méme groupe de points que C; en dehors de A. Nous
dirons que Cy et C, se correspondent sur C,.

Gl L—u=‘l-—-v.

A la courbe de plus petit degré passant par A, extérieure & C,, correspond la
-courbe de plus petit degré passant par C et extérieure & C,.
Lorsqu’on fait varier G et C, elles déterminent sur C, la méme série de points.,

Systémes de points généraux.

5. D’une facon générale, nous appellerons premiére courbe minima d’un sys-
téme \, la courbe de plus pelil deqré, composée ou non, qui peut passer par A.
Suivant les cas, elle est unique ou dépend de paramétres. -

Nous appellerons aussi dewri¢me courbe minima, une des courbes de plus pelit
degré qui puisse passer par \ sauns se décomposer en la premiére courbe minima,

et une courbe arbitraire de degré convenable. Elle n’est jamais unique.
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Nous entendrons par I'expression « la premiére on la deuxiéme courbe minima » -
une courbe quelconque de 'un de ces deux degrés.

Exemple. — Le systtme formé de sept poinls d'intersection d’une conique et
d'une quintique, admet pour courbes minima la conigue et une quartique.

Un systéme A sera dit général si sa singularité pour la premiére courbe minima
esl nulle.

La singularité peur une ¢, de degré supérieur est nulle aussi, car on peut pren-
dre pour C, particuli¢re la courbe minima €, et une courbe arbitraire C,_, . Le
nombre des conditions indépendantes imposées & C, est ¢gal i celui des conditigns
imposées a €, car ce_nombre ne peut 1’?‘31»51\11‘.1‘1‘—“&;(1Ww et
il ne peut étre supérieur & A, le nombre de points.

A points pris arbitrairement forment un systéme général.

Les inégalités qui déterminent le degré n, de la premicére courbe minima, sont

(n— 1)2('11 + 2) <A< n(n:— 3) )

nin+3)

Si A

, il y a une infinit¢ de premiéres courbes minima. La notion -

2
de deuxiéme courbe minima n’a pas ici de réalité.
.. nin+3y . | . . .. )
Si A = —— il n’y a qu'unc premicre courbe minima. Les C,_, sont

deuxiémes courbes minima.

8. Considérons un systeme \, général ou non; ses deux courbes minima se
recoupent suivant le systéme A, , que nouns appellerons premier réduit de A. Le
17 réduit A, de A\, sera dit deuxiéme réduil de \, ele...

’ L'ensemble dex réduits successifs de \ constitue la réduction ’de Al

Nous dirons aussi que A se réduil en son véduit \,.

Les courbes qui servent a faire la réduction seront appelées réduiles.

Nous nous proposons d’étudier fa réduction d’un systéme général.

7. Réduction d'un systéme général.

Soit le systéme général A, de courbe minima C,. A, est son 1% réduit.

Supposons A, général (on démontrera plus loin la réalité de cette hypothése).
Le degré n, de la premiére courbe minima de A, se calcule en utilisant les inéga-

lités (8) et I'dgalité A + A, = n" (ou n* + n), On obtient ainsi les résultats suivants :



n— l)(n‘+ 2)
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TasLeavu L.
Courbes Courbes,
minima minima
deA. o deA,.
? H
. { . i ;
a="0t9 G b =200 ¢ in
2. _ H 2 4 1 1 |
3y (n, — 3 ;
+ 2 A < n(”’ + 5) Cn Cu [ (”. ')(n‘ + 2) < A; < n‘(n‘g+ /1 Cn Cn { n,
2. 2 ' > B { 1 1
_ ) 3)
Az(ﬂ__')_gl_j__ﬂ+21‘cncn, A‘:ﬁ_(ﬁj'_)j}(;" Cn+,z(n,
2 2. | 1 1
A= 2=Vt C,C, .A‘:n,(n,+1 G, C. |
2 2. 1
On peut donc écrire les inégalités toujours vérifiées :
(9) } ;i—2<ll‘<n.
TatorEME. — Le deuxiéme réduil A, de A esl un systéme général.

Pour démontrer eette proposition.nous allons employer un mode de raisonne-

ment qui nous servira souvent dans ce chapitre.

¢’

n

Fic. a.

Supposons que les courbes minima de A et A, soient respectivement C,.C',,

c,d¢,,C

n n n
1 1 1

recoupe C, suivant le systéme .

A ct a sont corésiducls sur C,; a une courbe C, passant par A correspond

une C,,' passant par x, premiére courbe minima de z puisque n, < n (gy).

x el A, sont corésiduels sur C, ; a a passant par a correspond une C
1 1

W —n
"9

passant par A,, premiére courbe minima pour A, puisque an, —n<h,.

=n—1
= n—2
= n—2
= n—1."
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11 suflit donc de montrer que la singularité s':’ de A, pour une courbe (I”Az =C
e

e, —n
1

est nulle.
. Y
En nous servant de la formule (3) et du deuxiéme lemme du paragraphe 2, nous
pouvons estimer de deux facons différentes la dimension : de la série délerminée

sur C, par les courbes'C, et , correspondantes passant respectivement par A et a.
)

. Sy .. . . (n—1)(n—2) .
Considérée comme décrite par les courbes C,, = n*'— — 2 — A
2
. (n—1)(n—2)
décrite par les courbes (” , puisque n, >n—2, ;= nm — —————>= — 3

2
ot 3 est le nombre de conditions indépendantes imposées a une C, pour passer
N 1

par a. y Vs
. n—i)(n— n—i)(n—a
(10} poBmN@=D L (a—Din—a) (f:&)
2 2 L~ - - _,-—/
. : 7/ /-’ -
Faisons de méme avec les courbes con‘cspondanles/C,: et C, , en remarquant
1 2 :
«jue n, > n,— 2 puisque n, > n— 2. .-
. _ . - /
. n, — A —_— (i, —
(1) n’,—( 0o, ")_a_—..n,n{——fn-‘#ﬁ——'——ﬂ—(;\g;—sh).
2/ _ / 2 ..
rd

Ajoutons membre a membre les égalités (IO) et (n) en remarquant
nt—\=n =\ finn, -—4)

sy =n,(n,+n—an)=o. c. q. f. d.(").
(rw

Puisque A, est général,"\| deuxié¢me réduit de A, I'est aussi. Tous les réduits de A
sont généraur. Le tableau I permet de voir comment s’effectue la véduction.

Si A — nn+1) A, = afn +1) \, = nn,+ 1) A — f:(ii_’l
2. 2 2. 2.
n,=n—1u. n,=n—a np=n—1i
S A At 3) ' \’ _ o+ ) A\, = nn, + 1) A, = it )
. 2. 2 2 2.
n=n— n,=n—2 ni=n—i
RPN ) I (e o | BN % ) BN R )
Py 2 C2 2.
n,o=n-—2 n,=n—3 m=n—i—y.
— ) (n nn + 3) ( 3
Si(—?———l—'(ﬂ—* )+ < A< ——=-, posons .\:M——B oB<n—1..

2

n(n + 3) ou n(n 4+ 1)

’ 'l

() La méthode serait la méme si A = + 1.
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S (n, +2)(n, — 1, n(n, +3 n,(n +-3
Alors n,=n—12 et A/= __'T_)_-__)_*_ B = '*(*'—;—)“—(".4’1—”8): _(_'T__)_B._
. 2 P . .
Si B 2 on est dans I'un des trois cas étudiés précédemment. Sinon n,=n,— 2.
n, 4 1, — 1,(n, + 3 . . nin,+3
A, = n+2)(n,—1) + B, = A, 9) (n,+1—B) = nn,+39) B,. B,-nR-2
2 . 2 - a : )
Si B, <2 on est dans I'un des Lrois cas déja envisagés, si non continuons la
réduction.
Supposons que cetle évenlualilé ne soil pas arrivée apres la k* opération.
R.,shal ) )
. . n,.,+2)(n, , — .
si k=2 B,=B—ai : :\u.,-:("'—*—))(”" l)+}¥,‘. n, =n—hi—a.
2
‘ < . ‘ n,,. 2)(n,,  — .
si k=n2i+1 B, ,=n—ai—1—B. ;\“_g:( s £ 2) (0 I)—%—B,k Ny ,=n—4i—4

2

Les B, et B,;,, décroissent quand I'indice croit. On aboutira donc certaincment,
aprés un nombre suffisant d'opérations, a I'un des trois cas précédents.

On voit qu'a partir de ce moment, les degrés des réduites décroissent réguliére-
ment d'une unilé. Le dernier systéme réduil sera donc en général un point.

Cet énoncé souffre deux exceptions, si I'on arrive seulement a la fin de la réduc-

tion a trouver des systémes vérifiant un des trois cas précédents.

SiB—oi=a2eln—Ahi—2=3,oun—1—a—B=2eln—4i—4=3,

. . +1 e S
ce qui correspond &4 B = , on vérifie aisément que le dernier réduit est cons-

litu¢ par deux points, interseclion tolale d’une droite et d’une conique.

SiB—ai=2etn—fi—2=2, oun—1—23i—B=n2etn—4hi—h=a,

. 1 ’l 4 4 . . I3 3 . .
ce qui correspond a B = —, le dernier réduil est constitué par 4 points, intersection
2
totale de deux coniques.
Toul systéme général, dont le premier réduil est général, se réduil a une inlersec-

———

tion lotale, systéme général.

TukorivMe. — Le premier réduit d’un systéme général est général.

Remarquons que 'on peul toujours faire passer par A, unc infinité de courbes
de degré n — 1 qui ne se décomposent pas en la premicre courbe minima C"‘ de A,
et une courbe arbitraire.

Le tableau I nous le montre lorsque A, est général, el c’est vrai a fortiori si A,
n'est pas général puisque ces A, points ne peuvent imposer plus de A, conditions.
indépendantes.
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Menons ators par A, deux courbes €, | qui se recoupent en A/,. A', est général
comme le montre un raisonnement identique 3 oeclui utilisé précédemment. Le
degré de la premiére courbe minima de A', est n— 2.

Nous dédairons A, de A, comme ', de A, etc...

Comme le degré des courbes employées décroit réguliérement d'une unité, on
arvivera certainenrent & rencontrer deux systémes conséculifs générau.

Mais si deux systémes conséeutifs sont généraux, te précédent est général comme
nous le démontrerons au paragraphe 8. On peul ainsi remonter progressivement
Jusquau systéme A,. Nous pouvons done conclure.

Tutonkve. — Les réduits d'un systéme général sont généraux. Le dernier est ane
intersection {olale.

Systémes réguliers spéciaur.

8. Syslémes réguliers de spécialité 1, ,

Si une partie indécomposable de la premiére courbe minima de A ne passe par
aucun point du premier réduil A, nous dirons que A contient une irrégularité.

Un systéme A sera régulier si ancun_de ses réduits ne contient d'icrégularité.

Un_systéme géncral est régulicer, ' ‘

Soit A, un systéme général, de premier reduit A, (I"1| et (],,2 sonl les courbes .
minima de A\ et A, Faisons passer par A deux courbes arbitraires C, el C dont.
les degrés yérifient les indgalites

m>n n>oan .
e

Ces courbes se reconpent suivant A. Nous supposons que toute pactie indécom-
posable de (¢ passe par des points de A

Tutorkmre. — Les courbes C, el C, sonl les dewx courbes minima de A.

L]

Reprenons la figure 2, en changeant convenablement les degrés des courbes.
Soit encore x le sysléme on (‘.”1 recoupe (. La courbe de plus petit degré C, pas-
sant par x, extérieure a €, . correspond i celle de plus petit degré (, passant par A,.

i 2
v=n-+n~—n;orvz>2n. puisque n_>2on, —n, donc G, est la premicre courbe
]
. . R - -
minima de z. Rewminin anor ez 0= AW =22 .
La courbe C . passant par \ et correspondant & €, , passant par », est donc
3
la deuxiéme courbe minima de \ puisque m > n. A, est le premier réduit de A.

Un systéme non général dout le premier réduit est général ct qui ne contient pas

d'irrégularité est dit réqulier de spécialité 1.
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RemanrQuE. — Jai cru devoir employer les mots de spécial, spécialité. Le sens
donné ici & ces termes n’a aucun rapport avec celui qu’on leur donne dans la théorie
ordinaire des séries de points sur une courbe.

TutoreMe. — Le plas pelit degré de la courbe qui peut passer par A sans passer
par A, est égale i

ho=m +n—an +n,. )

Une telle courbe correspond en effet a la courbe de plus petit degré passant -
par = sans étre obligée de passer par A, c’est-d-dire a la deuxiéne courbe minima
de « puisque C“1 est premiére courbe minima et que C”2 ne passe pas nécessaire-
ment par A, .

La formule (7) donne alors h, == m +n-—»n, + n,. ("f

Lorsque le degr¢ d'une courbe est compris entre m et i, le passage par \ impli-
que celui par A\,.

Singularité.
Elle est donnée par les formules suivantes :

nI<h,. S,A:(m—f—n-—l—l.)(m—f—n—.l—z')

" —g(m —0)— (mn—A)

<! s, =o.

La fonction o a été définie & propos de 1'égalité (3).-
La“premiére formule se déduit du fait que si {<Th, C, passe par l'inlersection
totale A + A, = C,.C,. D'aprés ce qui précéde [paragr. 2], si on fait passer une C,
(m4+n—Il—1)(m+n—1—2)

par mn — + ¢(m—1) points convenablement choisis,
2

c'est-a-dire tels que les conditions qu'ils imposent &4 une C, soient toutes indépen-
dantes, elle passe par le reste de l'intersection. On peul certainement choisir ces
pointéﬁﬁqns le systéme \, autrement la courbe C, passant par A ne serail pas obli-
gée de passer par \,. Une C, contenant un tel groupe de points passe par linter-
section totale el par suite par le reste des points A.

Nous démontrerons la deuxiéme formule en supposant [ = h,, ce qui évidem-
ment est suflisant.

La considération de la scérie de points déterminée sur C"’ par les courbes C"2
et C, correspondantes donne I'égalité suivante analogue a (11), si nous remarquons
que n > n — 2 (g)el v > n‘(car n_>>oan,—n,

‘n, — 1)(n, -—— 2) “{a,—1){n, — 2
nn, — 8 ) (n, ) A, =y — Y —2) o
2 2

.
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De ' méme en utilisant les courbes correspondantes C, et G, sur G, et en remar-
2

quant que v>n—a2 car n,.>n,—2a et h,>n car m>an, —n,.

""“"(—,:l—)(it——i)‘—aznh:— (n— ')u(n_") —(A— h)‘

S
2 A

Ajoutons membre & membre en ayant égard a U'égalité mn— A\ =n’, —A,.

hy . , \
sP=nm+n-—2m, +n,—h)-—o. c. q.f. d.
.

REMARQUE. — Si m = n = an, —n,, h, = mg le systéme A est général.

cveld ’ N 502 e . -
e le nouveau systéeme A' est général, proposi

\ ’ M . .

Si on fail passer par \, deuux
tion don! nous nous sommes servis a la fin du paragraphe 7.

Sin,=n,—1.n +1=2an —n,. A" est général d’apres la remarque.

Si n, == n,— 2. Considérons les trois systémes A A el A'. Les courbes qui re-

~.0

lient \et A’ sontdedegré n— 1. Le raisonnement t'uitfur la figure 2, paragraphe 7,

fe0

NN

montre que puisque A est général, \’ I'est aussi.

9. Systemes réquliers de spécialité 2.

Avanl de passer a I'élude générale des systémes réguliers, il est inléressant de
considérer en particulier les systémes dits de spécialité 2 et 3. Nous verrons ainsi
apparaitre des particularités qui convenablement géncralisées seront celles qué peu-
vent présenler les svstémes réguliers de spécialité arbitraire.

Soit A,, unsysteme régulierde spécialité 1 (IH] el C'". sonl ses courbes ininima,
A, son premier réduit, de courbes minima (1“2. Faisons passer par A, deux cour-
bes C, C,

Elles se recoupent suivant \. Nous faisons sur G, les mémes restrictions que

telles que m>n nzn +m —n,.

4

précédemment.
Remarquons de suite que C

"

” >/Ill + m, — Il’>llI +m, —oan, +n, puisqne n,>n,.
—- —
e

"o S ] " . e o .
I'nfonkme. — Les courbes €, el C, sonl les courbes minima de \. Le plus petit

et C, ne sonl pas obligées de passer par A, car

degré (L une courbe qui puisse passer par '\ sans conlenir A, est égal a

hy=m+n—m —n +n,.
Ces propositions se démontrent comme précédemment.

Remaroue. — Les inégalités m > n>m, 4+ n, - n, expriment les conditions né-
cessaires el suffisanles pour que C. et C  soient courbes minima de A .

Car autrement h, < n<Cm et ce serait €, qui serait courbe minima.

Un systeme régulier est de spécialité a, st son 2isme péduil est le premier réduit
général. '
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Singularité.
Elle est donnée par les formules suivantes :
—l—1)(m+n—1—2) _ S
N G , ) o(m— by — (mn —
n L U<h, sy , g(m— ) — (mn— A) C’V
h, <1 s'h=1q9h, — D+ o(k,—1).
hy=m+nw—n, k,=m+n—m,.

La premiére expression s’¢tablit comme dans le paragraphe précédent.

Pour démontrer la deuxiéme, reprenons la figure 2, en modifiant convenablement
les degrés des courbes; z est lonjours le systéme ou C"’ recoupe C, .

Soient C,C;.C, les courbes passant respectivement par A, z et A, ct se corres-
pondant : les deux premiéres sur €, les deux derniéres sur C"’ .
La considération de la série déterminée sur C, par C; et C,Z donne une égalité

, 4

analogue & (11) en remarquant que 7.>n, car I, >n,>n, +m, —n.
(n,— 1)(n,—2)

1 — — o]
4o, —1)—\, = /),}.——L'—J)—(”;-Q——B.
2. * : 2

nl,

$°2
La série déterminée sur C, par C, et C; donne de méme en remarquant que {>n

nk — +9(n-—1)—3=nl—

(n——x)ﬂ(n—z) —(A—s').

(n—1)(n—2a)
2

Ajoutons membre & membre en ayant égard aux égalités

. . .
(13) mm—A=mn—4\, l=m+n—m—n+l, l=k+m—n,.
sh=sm+n—n—U+zm+n—m —1.
L
40. Systémes réguliers de spécialilé 3.
On les construil & partir des systémes réguliers de spécialité 2, comme ces der-

niers & partir de ceux de spécialité 1. En particulier on a toujours
m>nz>m +n —n,.

Sans insister sur les propriétés de ces systémes, identiques a celles des précédents,

considérons de suite I'expression de la singularite.
Y

Singularité.
+a—l—n)im+n—1—2)
al h, sl»\ — (m'+ n l‘;m n 2) + Wb, — 1) + Yk, — 1) — a(m — I) — (mn — A)
h‘ <l SIA = ?(ll’ — 1) -+ ?(,I'. —_— l) .

hy=m+n—n,, ki=m+n—m,

h,=m+n—m —n +n,, ky=m+n—m —n+m, h,=m +r—m =2n+m,+n—an +n,.
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Les founctions ¢ et b sout définies d propos de l'ég.alilé 3.

Bornons-nous au cas ont h, /< i,. les aulres cas s’¢lablixsant comme précé-
demment. Reprenons la figure 2 convenablement modifiée. Soient toujours C,C;.C,2
les 3 courbes correspondantes.

De I'égalité (12) on déduit n,<{,<m, + n,—2n,+ n,. Les courbes C,2 sont
obligées de passer par A,, premier réduit de A,.

La séric déterminée sur (, par C, et C, donne I'égalité suivante si on se sert
1 2

celle fois de la formule (4) en remarquant [, n,- puisque n, > n, +m,—n,.

(. )+ 2 ., (n 4 11 (n 4+ 2) < R
LT DU ) L=\, — sl\‘ |= S —(n, — ) —¢.
2 it 2

La série déterminée sur C, par C, et G, donne de méme en remarquant que A <n
car I, <m,

Grvery s GE0EEY |y p—a—dy.

2 2

Ajoulanl membre & membre en se servant des égalités (12)

, A+l + o L+, + L
(13) S’A\_:\-}-—‘-—————L);{——_t——)—)-zsf"—A,-}-—(——1:—';%;_*—2—{—'!4(”1,—1)-{—"'4(]}.-—_1);

Or

o (m,+n,—1l,—1)(m,+n,— 1, — )

A 2 - ?(’nu ' Ie) _(m.n; - AL) .

-t I'identité (2) peut s'écrire

I+ 0 [ — 1, —1)( r, —1,—
(.Tl)(,+a)+(m,+n, ,— 1) (m,+n, —1 ’)_?(,,p,_:l,)f—zit,lz,E’%(n,—l,)+'}-(m,,——l,)..

2 2. .

(14)

Si nous remarquons ¢n outre que n,— I, =h,—let m,—I, =k —1 on4a

L4+ 1)l + 2) )
sy A+ SEUEED e, — 4 Y — 1)+ Y — ).

Et en se servant unc deuxi¢me fois de Pidenlité (2).

0 (m+n—Il—1)y(m+n—1—2)

sy = " + b, —0) 4 4k, — ) — (mn — A).

44. Systémes réguliers de spécialilé .

Nous appellerons ainsi un systéme régulier dont le premier réduit est régulier de
spécialit¢ = — 1, le #me réduit de spécialité 5 —i; le 5 réduit est le premier sys-
téme général de la réduction.
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On obtient un pareil systéme en menant par A, systéeme régulier de spécialité s — 1
deux courbes C,, et C, arbitraires mais telles (ue

mzh, n>m +n —n,.

Ces deux courbes ne sounl pas obligées de passer par A,. Elles sont les courbes
minima du systéine A suivant lequel elles se recoupent. Nous faisons loujours la
méme restriction sur G, .

Singularité.
Supposons que la singularité¢ de \,, sysltéme régulier de spécialité s — 1, soil
donnée par les formules suivantes :

a -

) = 1), 4y — 1, — 2 X |
g [!< hg‘; sf:’ — (IH, + n, f l);(IH,j + o, « 2) . ?(,n, . l,) . (,", n,— Ag) + Z [! (hs,‘_ . ,’/) + '!«(If‘“ ___ I’)]
hgl: \< l; Sf:, = }_: [“:'(h,u T [1) + ";(/'.,-Ei ' lz“

o

ou 2u' et av' sont les plus grands entiers pairs respectivement inférieurs & ¢ —2

et (s—2a)—1.
P, =M—M4 ... +n,., F,=M—-—M+ ... +m,,.
R, =M --M 4+ ... —n, o, =M—=M+...—m,,,.
Ne=M,—M, 4+ ... + w4y M; = m; + ny).
On voil ais¢menl que ces formules sonl vérifices pour 5 —2 =1, 2 ou 3.

Si nl<<h, C, passe par A,. Le raisonnement déja employé ne dépend nulle
ment de la réduction ultérienre de A, . On peut donc encore écrire
m+n—Il—1)y(m+n—1I0—2
nU<lh, s’y = - )—?(m—l)~(mnﬁ—A).

2

Supposons b LI<h, ol h. = W—M, +A’.

Reprenons la figure 2, modifiée comme il a é1é dit. Soient toujours C,C,C, les
courbes correspondantes passant par A z et \,. n, LI, << hjc . :

Remarquons que {,<n, cav n >k >h". (comme on le montrera paragra-
phe 12)et que 7. <n cav I,<m, puisque m 2> n, . Noussommes donc dans dés con-
ditions identiques a celles du paragraphe 1o. On peut donc de nouveau c¢erire 1'éga-

lité (13). En se servant de Uidentit¢ (2) et de sa forme particuliére (14), on obtient :

l"

m+An——I—— y(m +n—1—a) A ;
o =L rme 2, — )+ W, — 1) — (e —A) + N [, — 1) + 0, — D).

2
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Or-posons :
h“=' |_“““+n“' k”,:_—}{-——Ml..‘+m“.,.
En tenant compte de I'égalité (12) on a les identités
(15) hu'w : = h:i - I:' ,'.il e l= If‘si - I: .
Par suite

—l—m — 11—
=(ln~{;n y(m+n n)+

e ]

S— 2

N (b — D + ey — D) — (mn — A)

ol 2u’ + 2 est le plus grand entier pair inférieur a o.
Supposons maintenant /2> k., [, > k* .. Nous nous trouvons dans des conditio.ns

analogues a celles du paragraphe g : 2>n, car [, >n,>n, +m,—n et [>>n. On

a donc :
s'y=yg(m+n—n,—Ul)+ “(m +n—m —1l)+ s:'
ou
" ' y ps s
§y,= ?(h. - l) + ?(k. b 1) + — ["."(h' si-ke ls) + ?(k siia ls)] .
Or posons
(16) hn’-ﬂ =M — ‘\ll R L) It"”_‘ =M-— \ll s "__ mg.,
On a les identilés
hsi—~—t —1l= h’". T I:’ ku’&-: =k 2ii4 _.‘.l. .
Par suite, si
vt
he <t s'y= ¥ [3lhy,— D+ k., — D]

o

ol 2t' + 2 est le plus grand entier pair inférieur 3 5 — 1.

Les formules exactes pour un systeme régulier de spécialité ¢ — 2, le sont encore

pour un systéme régulier de spécialilé .

Ecrivons-les sous une forme plus synthétique en modifiant I'expression de la sin-

gularité lorsque [ <h_ a laide de I'identité 2. On obtient ainsi en posant n = h,,

m=k.:



‘SUR LES SYSTEMES DE POINTS DU PLAN. 2bh

TasLeav I1.

hhoSi<hy  syam A= LEDEED | N g gk, — )

v
- )
he <1 SIA = L[?(hn:‘——l) + by — D)
6 —2 G c—3 c—1
<u<;v <U<"'2_"
hgi:_M___M‘__-_*_n”,, l",i::;\l——M‘...-Q-m,,»,
hu‘.u = M———‘l, e —'l"..i'l, ,{aua =M _—Nli s T My

hg=M—M, ... +n,.,.

ReEMARQUE. — La singularité que présente un sysitme de points A situé dans un
plan, pour une courbe plane est la méme que celle qu’il présente pour une surface
-de méme degré.

Si, en particulier, on veut faire passer par A une surface d’ordre inférieur a 4,
la surface devra contenir le plan.

' +nNd+2)
S A= .’\ —_———— .
: 2
C’est bien ce que donne la premiére expression pnisque alors Y(h,— 1) =o.

12. Caractéristiques d’un systéme régulier.

Nous venons de voir I'intérét que présentent les symboles A et & dans l'expres-
sion de la singularité de A. Ces nombres sont intimement li¢s aux propriétés d’un
tel systéme. Dans les chapitres suivants nous aurons I'occasion de voir d’autres cir-
constances oul ils interviennent utilement. Nous les appellerons les caractéristiques
de A\ . Tous ces nombres ne jouent pas le méme role.

Le nombre A scra appelé caracléristique centrale. Les caractéristiques d’indice
pair se distinguent nettement de celles d'indice impair. Nous nommerons les pre-
miéres caraclérisliques paires, les secondes caracléristiques impaires.

Il'y a 2 + 2 caractéristiques paires, 20 + 2 impaires, 25 + 1 caracléristiques.
Le nombre des réduites qu'il est nécessaire d'utiliser pour réduire A 4 A est ag.
Les 25 caractéristiques paires et impaires qui contiennent chacune le degré d’'une
nouvelle réduite les déterminent. h.. contient certainement n_ puisque au + 2.>.

4
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hC contient aussi n_ . 'si 5 est impair, mais comme nous connaissons A',,: le

) +1
tableau I nous donne n  en fonction de n .
ot .

On obtient ainsi les expressions des degrés des réduites en fonction des caracté-

risliques
m,=H,—U, .. . +k,, ng=H,—H + .. .~h,,

-m,, =W —H, —k,,; o5, =U—H . ...—h,_.,. (H=»=~+Ek).
n,=H —H, ... +H,— hcf-s si 5 est impair (s =1 ou 3),
n,=H,—H, ... —Hup, 4+ h; sis oslpair.

Les caractérisliques jouissent des propriétés suivantes : -

Une caractéristique & est comprise entre la caractéristique £ de méme indice,
“et celle d'indice de méme parit¢ immédiatement supéricure.
Les characléristiques © paires ne décroissent pas avec Uindice, les impaires ne
croissenl pas avec I'indice.
La caractéristique centrale est supérienre aux caractérisliques paires et inférieure
aux caractéristiques impaires.

On démontre aisément ces propositions en se reportant aux inégalités suivantes:
my>n;,  n>2M,_ —n;_, etleurs conséquences n;>n;_,

qui exprimeat que (Z,,j et C,,,j sont les courbes minima de A;.

Inversement, élanl donnés 15 4 1 nombres, exisle-t-il un systéme \ de A points
qui les admelle pour caracléristiques? ‘

Si w et v ont tenjours la méme signifieation, les 2u 4+ 2 premiers de ces nom-
bres rangés par ordre de grandear croissante devront étre pris pour caracléristiques -
paires, les 2v + 2 derniers pour caractérisliques impaires, le nombre restaut pour
caractéristique centrale. D'aprés les propriétés énoncées il ne peut y avoir auncune
ambiguilé pour donner i ces nombres feurs leltres & et & avec I'indice convenable.

Il est d'abord nécessaire que les 25 + 1 équations obtenues en ¢galant ces nom-
bres aux expressions des h et & donnent un ensemble de valeurs positives aux n;
et m; qui satisfassent aux inégalités :

m>en;zmi 4 n_ —n_,.

On voit aisemen; que ces inegalilés sont vérifides grice & Ia maniére dont on a
choisi les © et k. Pour cetle méme raison les n; ne croissent pas quand j croft.
" Pour qgue toutes ces quantités soient positives il suffit donc que :

= Mh b, . Rk R R KR, R, VS0,
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Ceci supposé, si A existe, on pourra construire \. Pour qu’il en soit ainsi il
faut et il suffit que n_ soit la courbe minima de A .
L g

Ag =My Ny — Mgy Ny ... +(— 1) (mn-—A\)=F(h K ...)+ (—1)A.

On doit donc avoir :

b>o.
(P—=1(P+2)

2

—F<(—1Ya g —F.

O(d + 3)
a
En particulier, il existe toujours une infinité de systémes de singularité donnée,
vérifiant b = o, car il suflit de prendre A , tel que n_ soit sa courbe minima.

RemarQuE. — Nous avons donné plus haut 'expression de . Dans le cas ol ¢
est impair pour savoir si ¢ = 1 ou 2, il faut d’abord calculer A .
L3

13. — Nombre de paramétres dont dépend un systéme régulier de spécialité s.1c < a-_q ‘AGMZ;,«. Jb«“u»
Nous délerminons le systéme A, de spécialité 5, par le nombre de ses points et

ses caractéristiques. D’aprés le paragraphe précédent, nous connaissons les degrés

de ses réduites successives.

Supposons que h, et k,, caractéristiques de A, nc soienl pas égaux. \

)

A tout systéme A nec correspond qu'un seul premier réduit A, dont on connait
la spécialité s — 1 et les caractéristiques. )

A tout systéme A satisfaisant a la définiti n précédente correspondent des sys-
témes A répondant & la question.

En prenant tous les syslémos A\, et en déduisant d’eux tous les systémes A possi-
bles, on obtient I'ensemble des . sans ommsmn i répélition.

o ; h ~
Faisons passer par A, une (,,l comme /1 .__n> n+m—n,, s °=o0; lacourbe

Ay
h(h,+3)
2

dépend de — \, paramétres. Considérons sur 'une d’elles la série déler-

minée par les C, passant par A,. Comme ;> h , sa dimension est
o

. — 1) (h, — 2
e by — a2 DU )

[ ] . 9 AT

Si X et X, sont les nombres de paramétres dont dépendent A el A, ona:

(h, + 3 h,— 1) (h, —
\’:x|+h_“(_'°_f__l+ h“/{._w__,,a\l Z{
2 2 s 0;4 {-41

a7 X—A)—X,—A)=3h—1=3n—1.

ou




al M. LEGALUT.

Si nous supposons h, = k,, 4 un systéme A correspond sur sa premiére courbe
minima C, une série de systémes A, de dimension ; =1, car:
o

o= Sf‘:'*'_'z(_'fo_iﬂ — 1 — Y(h, — k) — (A — si’) (formule 4)

et

(ky + 1) (k, + 2) .

- A+ 8¢ = 4(h,— k) + 24k, — k) = Uh,— k) + 2.

En construisant, & partir de I'ensemble des systémes A, tous les systémes A,
on obtient un ensemble de systdmes A oti chacun est répété oo' fois. Par suite,

(N4 1 —A)—(X,—A)=3h,—1.

Soit maintenant un systéme \, régulier, de spécialité s et dont loules les carac-
téristiques d'indices différents sont inégales. L’égalité (17) dorne successivement :

(X—A)—(X, —A)=13n—1.
(X, —A)—(X,— ) =3n,—1.

(x'r-—l - Aq—l) - (X'r - Av) - 3ns——l —1I.

A, est général, X =2A . En ajoutant membre & membre, on obtient donc :

T—1

(18) X=A+A+3 ¥ n—(@—1).

o

S'il 'y avail ¢ groupes de caraléristiques d'indices différents égales, il faudrait
retrancher ¢ au résullal.

ReMARQUE. — Si 5 est impair, X est indépendant de A, car

A+A =mn—mn, ... +m

o] i

Le nombre de paramélres n’esl fonction que des caractéristiques.

44&. Systémes réguliers se réduisant a une interseclion totale.
Soit A, l'intersection lotale C,,‘.Cm,. Faisons passer par A, deux courbes C, et C,
arbitraires telles que :

m>n n>m +n,.

S
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Elles se recoupent suivant le systéme A. Nous faisons sur C, les mémes restric-
tions que précédemment. X

. Les systémes A et
1

TutorkMe. — Les courbes G, et C,, sonl les cm{zrl;fi .n/s’i;qun_q ,flf AL )

Soit en effet « le systéme ou C"1 recoupe C, . == C, .C,_,,
sont corésiduels syr C,. A la premiére courbe minima C,,1.(n,<n——m.,) de « cor-
respond la courbe de plus petit degré¢ C,, passant par A, extérieure a C,. Or m > n,
«done C, et C, sont les deux courbes minima de A.

Tout se comporte donc comme si n, = o, dailleurs d’une fagon générale.

Un systéme intersection lolale se comporte comme un systéme réqulier, dont les
réduiles, sauf les deux premiéres. sonlt de degré nul.

Toul ce qui a élé éerit & propos des systémes réguliers se réduisant & un systéme
général peut étre redit & propos des systémes réguliers se réduisant a une inter-
section totale. Nous dirons aussi qu'un systéme régulier est de spécialité s, si son
s* réduit est un systéme nul, son 5 — 1 esl une intersection totale non générale.
Le systéme nul constitue ainsi le premier réduil général.

Le nombre d’arbitraires d'un systéme de spécialité 5, de caractéristiques données
(ici on ne se donne plus le nombre de points) est d’apres 1'égalité (17).

N A= — A +3 Y n— (s —2)—c,
°
ou
A=mn—mmn, ...+ (—1) " m_n,—,

et ¢ est le nombre de couples de caractéristiques d’indices différents égales.
On voit aisément que

Xo—t = Mgy Moy + 3nc—l —1I.

De sorte que
——

X=mn—mmn, ...+ (—1)"M—_n,— + En.-_-(cfl)—-.c.
]




CHAPITRE I

Les systémes de points irréguliers.

4. Faisons passer par un systéme A\, deux courbes C et G, (2> t). Si ces cour-
bes ne sont pas minima pour le syst¢tme B suivant lequel elles se recoupent, nous
dirons que B se déduit de A . Si en oulre ces courbes ne sont pas minima pour A,
nous dirons aussi que A se déduit de BB. Cette opération est la déduction de B a A
oude \ i B.

Si C se déduit de B, Bde A, € sera dit aussi déduit de A, et nous étendrons.
cette définition & un nombre quelconque d'intermédiaires pourvu que 1'un d’eux au
moins soit une déduction.

Les courbes qui servent a faire ces déduclions pourront étre composées ou non,
mais nous supposerons, pour la courbe de plus petit degré C,, que chacune de ses
parties indecomposables contient des points de X el B.

Nous nous proposons dans ce chapitre 1'étude des systémes de points déduits des. -
systémes réguliers par des courbes arbitraires.

Systémes déduits d’'un systéme réqulier par un couple de courbes.

2. Soit A un systéme régulier de caracléristiques h, ... h, ... h,, de réduits.
Al

A, ... A,. Faisons passer par A deux courbes quelcongues C,,C, (z > {) qui se’
recoupent en B.

A) TutoriMe. — 8i z >t 2> h, les 2 courbes C,et C, sonl les courbes minima de B.

C’est le cas ¢tudié dans le chapitre précédent.

B) Tuéoritme. — Si z > k. L<Th,. C, est une des deux courbes minima de B‘.

. Soit E, le systétme ot €, recoupe C, (fig. 3). E, et A, sont corésiduels sur C,.

Comme ! +n, —m<n,, (""'.*"‘ correspondant sur C, a (I"l est premiére courbe-
minima de E,. E, et B sont corésiduels sur C,. A C,,"ﬁm correspond la courbe

de plus pelit degré G, | passant par B extérienre d C,.

Si 2> h, C,_estla premiére conr}zg_mil_l_i_m%f Sis<h cestC,,_, =lT<(C
1

Dans cette hypothése soit B, le systéme on ( /,, Tecoupe C,. ¥

‘ton A
5

La courbe de plus petit degré passant par B $ans contenir nécessairement B,
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correspond sur C, & la deuxiéme courbe minima de E,, puisque C est sa pre-

t-+n —m
1
miére courbe minima. La courbe de plus pelit degré passant par E, sans contenir «,
correspond a C,, etest C,

4

st
4

Sit+m —m>n C, estladeuxiéme courbe minima de E,; la courbe corres-
pondante passant par Best C,. Comme z2>¢ C, est la deuxitme courbe minima

de B.
Si t4+m —m<n G, , _, esltla deuxiéme courbe minima de E,, C,
X :

courbe correspondante passant par B étant de degré supérieur & ¢, la conclusion
est la méme.

ioto—M--m
Mim

(") En particulier si z>h,. C, est 'unique premiére courbe minima de B. Cetie re-
marque permel d'établir géométriquement une proposition bien connue.

Considérons une courbe C, présentant un groupe A de A points doubles. Faisons passer
par A sa premicre courbe minima C, | qui recoupe la courbe en le systtme B = A + B’
C,, est 4 forliori minima pour B. En observant que tout ce que nous avons dit s'applique
a ce cas ou des points de B coincident avec ceux de A on conclue

n>> hl‘ .

8i C,, est unique pour A, clle sera aussi unique pour B.

8i €, dépend de » paramétres (¢ 2> 1) ta dimension de la séric B’ sera aussi & car on
peut toujours faire passer unc €, par : poinls acbitraires de €, (puisque h, <n et que
C, est irréduactible.  n’y a donc encore gqu'une (I, passani par un systéme A + B =B

donné. Par conséquent dans tous les cas P'égalité précédente est exclue et
~ A
n>-hy 4.

Mais alors n— 3 > h“ —-2. Cette dernicre ¢galité montre que le systeme -\ des poinls
doubles de C, présenle A condilions indépendanies awr adjoinles d’'ordre n— 3 de celle courbe.

Cette derniere conclusion ne vaut en toute rigueur que si A est un systeme régulier.
La suite du Mémoire la légitimera dans tous les cas.
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Le premier réduit de B est B, . (A By ik Mf“)u.& mcfé’)
C,.. _,. st la premiére courbe minima de B, puisqu’elle correspond sur C,a C, -

()H’&_" correspondant sur C“’lv. a (}"’, premiére courbe minima dg «, est.

—m

denxi¢me courbe minima de B,. B, est ainsilesyst¢tmeou C, et C,, —m S€ recou-
1

pent.

Soit C, une courbe passant par A,, corrcspondant sur C, 4C,,, _,. Nous
a 1 1

dirons que C, el C, s¢ correspondenty
<

TuEorkME. — B, sedéduil de A, par Uinlermédiaire de G, etde C, correspondant
1 2
a C '

¢

Nous appellerons adjoint d'un systtme A, le syst¢éme x obtenu de la fagon sui-
vante. Considérons la premiére courbe minima C, de A. Une courbe arbilraire C,
passant par \ recoupe C, en M. Menons la courbe de plus petit degré passant
par M, extérieure & C,. Elle recoupe C, suivant le systéme «.

Le systéme x, adjoint de \, eslle plus pelit sysleme corésiduel & A sur sa premiére
cowrbe minima. .

Lorsque 'adjoint est unique, il ne dépend pas de la courbe C, qui sert & le cons-
truire. Faisons en effel passer par \ une autre courbe C, qui recoupe C, en N.
M et N sont corésiduels sur G, . Les courbes de plus petit degré passant par N et M,
extérieures a €, rencontrent & nouveau C, suivant le méme systéme de points «
puisque elles sont correspondantes.

Sur la figure 3 I'adjoint de A est x.

Si z > h, C, estla premicre courbe minima de B; son adjoint est E,.

L'adjoint de B se déduit de Uadjoinl de \ par Uintermédiaire de C, et C,, -
correspondant @t C,. ,

Si z<<h, C,.,_,., estla premiére courbe minima de B. Son adjoint § est le

[18e-m-

. g )/ , . .
systéme ot C,A,,’ .. /1a Tecoupe aprés &tre passée par B,. 4B E,z forme un quadri-

latére curviligne inscritdans €, | . Le coté curviligne 25 est de degré : —m +n,.
1

C

i - Py —_
t n,—m +ll’ mn

L'adjoint de B se dédwt de Uadjoint de A par Uintermédiaire de C
correspondant @ C,.C, .

C) Supposons maintenant (< z <k, .

C, et . ne sont plus courbes minima de B. Comme nous ’avons vn dans le cas
précédent, C, , ., et la premiére courbe minima de B.

Les courbes C, , _,.C,, _, correspondant sur C, & C,, C, recoupent C, sui-

1 1
vant les systémes E_, E, dont elles sont les premiéres_conrbes minima. Elles se

recoupent en 3, et rencontrent & nouveau respectivement C. et C, en F etF,.

F.etF sontsur-C. (e o i o y

Nous allons monlrer que cetle courbe passe par 5.
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Considérons pour cela les deux courbes composées [C,+C,,, _,.]et[C,+ C
1

H—n‘——m]:
On peut écrire avec des notations déja employées :

[C: + Ct*uf'm] ‘ [Cl + C: s~ni»m] - (*i + B‘) + (El + Fl) + (Ez + F:.) + (a + .B)
[,C; + Cl»t—n‘—m]' Cn ={A + E:J -+ (1 + El)

Comme C, et C, sont quelconques, nous pouvons appliquer le 1”* Lemme du
2° paragraphe du chapitre précédent.

[Cz + Ct+;:‘—;n] N C:—+tTH 5,,,‘: B + -3 + Fl + F: *

La premiére courbe minima de B passe donc par 8. C;.,,,,rm» premiére courbe
minima de F, la recoupe snivant le systéme §.

§ est Uadjoint de B.

L'adjoint % de BB se déduil de I'adjoint x de A par Uintermédiaire de C,. " C"*'“.“"‘
correspondant ¢ C,, C,.

Or l'adjoint de 2 est A, celuide 8 B,, 2" réduit de B. D’autre part C, n,—m DO
peut pas étre la premicre courbe minimade % puisque , n'est pas minima pour B.
Les adjoints se correspondent donc.

B, sedéduit de A, par Uintermédiaire des courbes C, C, correspondant C, et C,.
2 2

ReEMARQUE. — Remarquons Uidentité :

2+t—(@CE+t—Mtn)=h =m+n-—n,.
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D'une maniére générale on peut énoncer que Fexcds de la somme = + ¢ surla plus
pelite caractéristique paire de B, différente de (el = est égal @ la caracléristique h,
de A. On montre aisément que la deuxiéme courbe minima de B est de degré
z4+t—M+m,.

On peut en conclure de méme que l'excés de la somme z + t sur la 2° caracléris-
tique paire de B, différente de : et t est égal & la caractéristique k, de A .

3. Réduction du systéme B dans le casott z 2> t > h.

Supposons  faq, L 2<la, has o U< haso 2> 1.

Appelons C, ., C, = les courbes correspondantes & C, et G, passant par A,,. Sion
“ai 3i * bt
affecte de I'exposant 1i les caractéristiques de A, on voitl en sc¢ reportant aux ex-

pressions des caractéristiques que si 2l <2y — 223 — 2.

ai

Ic:_u_ LK< K, i R S <h:;_”.__l Zai > bi.

L’¢tude du cas C permet ainsi de construire la réductionde B jusqu’a B,, inclu-
sivement, Comme 2,. > M,.— m,.4,, .on se trouve alors dans le cas B. 1l en sera
ainsi jusqu' B,s inclusivement. \ ce moment /£,5 > M5 — ny54, et le premier réduit
de B.; est A,5. Nous montrerons dans le chapitre suivant (ue la véductlion de B
jusqu’'a B,sy, est réguliére.

Puisque Bs4, estidentique & A, la spécialité de B-est s + 1, si B.y n'est pas
géuéral.

TugortME. — Le systéme B déduit d'un systéme A régulier, de spécialité o, par
Uinlermédiaire des deux courbes C, et C, de degré supérieur d la cc;/'actérislique cen-
lrale de A est régulier de spécialité = + 1,

REMARQUE. — Si B,s est général, I'énoncé est en défaut. Cela suppose d’abord A,s
général, puisque

Moy K s K 7038 <T WMoy — Moy == Moy + ¢ (=1 ou 2).

Dans le cas oi h UKz <h, + =, lesystéme B est aussi de spécialité o .

4. Avant d’aborder I'é¢tude de la réduction de B dans les autres cas, il nous faut
démontrer deux théorémes qui joueront un rdle important dans la théorie.
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Soit le systéme A = A’ + \" composé de I'intersection totale A'de C, etC, et

du systéme \" situé sur C, , ol les nombres y, et v, vérifient I'inégalité :
A7
L= Vi T P + h, <o,

hlﬂ" étant la caractéristique correspondant u l'i_n_~di£:§ de A". ’
A contient une irrégularité, car sa premiére courbe minima comprend C, etCnx,
premié¢re courbe minima de A", la partie C, ‘ne passant par aucun point du réduit A, .
Nous dirons que \ présente une irrégularité“‘:vtuble.
Considérons une courbe composce C, + C,, C, passant par \". Soit B=DB'+B"

un systéme corésiduel d AsurC, +C,* C, et C, sontdeux courbes correspondantes{C

et nous supposerons {, > . (T},)
TuéorEME. — Le systéme B présente une irrégularité stable.

~

La courbe C, correspondante & C, (/fig. 5) ne recoupe pas C, . B’ est donc
B TA A
Iintersection totale de C. et Cy 00 pw=ws + tw — L. D'autre part C, passe
par B".
Si C,, n’est pas la courbe de plus petit degré passant par \", extérieure & C,,
soit G, celle courbe.

D’aprés la remarque du paragraphe 2.

h“":n+t,——q, Iv.,"":n«l—t.—'—q.
On en conclut :

ln-_—':ln,

Si G, est la courbe de plus petit degré passant par X" extérieure & C,, soit C,

une courbe de degré égal a la caractéristique paire suivante. On a ainsi :
hl"”:n-{-t‘,——p, hl‘ =n+l—1, If:"=n+l,\—p,

et par suite,

A

o=l + k" —n").

Dans tous les cas, on a donc

L < L<o. c. q.f. d.

REMARQUE. — {, est supérieur & w, pour ne pas se décomposer suivant C, et

" -
une C,—, , or u, > k" donc C, estla premiére courbe minima de X".



36 M. LEGAUT.

En construisant le réduil de X", on voit que les a* courbes minima de X sont-
aussi deuxiémes courbes minima de X". La premiére courbe minima de X est
donc C, +C. .

X

N X
A
A
) ¢,
B
)
va -
B
C
g
Fig. 5. Fig. 6.
TutoriMe. — Le deuxidme réduil A, d’un systéme A dont Padjoint contient une

irrégularité stable contient aussi une irréqularité stable.

Soit 'adjoint a = o' + &" ou o' = C. .G, . La premiére courbe minima de « se
compose de C., et de la premiére courbe minima Cpv de a". Elle recoupe C,
en A = \', + A"

Comme =z est adjoint de A\, C.,U + Cp est premiére courbe minima de A,.
A, et a sont corésiduels sur cette courbe, en outre m, < n, par suile A, présente
une irrégularité slable. -

Ll

REMARQUE 1. — Si on se borne & supposer que = contient I'irrégularité la plus
générale on peut encore assurer que A, contient une intersection totale.

Revarque 2. — Lacondition de stabilité implique que la premiére courbe minima
. . ] . P . "
du réduit A, se confond avec la premiére courbe minima de A”, puisque u,>h" -

Le deuxiéme réduit A, est ainsi l'adjoint de A". P

/

5. Réduction du systeme B dans le cas ot [ < h(, <z.
A) Supposons  husqs <t <hisia, haoy <3<h:y-n T>6.

Les premiéres inégalités expriment que ¢ est compris entee n,;., el Mty s,
Cis., € décompose en C":S-}-: et C“H’_m“. Comme + >3 B,si, se déduit
de A,s4, par l'intermédiaire de C'18+z etC ., Bas.., par suite comprend l'inter-
seclion totale B,5., = (::nx+=‘cf:s+x~¢«,a+, et un systéme B',54, déduit de A
par l'intermédiaire de C_; et C

2343

73849 °
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Les courbes minima de B.;., sont C, /et la courbe composéede C, ., .
et de la premiére courbe minima Cp~ Sia de B";5+,. On voit par un raisonnement
B 24+
-analogue a celui fait sur la figure 8 que B.s;; se déduil de Ass44 par I'intermédiaire
de C,,28+3 et C==a+5' Nous savons désormais poursuivre la réduction de B, qui se
confondra a un certain rang avec celle de A.

La spécialité de B est s + 1: mais B est irrégulier. By, contient une irrégu-
larité stable; I'inégalité 1 <'écrit en effet :

bisda — Nasgpa — Zad4a + [Zas4a + Nasgpa — Masy,] << o.
B) Supposons  has <t < hisgs, I.~;.‘.+. <Lz <k, y>3.
Les deux premiéres inégalités expriment que :
Nas g1 < bas + Radpr — M3 < Mab + Nadps — Madp .

La courbe C, -, . passant par x;, correspondant & C

.., -5¢ décompose
25

ainsi en la premiére courbe minima C“’H L5 =3

(fig. 7). Comme y >3, l'adjoint £,5 de B,s se déduil de 2,5 par intermédiaire des
courbes d:

. de «,5 et une courbe arbitraire C

v

a3 by — 2 (J:zw"an,—mzs' 6,5 par suite comprend l'intersection totale

a5 de Cz,s*'"wﬂ—fn;x avec C, ., - et le systeme "5 déduit de 2,5 par l'intermé-
diaire de th et C=zs+"as+.~mns' On voitaisément, comme précédemment, que 5,5
contient une irrégularité¢ stable. Il en est donc de méme de Bisy,.
A 5 G A2§k1
v om !
N, o 2 /) B 5m G5 mes
G
A
A,S.2 20+3
d25+2
BZB*#
8254-3 A
C \ 25014
4
0“25*2 2dv2 czzé-mZS’nZS-rZ
FiG. 1. Fie. 8.

’

La premiére courbe minima de 8,5 se compose de C,,_, , qui recoape la pre-
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H o : . . "o I
miére courbe minima de B,; en B',54,, etdela premiére courbe minima de 8,5 qui

passe par \,s4, puisque §'5 et Ausi, sont corésiduels sur G, o

Nous avouns représenlé une deuxiéme courbe minima de Bs4, qui passe
par B4+, . el nous savons qu'elle est aussi deuxiéme courbe minima pour Bas4r
(paragraphe 4). On obtient ainsi le systéme B,s4.. Comme B4, et Ass4. sont

corésiduels sur (‘m_), B".54. se déduit de \,54, par Uintermédiaire de th

et C . By, =C C et C passe par B'ssy,, de’

Mad+a L2y ~ma3 " IEZT Py S PY AN a§ TR Ny

sorte que Busys est le systéme on celte derniére courbe rencontre la premiére courbe
minima de B"54,. Comme I'irrégularité est stable Basys est Padjoint de B'ysy, .

Considérons alors la figure 8. Comme B's545 et Aasps sont corésiduels sur C, o

‘la premiére courbe minima de B",55. passepar as4,. C est la premiére courbe

LPT S
minima de ,5:,. Elle recoupe la précédente suivant B,siq, adjoint de By,

Basis se déduil de Aoy par Uintermédiaire de G, el C

3 -
On en lire les mémes conclusions que dans le cas précédent.

;.
1

4

C) Supposons ki <t <his4a, By << 2 < Jeyomny v<9.

C

Fintermédiaire de C,

y € courhbe minima pour B,., et on sait que B,.;, se déduit de A,,;, par

,etC, L’¢tude du cas B (paragr. 2) permet de conti-

v+ +2°

nuer la réduction.
Si husy, <<t <lasga, OU Nayya<lasta<Masta, Basta se compose de inter-

section totale Basya=C, . .C, ., . ctdusystéme By, déduit de Assta

par l'intermédiaire de Cm+. etG, . ,. Les courbes minima de B, 4, sont C

et la courbe composée de

Nad41

iy . . "
t2542—1234a Ot de C":3+2 premiére courbe minimade B',54,

Ass+a est le réduit de Basya. On vérifie que Basi, contient une irrégularité stable.

Si kay <t <Thassa, C Mahiy—mgy PASSANLPAr x5 se décompose suivant C

et une courbe arbitraire C,

[PTENT
—myy -+ Ha3 parsuitesecompose de intersection totale '3
de C, . etdeC el du systéme 5”5 identique & A.54,. %5 présente une irré-

"ah fa3 =gy

gularité stable; B,s.. aussi.
On suit ais¢ment surla figure g la construction de B,s., et B

105 —nq3 €L G B"5., est sur cette
dernicre courbe, de sorte que Busis estle systémeon C, > premiére courbe minima
2 2

242 . En particulier
B2, est linterseclion totale de C

M2l Ml Myt
de B";., recoupe C, gt Drailleurs I'adjoint de B',5.. est le systéme:
A.s=3. par conséquent Bus. g se confond avee A5y,

Il est clair que si = est supérieur a /i, les résultats sont les mémes.

Nous montrerons au chapitre suivant qu'il n’y a pas d’autres irrégularités.

TutoriMe. — Le systéme B, déduil d'un systéme \ régulier, de spécialité s, par
lUintermédiaire de deux courbes C, el C, lelles que 1< h <z estirrégulier d'ordre un
el de spécialité o + 1.
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6. Réduction du systeme B dans le cas ou 1 Lz<h,.

Supposons ks <t <lKasia, by < 2 <lkayqa, y>8.

Si y>3 + 1 les raisonnements précédents suffisent pour faire la réduction. Ils

montrent que B,5;, contient une irrégularité stable et que B34 se déduitde Aus4g

par Iintermédiaire de C"us+:; et Czas+/.' La réduction de B.sy4 contient de méme
une irrégularité stable.

Si v =3 ou 3 4 1, les résultats sont les mémes. Les raisonnements doivent étre
un peu modifiés, car les deux irrégularités se trouvent dans le méme réduit pair, ou

dans deux réduils pairs consécutifs.

TuktoriMe. — Le systéme B, déduil d'un systéme A régulier, de spécialité s, par
Uintermédiaire de deux courbes C, et C, de degré inférieur ¢ la caractéristique centrale
de A, est irrégulier d'ordre deux, et de spécialité = + 1.

RemARrQUE. — Tous les nouveaux systéemes de points que nous venons d’étudier
ne possédent quand ils sont irréguliers que des irrégularités stables. Leur rédunction
se confond toujours a un certain rang avec la réduction du systéme régulier dont ils
sont déduils.

Si le systéme régulier se réduit a une intersection totale, nous démontrerons plus
loin qu'il en est de méme du systéme déduit. C'est un cas particulier de la remargue

précédente, si on considére le systéme nul comme le dernier réduit.

7. Propriétés des courbes caractéristiques paires de A .

Nous appellerons ainsi les courbes de degré ¢gal & une caractéristique pairede A.
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TuforéMe. — Les courbes caractérisliques paires de A ne provoquen! aucune irré-
gularité dans lu réduction de B .

Reporlons-nous aux paragraphes précédents. Supposons par exemple
[:Ix',&, ll.]-:+l<:<l\‘1‘.r+|, «{>3.

Considérons la figure 7.

L’adjoint 9.5 estconstitué par le seul systéme %", cat $'.; disparait puisque I'une
des courbes de cette intersection totale a son degré qui s’annule. L'irrégularité de f,5
disparait, et avec elle celle de Bus., . c. q.f. d.

L'adjoint 4,5 sedéduilde \.,;4, parlintermédiairve des courbes (}"2Hl et C;,5+,,
Les réduits pairs ultérieurs de B vont se déduire des adjoints des réduits de méme
indice de \. La réduction de B ne pourra plus venir se¢ confondre avec celle de A .

Ce fail est général comme on peut le voir en considérant les auotres cas étudiés..

Si les deux courbes C, et C, sont des conrbes caractéristiques paires, la réduction
de B vient de nouveau se confoudre avec celle de A . ‘

TutoriME. — La réduction du systéme déduit de A par un seul couple de courbes

dont une seule est courbe caractéristique paire de \ ne se confond jamais avec celle de A.

Appelons réduction adjointe, la succession des adjointes de A. La réduction
adjoinle comprend tous les réduils pairs de A, et leurs adjoints. On peut dire :

La réduction adjoinle dun systéeme déduit de N par un seul couple de courbes vient
lowjours se confondre avec celle de \ .

Signalons encore une propriété que nous établirons plns facilement un peu plus
loin.

TutorkME. — Le systéme B déduit du systéme \, régulicr de spécialité s, par un
couple de courhes,-est de spécialité s si U'une d’entre elles est courbe caractéristique:
paire, de spécialité s — 1 si les deux sont des courbes caractérislijues paires.

Celte proposition montre la grande analogie qui existe entre les deux courbes
minima et les courbes caractéristiques paires.

Systémes déduils J'un systeme régulier par deux couples de courbes.

8. Passons maintenant & I'étude des systémes B déduits des syslémes obtenus.
précédemment que nous appellerons \, par I'intermédiaire des courbes arbitraires
C,etC, (x> 1.

Nous définirons formellement les caractéristiques des systémes irréguliers, comme
celles des systémes réguliers. Soit A,; un systéme réduit de A qui présente une
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irrégularité stable. A,; est composé de lintersection totale A’y de C.,C, . et du

systéme A’.s de premiére courbe minima C,~ ;. Nous poserons :

has =M-~M, ... + (vas + 1"a3), Fays =M —M + ... 4 was.

Dans toutes les caractéristiques d'indice supérieur & 23, vis + n".s et w.s jouerontk
le role de n,s et mss.

L’inégalité qui exprime la stabilité de Pirrégularité s’écrit avec ces notations :
ko < s,

Comme la premiére courbe minima de A,34, est C""as 2 hasys = vas + kas,
Froy < hayys .

Les raisonnements fails précédemment ne supposent rien sur la régularité du
systtme A. lls sont donc applicables quand A est irrégulier. Le systtme B pourra
ainsi avoir des irrégularités provenant des valeurs de ¢ ou z inférieures a la carae-
téristique centrale de A.

Le seul fait nouveau est la présence d'irrégularité stable dans des réduits pairs

de A. Nous allons étudier U'inflnence de l'irrégularité A,; dans la réduction de B.

Tutorkme. — Une (rrégularité stable d'un réduil pair de A, provoque dans la
réduction de B une irréqularité stable dans an réduit impair.

Pour abréger I'exposé, nous ne considérerons que les cas ot les précédentes irvé-
gularilés ne viennent pas se méler a celles que nous allons éludier. (\)uand‘ B.s se
déduira de A, par Vintermédiaire de C, ., nous supposerons que cette courbe n’est
pas obligée de se décomposer suivant C,wﬁ el une courbe arbitraire. Lorsque {5 < ua»

C,,, se décomposera suivant G, et C . D’autre partla deuxiéme courbe minima
2 2

A Pt Y
33773

de A", estdedegré v,y + 1" — Mass, + Masga. Noussupposerons done dans ce cas :
taS — Va} } Pad + ’l”zs - *‘118—}-1 -+ Tas42 OU t> h:‘8+2 .

A) L’éventualité la plus simple est celle ot A,s fait parlie de la réduction de B.

Supposons z >k, et t>>lse, . Bas sedéduitde A,z parVintermédiaire de Cm
et G, oude C_ etC, = silaréduction de B n'est pas déja confondue avec celle
de A. Comme Virrégularilé est stable, dans les deux cas B,y estconfondu avec A,s.

Il en serait ainsi encore si 1 z<Tkis—s.

B) Supposons 2> hus, Ras s < E<T Rabpr .

C,,, se décompose suivant C, , et C ., . De sorte que B,; dans I'hypothése

6
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qu'il se déduit de A.; par I'intermédiaire de C, , et C, ; se compose de l'intersection
1 “a
. N S W r . A" .
lotale By =C, .C, -, = et dusysttme B".; déduit de A", par C_; el Cp s
D’aprés une remarque du paragraphe 4, nous savoos que G, ., . est premiere
courbe minima de B",; et que la deuxiéme courbe minima de B,s Uest aussi pour B3,
Si 245 — w3 >>va3. la premiére courbe minima de B.s est donc C. | + Cm_‘ﬁ_

La denxiéme courbe minima de B.,; recoupe celte derniére suivant
Busoy == Blasio + Basgs . (fig. 11).

Bus+y et Asy sont cerésiduels sur G, + C, ,—. , . est supérieur au degré de la

deuxi¢me courbe minima de B.s, donc B.s., contient une irrégqularilé stable.
Si s —ww <y la premiére courbe minima de B,y serait €, ., .+ G, —. .

—=u
2

Avec une méthode semblable on serait arrivé au méme résultat.

As3

N

Fic. 11. FiG. 113.

Poursuivons la réduction de B en supposant par exemple z,5 — g5 >> v,

B = (‘*,s’(‘las'"zs*"";s+"'as+.' Celte derniére courbe passe par By, . De

sorte que B.si. est le systeme ol celte courbe recoupe la premiére courbe minima

de B',s+. .

Comme B4, estle plus petit systéme corésiduel & A" sur C, ., | la premiére
kL) L
courbe minima de B",54, passe par le systéme F ot C,- ; recoupe G, ., = et déter-
” 237 a3

mine & nouveau sur Cpv o Vadjoint de A", V5., celte courbe minima est C, .
2343

Le quadrilatére curviligne V.. E B Basy, est inscrit dans C Le coté

2342 "
cunviligne A;54. B3, a pour degré :

1y — vy — ’1":8 + Moy + "’28 — (b — V:S) = My54,.

L. . ar linler ..
Bas+a se déduil de A5, par Uinlermédiaire.de C'm+. el th_

La réduction ultérieure de B est donc connue.
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Si B.s se déduisait de s par Uintermédiaire de C, . et C, , le raisonnement
et le résultat seraient identiques.

C) Supposons  hayq, <<t z<lhas.

Nous savons faire la réduction de B jusqu’a V'adjoint 8,5—, de B.:i—., que

I'on déduit de 2x,5—, par Uintermédiaire des deux courbes C, |
et C,

Sa8 MYy g MYy °

la courbe C“-,s et deux courbes arbilraires Cl-s“" o .— . passant par A";.

C,
23 “24 29
B.5— contient ainsi le systéme %', o C, recoupe C, . et un systéme complé-
. e )

SNy §g My

Les courbes C, (et C_ . se décomposent toutes les deux, suivant

mentaire 4",5_,.
D R B Ry P

respondant sur cette courbe & €, ., deuxiéme courbe minima de K + "5, est

8,5— et E', + §'.5—, sont corésiduels sur C, R cor-
; : B
aussi deuxiéme courbe minima pour %.,;_, puisque l,5 < Zas.

Ba3—s et E', 4 5'5—, sontcorésiduels sur C, . 0r C — ,+ G, est
la premiére courbe minima de E', 4+ %',5—, si n,5—, — w.s > n.s . Elle rencontre donc
a nouveau C, . .

28

3 NS —g My —y
i emier reduit s f
Moy —a—myy_, SUIVaNL le premier réduit 8,5, de 8.5, .

Comme f.,5—; et x5, sont corésiduels sur ( la courbe

:’115 EMyF—g —mas—y
3—ny T G, estlapremiére courbe minimade #.5—., et Au; estladjointde 8.5, .
B.s4. coincide avec A.s.
Si  nu— — pas << n,s, la premiére courbe minima de E', 4 65—, ‘serait

C ,—,+C —s. . et le méme raisonnement donne le méme résultat.
28 7 "2l ny5—1" M2}

Fiec. 13.

D) Supposons 54, <K 2< sy

- Comme dans le cas précédent on obtient £,5_,. Reprenons la figure 13 en rem-
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plagant 5.5, par K. Comme précédemment la premiére courbe minima de 8.5—s

passe par K. Les systemes K et \.; sout corésiduels sur C,  + G, .. . Comme

RN Rl By S P S

les courbes C, et { ne sonl pas minima pour E',, on peut écrire
28—r .

b o= l,ns .

K présente donc une irrégularité stable.
Bas...: est le systéme ot la premiére courbe minima de 8.5, recoupe la premiére
courbe minima de B.s.,. B.s—, et B.,—, soul ainsi corésiduels sur la premiére

courbe minima de 8,5_,, et pour la ménie raison :

B.s... présente une irréqularité stable.
Du fait de cette irrégularité, B.ii. est confoudu avec le premier réduitde 8%,5,.
g + p
Le deuxiéme adjoint de 8”5, est confondu avec B.sy,. Or §",5—, se déduit de

o5—s + 45—, par intermédiaire des courbes C et C

EETRNCEY B oL P Fad Mab—aMad—y .

L'adjoint de ce systeme est A", son deuxiéme adjoint A,sy.; par conséquent,
so . se déduit de \ 5., nddiaire des courbes C . .
Buss. se déduit de Nos4. par lintermdédiaire des courbes Cosra .Cm+=

E) Supposons  has iy, <U<Thusir, feaspo <7z <Thss.

11 suffit de reprendre la néme méthode. En particulier le premier adjoint de B”,5_.

p .] 23-—1
se déduit de A", par les courbes €, ., .. C, ., = donl la premiére est premiére
courbe minima, puisque S, — yay > thay + 12" — Mazg,

Busiu se dédwil de Nosyn par Uintermédiaire des courbes C, . et Cpr 5
2 2 2

Propriété de la courbe G, .. ¥

Faisons passer par A une courbe C, . etune G, telle que h,54,<t<Tkysq,. En
se reportant & la figure 11, on voit que B.s ne sc compose plus que du systéme B3,
car B'; disparait puisque Pune des courbes de lintersection totale a son degré qui
sannule. L'irréquilarité de B,s., s'évanowdd.

On peut d'ailleurs prendre £ tel qu’il ne cause pas d'irrégularité dans la réduc-

tion de B, on en conclut que :

TuéorkME. — On peul loujours déduire un systeme régulier d'un systéme dont seul
un réduit pair conlienl une irrégularité stable.
Systémes déduils d'un systéme régulier par lrois couples de courbes.

9. 1l est nécessaire d'étudier aussi en particulier cette éventualité car elle pré-
sente un fait nouveau. Soit A un systéme déduit d'un systéme régulier par deux
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couples de courbes; faisons passer par A, deux courbes arbitraires C, et C, qui s&
recoupent saivant le sysi¢me B. D’apeés les paragraphes précédents la réduction
de B peut présenter des irrégularités du fait des valeurs de z et !, et des irrégula-
rités de A situées dans ses rédnits pairs. Mais A posséde aussi desfrrégularilés
situées dans des réduils impairs.

Quelle est leur influcnce sur la réduction de B?

On peut ¢noncer la proposition suivante :

TugorEME. — ['ne irrégularité stable d'un réduil impair de A provogue une. irré-
gularilé stable d'un réduil pair de B. '

Nous aurons I'occasion de développer la dénronstration au chapilre suivant.

Systémes déduils d'un systéme régulier.

40. Nous pouvons maintenant considérer le cas général. 1Yaprés l'élude précé-
dente un tel systéme ne présente que des irrégularités stables. Les unes sont situées
dans des réduits pairs, les autres dans des réduits impaivs. Nous les appellerons
pour abréger irrégularilds paires ouw impaires.

La réduction de ce sysléme se fait parallélement i celles des systémes inter-
médiaires nécessaires pour arriver au systéme régulier en ce sens que sauf aux
endroits ot les irrégularités se manifestent, les réduits pairs de méme indice, ainsi
que leurs adjoints, sc déduisent les uns des autres par des courbes correspondantes.

Les réductions adjointes de ces systémes viennent se confondre avec celle du sys-
t&me végulier. Ils se réduisent donc tous & un systéme général (en v comprenant le
systéme nul). Réciproquement :

LU'n systtme se réduisant a un systéme géndral el ne présentant que des irrégularités
stables, peut élre déduit (['un systeme régulier.

Nous avons vu en effet comment on pouvait déduire d'un systéme A, un systéme B
ne -présentant pas dans sa réduction d'irrégularité correspondante & celle de Az,
réduit pair déterminé de \, et n'ayant pas d’autres irrégularités que celles qui cor-
respoundent aux aulres irrégularités de la réduction de V. Comme en outre & toule k
irrégularité impaire de A correspond une irrégularité paire de B, on voit qu'on
peut déduire de A un systéme se réduisant & un xystéme général ot n"avant plus

d'irrégularité dans sa réduction.

11. Singularité d an systeme déduil dun systéme réqulier.

Etudions d'abord la singularité d’'un systtmie A présentant une irrégularité quel-

conque A'=(,.C, ou C, passe par \". Considérons sur cetle courbe la série déter-
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minée par les C, passant par A. Cettc méme série est déterminée parles C;—, pas-
sant par A". Si g ete,  sontles dimensions des séries déterminées sur C, par les C,
et C—, :

1 1 [ ] =
(A=) = —(AT—5.)
ou

1— , . =
s =A—A"—(5,—p )+, =w—(s,—p_)+ 5. -

—

Au début du premier chapitre on a démontré que

J— !
o b, = ey — @

On peut donc écrire :.

¢ A 1
s, =8, +a,..

La singularité de A pour les G, est la somme de la singularité de A" pour les Ci—,.
et de A' pour les C,.

A) Le systdme A ne posséde qu’une seule irrégularité. Elle est paire et stable.

Soit A,s le réduit pair ou elle se trouve. Nous reprenons toutes les notations du.
ragraphe 8.

Supposons (> hc.
La réduction de A ne présente pas d’irrégularités avant A.s, on peutdonc écrire:

d—1

A\l .
SIA = S:’; + ZJ [?(hli-i " 1) + ?(l‘.ai—H - l)}‘

o

D’aprés la proposilion précédente :

s‘)& — 312'8_":3 + alnﬁ
Alp A3 “:3:15

On sait que :

% = (o + vas — L3) — 9(@as — bis).
LY RPY)

Aus4s est ladjoint de A’,3; on obtient aisément :

1 y—v U
s:,*s, ¥ = s:“;’ 1 (a8 + R'2s — Ly + va3).
2 2 2
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Aus4. est régulier de spécialité 5 — 23 — 2. D’aprés I'expression de hc 2> he en-
5+
traine Lsy,>he

r—3—1

J YT 25542 B43
2 — N :,( — 1 ) + »( —
LY L b — i) + 9l — L) |

o

ol les h etk avec I'exposanl 23 + 2 sont les caractéristiques de A,54,, v le plus

. - ’ . 1 (' - l
grand entier inférieur a

2

Remarquons les identilés suivantes dont nous avons vu un cas particulier déja.

2342 28+2
th_l - 118+2 — ’l:i+18+3 - ly I“zi-}-l _— lus+2 == kni+28+3 - l .
a8 + vas — by = has 40 — 1, pas — by = kas — 1.

Ajoutons membre & membre ces égalités. On obtient :

v

U>hey,  s'v= Y [3lhaigs — ) + glhaigs — D] — 9(kas — ).

Supposons < k..

‘Nous suivrons la méthode. Nous avons d’abord :

3—1
PO i G 0 Gl o) N S W C 5 SLDIC S SR YO Sy )
2 28 2 -
[+]
puis
l:S — 128—":8 125 ’~
S U #2572
gl _ (s +vas — by — (s +vas—ls—2) (@ —ls— 1)@ —hLi—12)
*25 . %23 2 . 2

car U5 est toujours inférieur a w,s.
A\us4. est l'adjoint de A",5, et on obtient :

l,;—",; \" (125 — Va5 + l) (128 — Va5 + 2) l,3+,
A" B WY ) + =S,
23 2 23 +2

-_ A25+z +

(342 + l)a(l=8+’ +2) +.4(R"28 + vas — L3).

ELE = I

Aus4. est régulier de spécialité ¢ — 28 — 2, et Ly, <he

a=—3—1
l: 2 12‘ 2
8:’;:,’, — Auis + (Ls+. + '),( 3+2 + 2) _ E [.{J(h:?.ﬁ_l,”z) ++(k,§+n_'“+’)]
o
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' G
ou u est le plus grand entier inférieur & —.
2
Or on a les identités <
5+ 3+
h:i e l'z$+: - hni+:8+z -_ 11 I":i - 138-}-1 - If2i+28+2 —1. -

Et en se reportant a Lidentité 2 du chapitre 1, on oblient en ajoutant membre-
3 membre ces égalités :

X [yt — b + Yllesi— ]

]

o o—apFudt)

< A DY

Remarquons que U(k,s — ) = o, puisque (< h.<h.s.

B) Le systéme A ne posséde qu’une irrégularité. Elle est impaire el stable.
L'inégalité qui exprime que I'irrégularité est stable s'écrit avec les nolations-

employées

kr_r-—l < kn;r

si As—, est le réduit ou elle se trouve. )
Comme la premitre courbe minima de A,; est confondue avec Cpr, , on a
T .
hz7 + Vay—1 = kﬁy—l .
[ S

En prenant la méme méthode, on voit que le seul nouveau probléme est celui de--
connaitre I'expression de la singularité de A,., en fonction de celle de A,,. En
suivant la méthode du chapitre précédent, on obtient :

. ! ! :
sil{>h, sy == s 4 Mooy — Ny — vamy — by )

2v—3

. 12'-—: 124-—: 27 v - +
Sl<h, b Ay, 1)2( ) IR C L S C R L))
o ay—1 A"; ) 2

+ d(myy—s — bms) 4+ Ha—s — L) + (M — !‘%-l — lypa).

De sorle ue 'on peut en conclure pour le systéme A.

st i>h s, = N lgthars — ) + 3lhies — D],

o

3
“

{ l
si l<hc' s"——:A—"(—i"‘)a—(_‘-*-_,l‘

+ X Wi — D) + Yksi — D) — Ylkns — ).
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11 faut d’ailleurs remarquer que dans la premiére formule 3(ky_, — ) =o..

C) Cas général.

En se servanl d'un raisonnement de proche en proche on arrive au résultat géné-
ral suivant :

Soit un.systéme A qui posséde :

p irrégularités paires stables.

L28+l = Vn«? + kﬁ T hz&”«}rl = \’:Sp +,Ii':z$p !
/u'ﬁ >l.')stx ey I"as”>’{;xf'+l'
q irrégularités impaires stables.
,{27—'1 =V, + /l27 Ceey /f’7q_l =v.a_, + h’rq ,
‘l"a«-. < ,{'iv,‘ T ll‘z;;q- 1 < kn:q .
v »
Si l> .hcv SLA - E [?(h:i—u - [) + ‘f’(/"u‘ i l)] - 2 :P(k,;i - l) :
o ¥
ISR " o
s g + 1)+ 2 \ ) \ .
Sitech, o =a— CEEEED L Wi, — 0 + 40— D)= B4l .
6—2 s 5s—3 G—1
e, Kol ——-
hy=M—M ... +n,, ok, =M= my,,
hy ,=M—M ... —n, , by, =M—M ... —m,,,.
' ho=M—M,...+n,.,.
Les courbes minima de \ i sont n_i=n" 4 +v i, m i=uyu 4.

Les courbes minima de A,i, sont faig == iy + vayier,  Magey = Wsdony .

RevarQue. — Une irrégularité stable introduit un terme soustractif dans I'une
des expressions de la singularité.

12. Soit B le systéme déduit du systéme A analogue an précédent par l'inter-
médiaire de deux courbes C_ et C,. Nous allons calculer la singularité de B en tenant
compte de la maniére dont on I'a déduit de A. Reprenons pour cela le procédé uti-
lisé dans le premier chapitre pour calculer la singularité d’'un systéme régulier.

Supposons {>>h en posant hi=:+ (M-~ A", AD est la Cafact(-ristique
centrale de A, .
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Sans insister sur les détails du calcul, écrivons seulement les deux égalités ana-
logues aux égalités (10) et (11) du précédent chapitre.

4”."‘01 —1)(n—2) o — 1) — (A, — ) = O Gl :)z(n-— 2) +o(n—i)—3,
{— ) (l— : f— ) —2)
tk—g—l—)(———z—)ﬁ»?(l—)‘;wa.—:ll——u——%i-——ll—'{-c',(t-—l)—(B——.s’,),
a2 /

ol 1, et |, sont les degrés des courbes correspondanles passant par B, le systéme
ou C, recoupe C, et A,. \joutons membre & wembre ces deux égalités :
1

ezt faz b lmn—D s L—m—D)— gl — b — 3(z ~ D).

Puisque (>>hc, [ est supérieur & he':

v »
3 [l ' A\
o= W e, — 1) + 9lW, — D) — D (k! i —1).
Remarquons que :
By , =—hy,+m+n;, l=z4+l—m—n+l,

e

« et que par suile :

h":ir‘!'—ll :‘:+t_~hg:»}g’—.l' k.‘H,‘—‘l‘:z+'t""’l’“_!<,~*—~l,‘ h(":'_'—-:z*{"l-—’»ha.
‘On obtient alors :
vt .
DR, sh= Y e+l hy = D+ gle =k — D] — 3z — D — g(t—1)
o

4
\ .
- }.4 e+ t—ky, —0.

1 9
Si au contraire {< A% la méthode donnerait les 2 égalités.

4+, + e (L4 D+ 2)

- — 3 —1)— (A, —s}) - —4(n—3) —3,
A O+ 2) . - {4+ D+ ]
LAROCED =Ry gy,
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. L . .
En substituant a sA‘ sa valeur on obtient ainsi :

1

u+s
Al . e
L ['!4(2+l—’l.i+,‘_- I) +‘:"(z +l'—'ku‘—n_1)]

o

i<nl, sh=pULEDEED
q
\ |

F U=+ = D— P Uz + t— ki — D).

1

Ces expressions sont inléressantes car elles permettent de vérifier plusieurs théo-
rémes que nous avons démontrés précédemment.

Remarquons d’abord que la réduction de B ne peul pas avoir d’aulres irrégula-
rités slables que celles qui proviennent des irrégularités de A et des valeurs de z
et ¢, puisque toule irrégularité stable introduit un terme soustractif dans l'une ou
I'autre des expressions de la singularité,

Si z<The ¢ estsupérieur a ke puisque = 4+ ¢ = h. + he. L(t —I)=o0. La pré-
sence de =({ —{) montre que €, a provoquéune irrégularité dans la réduction de B.

Si 2>he ¢ estinférienrd ki ot —0) =o. C, n’a donc pas provoqué d'irré-
gularité stable dans la réduction de B. La présence de ! ({ — ) montre que C, es!
une courbe caractéristique paire de B.

Si z=nh, , les termes z(z 4+ {—h,, ., — ) et o({ — [) se détruisent. C, nintro-
duit aucune irrégularité stable. Si en outre { estaussiune caractéristique pairede A,
%(z— ) délruit un nouveau terme de la somme : Le systéme B a sa spécialité infé-
rieure d’une unité « celle de A .

Si z = ki les termes LWt — 1) et (2 + L — k,.i — 1) se détruisent. Lliveégularité
correspondante i celle de \ n’est pas stable, on sait qu’en géndral elle n'existe pas. -

Dans un autre ordre d’idée Uidentification des expressions de la singularit¢ que
nous venons d’oblenir dans le paragraphe précédent et celui-ci permet d’¢tablir des
relations entre les caractéristiques de \ et de B.

Application. — On peut déduire de ces formules la proposition suivante :

Soient deux systémes \ et B formantl'intersection totale dedeux courbes C, et C,.

Le nombre des courbes linéairement indépendantes de degré t passant par B esl
égal & la singularité de X pour les courbes de deqré = — 3 augmentée de 1 4 L(z — b,
si t est différent de hi — v el hi— 2.

’ B "o
Démontrons-le par exemple lorsque ¢ <Z he. Les formules précédentes donnent :

u q9
(t
i')#i'ﬂ —(B—s') = ‘\_: (Mz—h,. )+ Wz—k, N+1+4(z—0)— .\_: d(z— I.-,.‘,Q.
w41 q

= Y [slha . — @ =3 + glhye, — =3 + 1 + 4 — D) — ¥ 3lhae —(2— 3)].
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car on a l'identité™
Wz —a) = ?[u——(z—li)] .

En lenant comnple de la valeur de si"s on obtient puisque z — 3 > he.

-(-’—t—'-'-’_—(fi—ﬂ_(ls—s‘,,) =54+ 1)

La démonstration serail la méme si t > k. ’
Considérons une courbe C, sans point multiple. Un systéme A de cetle courbe
détermine une série compléte. Menons par A une courbe arbitraire C, qui recoupe

C,en B. Lescourbes C, passant par B déconpentsur C, celte série. Supposons 1> z.

-~z 4+ 1) —z+ 2)

La dimension de celie série sera N, — 1 — si -\, estle nom-

2
bre de courbes C, indépendantes passant par B. Or cette expression est égaled s77*
THEOREME. — Sur une courbe C, sans poinl mulliple, la dimension de la séric com-

pléte déterminée par un systéme de poinls est égale @ sa singularilé pour les courbes G, _,
On peut en déduire le théoreme de Riemann Roch (‘) dans ce cas particulier.

On a

(:fl)(:—z‘) .

P

\ a2 %
d’otr
. (z —3) ) o : .
P ot )] - )—(A—s;“3)+;:i\z_,.
On oblient I'expression arithmétique du théoréne :
(c—1)(z—2 .
A, p— ) : ) +X:—SU)"

43. Propriétés des caracléristiques.

Nous avons en déja l'occasion de les définir. Les paragraphes précédents ont
montré qu'a toute irrégularit¢ paire stable correspondail une caractéristique paire
supérieure a la caractéristique centrale, et qu'a loute irrégularité impaire stable cor-
respondail une caractéristique impaire inférienre a la caractéristique centrale. Nous
appellerons les premiéres caractéristiques paires micles. les secondes caractéristiques

impaires mixtes.

(') Picart et Srvart, tome H, p. 32,
¢t La méthode employée dans la ndte de la page 33 permet de démontrer le théoréme
dans lec cas on la courbe présente des points doubles.
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Résumons les propriétés principales des caractéristiques.

1. Une courbe de degré supérieur a la caractéristique centrale el différente
des caractéristiques paires mixtes laisse constante lirrégularité du nouveau sys-
téme.

2. Une courbe carvactéristique paire mixte diminue Uirrégularit¢é de une
unité.

3. Une courbe d'ordre inférieur a la caractéristigne centrale et différente d’une
-caractéristique paire augmente de une unité l'icrégularite. -

4. Une courbe caractéristique paire laisse constante Pirvégularité et diminue la
spécialit® de une unite.

5. L'opération qui déduit un systéme d’un autre par un couple de courbes aug-
mente la spécialit¢ d’une unité.

REMARQUE. — Les résultals relalifs  I'irrégularité ne sont exacts que si on consi-
dére des courbes arbitraires du degré indiqué. Nous verrons en effet danx le chapitre
suivant que si certaines particularités se présentent dans la réduction du premier
systéme, certaines courbes de degrés déterminés peuvent provoquer des irrégularités
d’ailleurs non stables dans la réduction du systéme déduit.

6. Les deux systémes déduits I'un de l'autre par deux courbes de degré égal 3
leur caractéristique centrale sont de méme spécialité.

Ces propri¢lés ont ¢té établies dans des cas particuliers. Les démonstrations sont
aussi exactes dans le cas général.

<. Les courbes caractéristiques centrales jouissent d’une proprié¢té qui va éclaircir
la relation qui existe entre lex systémes réductibles 4 une intersection totale non
générale et les systémes réductibles & un systéme général.

Faisons passer par A, systéme de spécialité 5, réductible a un systéme général,

deux courbes C',C* de degré égal a la caractéristique centrale de A.-Si u est le

plus grand entier inféricur & —, B,, se déduit de A,, par Uintermédiaire de C',
5 : :

2n

et G*, . Ce sont les courbes de plus pelit degré qui passent par A, sans contenir
eu

nécessairement A, ... \,, , cstun systéme général.

2u

Si A,, , n'esl pas une inlerseclion totale générale, B

U 2 2

, sedéduirade A,, , par
I'intermédiaire des courbes (€', el (12”1 . De sorte que B,, , pourra étre consi-
e "
déré comme le premier rédni; de \,, ,. Le systtme B se réduit & un systéme
général.
Si \, ., est une intersection tolale générale, on prévoit que B

su-a n’'existe pas,

=2

et qu’il est le systéme nul. Examinons de plus prés ce cas.

Pour cela reprenons la figure 4 en ¥ changeant convenablement les lettres et les
degrés des courbes. Supposons que \,, , estun point. L'adjoint 5, de B,, se déduit
e etC,

ey
2 Wt

del'adjoint x,, de \, parl'intermédiaire des deux courbes C',
M

—m
4 2u
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Comme les courbes minima de a,, et de son réduil =, , sont respectivement.

C, C, _,. .,etCC, _, cellesde &, auront pour degré :-
WG au t L] w3

2["1:1 —my, ., + l,] - [n-.u —My .t + 1, nl T ==y, Msu ot 2,
2l”=u —m, ., + l} - [“m —_—my, . ﬂ +n, =0, —mn,., .

par le méme procédé-

“ .
Pau

Calculons le degré de la premiére courbe minima de
on obtient : '

(nsu - “2!{.‘1 + 2) + (nea - '":M ‘1) - 2{ n!u - ’nﬁfl iR + l] + n!u—*»l = 0~

'8, est l'intersection totale de C,

Ceu —M ‘e n_ —m

et C . Par suite on peul écrire =
W EAN ) u @y i N

ou, en employant les caractérisliques :

B,,.,=C .C

Wk, 4 Ii“—hm»a-. -
On peut ainsi énoncer la proposition suivante. -

TutoriME. — La condition nécessaire el suffisanle pour que l'on puisse déduire
dun systéme A réductible & un systeme général, par Uinlermédiaire d'un seul couple
de courbes, un systeme réductible 4 une intersection totale non générale est que le pre-
mier réduil pair de A soit une intersection tolale générale et que :

e — hzu + 0, >,
he — b, + 'nm 3

On peut toujours déduire de A un pareil systéme en ulilisant un nombre suffisant
« de couples de courbes.

Reportons-nous en effet au cas général. B, .. est un premicr réduit de A,....
Déduisons B' de B, comme Bde A. B, , estun deuxiéme réduit de A,.., En
continuant ainsi on arvivera aprés .o opérations A ce que B7,,. . soit une intersection
totale générale a laquelle se réduit A . Dans ces conditions B™ ' se réduit & ’inter-
seclien totale B';:x . Elle n’est pas générale ordinairement. Dans le cas contraire on
voit facilemient, en se servant d'une ]):*o»pnsiti()xl suivanle, comment on peut en dé-
duire une intersection totale non générale.

Réciproquement, on peul lowjours déduire d'un systéeme se réduisant & uzne inter-
section lolale, un systéme se réduisant @ un systéme général.
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Soit A un tel systéme dont le réduit \,_, est 'intersection totale

G : Cm,,_l . (nﬂ'-—l < m,,_,),

Rp—y

Faisons passer par \ deux courbes C, et C, qui sc recoupent suivant le sys-
téme B. Pour que B soit réductible & un sysléme général, il est nécessaire que la
réduction de B ne vienne pas se confondre avec celle de A. On peut toujours réa-
liser cette condilion en choisissant convenablement f et z. ‘

Supposons « impair : B,—, se déduit de A,—, par l'intermédiaire des courbes

C,_ G, (b L2omn <Myei + Npy). Soit B,y le systeme ou €, recoupe

a—1

C,, __, (fig. 1%), c’est Vinlersection totale de C, et Co,_yempyr Br—ret %, sont

corésiduels sur C, . —x,_,» courbe de plux petit degré passant par B,_,

e’ tr—1

extérieurca G, correspond sur cetlecourbed C, . premiére courbe minima

|/ Pe—t

de 5, puisque [,_, — m,_, < n,—,. Comme [, ,+ 2, — M., <l,_,, les deux

courbes minima de B,.., sont C, iy —m,_, €t C, . B, est lintersection totale
L aand S — L and ”

de Cl/r——x"’“'x——-l et Clq-;l_"f;—l

Posons ¢, = m,_—, + 1. B, estconstitué par m,—, — n,—, 4 t points en ligne
-droite, systtme dont on peut déduire un point.

a-1
G -
2 o
' Gy nog-1
: o-1
Ct.a-.q*z.7.1 -Ms

Fic. 14. ; Fig. 15.

Supposons s pair: B,_, sedéduitde A,_. parlintermédiaire des courbes C,
etC, . (tims K 2—2 < Moy — n,) Les deux courbes minima de B,_, ont pour
degré respectif : ., + ¢, — M., +n, etz + ., —M, .4 m._,. La pre-
miére recoupe C,,_, suivant le systeme [ (fig. 13). La premiére courbe minima de 1

tyenetny—m,_, COrrespond sur la premiére courbe minimade B._,, acellede B,_,
dont le degré est 1, + Z,—y — M,y — M,z + n,—, . Cetle derniére aprés étre passée

par le systéme J recoupe ea H C, ,+ Pour avoir B, il suflit de mener

gm gy =My

da premiére courbe minima de B.
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On a successivement :

ﬁq—»::C C

L e T
K= C”a--—-l ) C'v—z"'"a—"l—"q—-: ’
K -
= (“a—l+ua‘———l—“1*2 : C‘q—i""e—-z »

B,=C,

B i Tt PRSP

Pour que l'intersection lolale B, soit générale il suffit de prendre ¢ et z vérifiant.
les inégalités :

he Lt 2 < he + 2.

44. Nous finirons ce chapitre en étudiant la détermination des systémes gue-
nous venons d’étudier. Donnons-nous, 25 + 1 nombres positifs Ak, ... lels que :
/\'18+‘ < ,",; <L h’s_H ey kaé”—}»: < h-n&" < h’;n_*_l ,

hau < I:-_x_-—-—l < l{:-- Tt ha-"l < ,"a""—'x < If’“q .

v ¢

Supposons en outre que I'on ait la suite croissante :

hk, ... hooligers bouy oo houga o Baspy s hayas .. kR

LI §

A quelles conditions exisle-t-il un systéme \ de A points les admeltant pour carac--
téristiques? : ' ;

Supposons que A..0_, soit le dernier réduit de \ contenant une irrégularité. It
est d’abord nécessaire que \,« existe. C'est un systéme régulier. Les expressions.
des caractéristiques nous donnent les degrés de ses diverses rédnit.es. Nous avons vu.
au chapitre précédent les conditions d’existence de A.v.

Ces conditions suffisenl pour que \ existe.

En effel, il faut que :

1° 1y, Soit minima pour \";«_, ce quiestcar hov_, > h,0y,

. v " . ) . .
2> A'yu_. est l'intersection totale de €, et Lk!]'q—l—"n"'Q'

3 C,,’qu2 est courbe minima pour \,w«., car h,.;¢~q<k,7q_,<h,,:q.'

On peut par suite construire le systéme jusqu'a irrégularité suivante. La méme-

méthode permet de la construire sans introduire de nouvelles conditions. En conti--

nuant ainsi on obtient le systéme A.




CHAPITRE HI

(I. — Irrégularités instables; Irrégularités apparentes.

1. Nous avons étudié dans le chapitre précédent les svstémes de points qui se
déduisent des systémes réguliers par I'intermédiaire de courbes arbitraires. Cette
hypothése nous a permis de supposer en particulicr les deux fails suivants :

a) Tous les systémes de points sur lesquels nous avons raisonné satisfont en
chacun de leurs points aux conditions d’application du théoréme de Ncether, et pour
préciser les idées ne sonlt constitués que par des points simples distincts.

b) Aucune courbe G, , C, correspondant & C,, C,, qui permettent de déduire
B,; de A, ne se décompo;e enmune courbe arbitraire C.  ne passant par aucun point
de A,, et une autre courbe sans v élre obligée par son degré.

Nous conserverons_toujours la premiére restriction, nous supprimerons désormais
la seconde. 11 est alors aisé de voir que la réduction du systéme déduit peut présenter
des irrégularités qui ne satisfont pas a la condition de stabilité. Nous les appcllerons
irrégularités inslables.

Soit B lesystéme déduitde A parlintermédiaire des deux courbes C,. C_ (1 < 2).
Si has <t<hasir, B.s sedéduit de \,; par intermédiaire de C, et C, (C, étant

suivant la valeur de z, C_ _ou C, . ). Supposons que C, = se décompose suivant la
EETY 20—1 23

3

courbe C, . ne passant par aucun point de A, et €, ., .. Le systtme B.; se com-
23 23 23

pose de I'intersection totale B'ss de C, et C,, etdusysttme B'.; déduit de A,5 par

I'intermédiaire des deux courbes C, et C

1,5—,3 - L premiére courbe minimade B".;
2 2

’ A . . -

est de degré t,5 — vis + 2,5 — I, **. Par suite sion a:

A
L>va5 4 by —vos + 23— 1, %) ou {<Thig,,

B.s présente une irrégularité. Elle est d'ailleurs instable car l'inégalité, condition de
la stabilité, s’écrit :

vay — Ta3 + (518 + l,5— .5 — "18)<0 .

Elle n’est jamais vérifiée puisque ¢ > /s .
On voit en outre aisément que la réduction continue normalement aprés l'irré-
gularité.
On peut faire les mémes observations si la courbe correspondante a C, qui per-
8
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met de déduire $.5 de 2,5 se décomposait de la maniére indiquée. §.; peutainsi pré-
senter une irrégularité instable et nous verrons plus loin (paragraphe 3) que dans
des conditions bien déterminées B,s;i. contient aussi une irrégularité instable.

Nous nous proposons dans la premiére partie du chapitre d’étudier & quelles
conditions ces irrégularités doivent 8tre soumises pour gu'elles aient une influence
dans la réduction des systémes déduits.

2. Il nous faut d'abord approfondir certaines notions déja entrevues.
A) Soit un systéme A — A’ + A" contenant 'intersection totale A' = CVA . C;LA et
le systtme A" situé sur C, . L'inégalité caractérislique de la présence d’une irrégu-

larité dans le systéme A est:
JA - VA—'—F-_; + h."<0.

Elle exprime en effet que la premiére courbe minima de A se compose de G, et
de la premiére courbe minima de A"

Reprenons la figure 5 du chapitre précédent et exprimons J; du sysiéme B co-
résiduel & A sur C, + C. en fonction de J,. Nous supposerons comme précédem-
ment & L k-

2) G, est premiére courbe minima pour A" et B'.

JA==v‘——-y.A+n, anvn“"}h‘*"n,
ot par suite :

’JA+tA—'_'—J3+l..

Remarquons que h* = n 4+ t, —k,' . Puisque C, est premiére courbe minima
pour B, il faut que #; soit supérieur & h,'" ou

b—t< kM —=n

(]

On peut donc écrire :

3= J. + (X.A' . h.A'), h.A"<.L..;' g k.“.

g) G, est premiére courbe minima de A" seulement :
La premiére courbe minima C, , de B" correspond  la deuxiéme courbe minima

C,,deA".

'my ¥

Jg-':h—llu"f‘n, J.::v;——y.,-i—n.', Wa = Mlp¥ == W, — Myr.
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Par suite en prenant la notation des caractéristiques :

-'u = J N ('I.'.“” —_— h‘u\”

v) C, n’est premiére courbe minima ni de A" ni de B".
Les premiéres courbes minima de B" et A" se correspondent et on peut écrire :

Jo= ..

D’une fagon générale si 1, <, Js > J.. Rappelons que I'on a aussi 1. L.

B) Soitun systéme A surunecourbe C,. Construisonsun systéme B corésiduel
a A sur C,. Nousdirons que dewr caractéristiques de A el B se correspondent si deux
courbes ayant ces nombres pour degré peuvent étre correspondantes sur C,. En iden-
tifiant les deux expressions de la dimension de la sériec déterminée sur C, par deux
courbes €, G, correspondantes, on obtient la correspondance qui existe entre les

caractéristiques de A et B. Résumons simplement les résultats :
1° Les caractéristiques centrales se correspondent.
2° Si C, n’est pas caractéristique paire de \ .
ay n> h: les caractéristiques paires de B correspondent a celles de A .
b) n<hz idem, mais en outre C, caractéristique paire de B ne correspond a

rien pour A.
Si C, est caractéristique paire de A.

a) n> h: les caractéristiques paires de B correspondent a celles de A sauf & VVC”.

b) n<h: idem, mais C, caractéristique paire de B ne correspond a rien pour A.

3° Si C, considérée comme passanl par B ne correspond pas & une caractéris-
tique impaire de A . Q

d) n < h: les caractéristiques impaires de B correspondent a celles de A.

. A . . . . . . y -
by n > h_ idem, mais C,., _, caractéristiqueimpairede B ne correspond a rien
pour A.
Si C, considérée comme passant par B correspond & une caractéristique impaire
de A.
A . . . 3
a) n<h,_ les caractéristiques impaires de B correspondent & celles de A sauf
a Cn-rl‘—"l, .
A, . ¢ o xn . . . .
b) n}hC idem, mais C, to—1y caractéristique impaire de B ne correspond & rien
pour A.
Remarquons enfin que la différence de deux caractéristiques est égale i celle de

leurs correspondantes.
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3. Considérons les systémes de points que I'on peut déduire par un seul couple
de courbes de ceux qui admettent dans leur réduction une seule irrégularité, im-
paire.

Nous savons effectuer la réduction d'un tel systtme B déduitde A jusqu’au sys-
t¢tme réduit de A qui précéde celui qui contient Virrégularité. Deux cas peuvent
alors se présenter : ou la réduction de B est déja venue se confondre avec cellede A
et I'irrégularité impaire de \ devient une irrégularit¢ pairc de B, ou cette éven-
tualité n’est pas encore arrivée. Pour examiner ce dernier cas, il suftit de considérer
un syst¢éme A dont le premier réduit A, contient une irrégularité ct d’étudier le
systéme B déduit de A par les courbes C, et C, (¢ K z).

Pour abréger, nous suppuserons que C, et C, ne passeut pas nécessairement
par A,.

Rappelons que (, et C, si =>> (> h sontdes caracléristiques paires de B. (Nous
excluons le cas trés particulier oui il n’en est pas ainsi pour simplifier I'exposé.)

A) La premiére courbe minima de A ne conlien! pus C'., .

1> C, n'est pas minima pour B.

Soit &, le systeme ou C, . premiére courbe minima de B recoupe C,. La pre-
miére courbe minima de 4, correspond sur C,a C, etsur C, ala premiére courbe
minima de AIC‘,\l + C,,‘;'. Celte derniére recoupe la premiére suivant le premier
réduit de b6, b, = b', + b", (fig. 16). b, et A, sont corésiducls sur C,Al + Cui"
Comme C,,A;' est minina pour \", ¢l que le degré de la premiére courbe minima
de b, est inférieur & n, puisque z>>n,, on peut écrire en ayanl ¢gard au para-
graphe 2.

" "
=3 H M=, T, K

1

.

L’égalité derni¢re ayant lien si C, n’est pas la caractéristique h, de A .




SUR LES SYSTEMES DE POINTS DU PLAN. 6r

Considérons maintenant la figure 15. La deuxiéme courbe minima de B recoupe
C,, en B, . Sa construction ainsi que celle de son réduit B, sontles mémes que celles
de b, et b,. On utilise ainsi la premiére courbe minima de 4, .

Si Jb’>0 Iirrégularité de &, n’existe pas. I'irrégularité correspondante & A,
dans la réduction de B non plus

Si Jp,<<o on obtient le systéme B, = B', + B",.

B, et b, sont corésiduels sur la premiéie courbe minima de 4,C,, + C,,». On

2 2
peut écrire :

o=y (=R, R R

'égalité ayant lieu si C, n’est pas la caractéristique A, car dans ces conditions
’ L] n
Cn,,;’ n’est pas minima pour B’,.

L <1, ,

2 2

I'égalité ayant lieu si C_ n’est pas la caractéristique h.*.car dans ces conditions
C,, n’est pas 3° caractéristique paire pour &,, et la premiére courbe minima de B,
n’est pas la deuxiéme courbe minima de Y' + Y" et donc de Y'.

On peut ainsi écrire :

”

[ " "
JBz == J"a + ("‘r:\1 - ho“) + (./.ub2 - hoh’)
L, <L,

. . b’
b’ et A", sont corésiduels sur C, ». En ayant égard au paragraphe 2, on voit que A,
41

144

b’ "
et k, » correspondent & k,*: et k<. De sorte que

n

To= i (=R, R SRS,
ou -/_,‘;’ correspond A -/‘o";, et est égal a h,‘:' si C, et C. ne sont pas des courbes Cp?.
L, <Ly,

I'égalité ayant lieu si C, et C, ne sont pas des courbes Caj.

2° C, est minima pour B sans que C, le soit.

. . Alf A
La premiére partie de Uexposé suffit, on voit que 4,'« = k1 .

3° C, et C, sont minima pour B.

. Al Al
B, coincide avec A et y,+ = h, "
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D’une fagon générale on obtient donc les résultats suivants :

n ” ” L4 L4
A A Ay A A
J"_’:J.i + (~/.0 ‘—ho 1)’ ’lO </.0 ‘gh! ”

l‘-a < l‘n'

Si Ja., est positif I'irrégularité A, n’a pas de correspondante dans la réduction
de B.

Si Ja, est négatif, B, contient l'irrégularité correspondante a celle de A, .

Dans le premier cas, les courbes C, et C, considérées comme issues de A sont
arbitraires, il est aisé de voir que considérées comme issues de B elles sont parti-

culiéres. 11 suffit de reconstrnire la figure en sens inverse. On peut donc conclure.

Tueéoreme. — Le systéme \ déduit d'un systéme B régulier par un couple de courbes
arbitraires ne présente pas dans sa réduction d’'irrégularité impaire.
C’est une partie de la proposition générale que nous avons invoquée au chapitre

précédent.

B) La premiére courbe de A contient C,“.

Les raisonnements précédents sont alors en défaul et pour arriver aux mémes
résultats il nous faut employer un autre procédé. Faisons deux remarques prélimi-
naires.

Appelouns adjownt d’un systéme B sur une courbe C, passant par B le plus petit
systéme corésiduel & B sur C,.

1* Soit un systéme B dont Uadjoint ¢ sur la courbe C, conlient une irrégularitéd.
Que peut-on dire de son adjoint 4?

La premiére courbe minima C, de B correspoud & la premiére courbe minima
de yC, + C
pour pr.emiére courbe minima puisque v est adjoint. Elle recoupe C, suivant I'ad-

Cette derni¢re rencontre a nouvean G, en D = D' + D" qui 'admet

nrrt
1

joint de B, 8 = &' + 8". § et ~ sont corésiduels sur cette courbe.
Comme C, ,, n’est pas minima pour 8" :

=1+ kS —n").
Drailleurs ni C, ni C, ne sont minima pour D” et :
l‘g = l-: .
2° Reportons-nous au paragraphe 4 du chapitre précédent. Supposons que l'ad-

joint 6 de B présente une irrégularité qui ne soit pas assujetltie i étre stable. Les.
syst¢tmes § et B, sont corésiduels sur la premiére courbe minima de 8 C, + C
¢ 3 ngtt
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Comme C, , n’est pas minima pour B’, -
L v
“52 = J? + (,‘.op __h: )'
Comme C, n'est pds minima pour B’

by = Lo + (k2 — 1),

. . . U " 7 . r
On voit en particulier que si J, + (k7 — k") est négatif, B, présente encore
une irrégularité Nous nous somnes servis de cette remarque au début du chapitre.
Nous pouvons maintenant résoudre le probléme.

1 C, n’est pas minima pour B
L’adjoint v de B sur C, esl corésiduel de A, sur la premiére courbe minima
deAC, +C,_, . Comme C n’est minima ni pour Yy’ ni pour A’,.
1 1

—_
MA—"a,

J«/ —JA4.

D’ailleurs C, n’est pas minima pour A" et :
L,=1+&k"—h").

D’aprés la premiére remarque, si § est 'adjoint de B on peut écrire :
h=1J+®E" —h"),
L =L.

C
z A"

Fic. 18

Si J, est positif, § ne présente pas d’irrégularité, B, non plus.
Supposons J; négatif; la seconde remarque permet d’écrire .

=1 + k] —a}),
L, =L+ K& —4").
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En comparant ces diverses égalités, on oblient :
" o A "
Joy =0, + (k] — k) + (kG —h]),

b, = L, + &2 — 0"y — k" =Ry

Il

2

Si zet! ne sont pas égaux a4 h, on voit immédiatement que I, =1.,. Eten
raisonnant comme précédemment on obtient aussi :

" " 14 n

an = J‘i + (‘/JJ“ - hnA‘ ) ’ ,‘OA‘ < on‘ gh"“ ’
I'égalité ayant lieu i £ et z sontdifférents de A,”.

2° C, est minima pour B sans que C, le soit.
A’

”
On vérifie aisément que ;,'+ == k"1 .

ReMarQuE. — Si I, est négatif, I,, qui est inférieur ou égal a I, est négatif
aussi. La proposition que nous avions énoncée paragraphe g du chapitre II est donc
établie.

Supposons I,,>>o. Si B, est irrégulier nous pouvons recommencer avec B, ce
gue nous avons fait avec \: nous obtiendions un nouveau systéme C qui pourra
présenter, ou non, dans son réduit €, une irrégularité Arriverons-nous ainsi & un
systéme n’ayant pas d'irrégularité correspondante « celle de \,?

Pour uniformiser les notations, soit \' le systéme irrégulier a partir duquel nous
commencons. A*.. \'secrontlesdiver~<ystémesque nousobtiendronsaprési,...i—1
opérations.

Le systétme A* contient, le cas échéant, I'irrégularité correspondante i cellede A :

[
! II' "t

Joa — _oaf h A . A . A
a2=Ju+y, —h  ouy, corresponda bk, |,
lAz < ]Al .

Si J.2>o0 A’ ne contient pas d’irrégularité.

Supposons J.z2< o0, conslruisons le systétme A’.... Les J successifs ne peuvent
pas décroitre.

D’autre part dans 1'égalité :

,l

"
—h' .

N
JA"”‘ = JA’ + I

"l t -2

A . N ‘ roe e
/. correspond a h, - Comme les caractéristiques centrales se correspon-

1

dent, -/‘,‘” est inférieur ou égal & la caractéristique centrale hc‘” de A", On peut
donc dire.
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TakorEME. — Si Virrégularité vérifie U'inégalité :

‘Il‘

c R
Joo=Ju+h: —h < o,

°

aucun systtme \' n’aura perdu Uirrégularité correspondante & celle de \'.

1

» " . . . r . ”, » . b
D’autre part /JA atteint sa limite supérieure ke . 1l suffit de s’astreindre a ne
pas prendre pour passer du systéme \' au systtme A' ' des courbes de degré
égal a la troisi¢me caractéristique paire du systéme dont A’ est le premier réduit.

TakoreMe. — Si Lirrégularité vérifie I'inégalité :

1

J:1 == -‘A‘ -4 ,l:” —_ hoA” >or

on peut toujours trouver un systtme A' qui aura perd;z Uirrégularité correspondante
a cellede A .

Les irrégularités qui satisfont i I'inégalité Ji» > o sont dites apparenles. Nous les
retrouverons dans le paragraphe suivant.

REMARQUE. — Dans I'hypothése otr Ji+ <o, lorsque Ju aura atteint son maxi-
mum, comme il ne peut pas décroitre, il restera constant. Les caractéristiques paires
de A" sont toutes égales.

4. Etudions maintenant les systémes de points que ’on peut déduire par un seul
couple de courbes de ceux qui possédent dans leur réduction une seule irrégularité
paire.

La réduction d’un tel systéme se poursuit normalement jusqu’au réduit pair qui
contient I'irrégularité si les deux courbes correspondant & ce réduit et qui servent
A faire la déduction n’onl pas une partie commune.

\) Considérons d’abord le cas particulier ou le systéme \ = A'+ A" contient
une irrégularité, le systtme B étant déduit de \ par I'intermédiaire de C, et de la
premiére courbe minima de A, C, +C, .

1 2>k

La courbe C,A + C
I'autre courbe minima de B, minima aussi de B” comme nous savons. On obtient
ainsi B,. B, et A sont corésiduels sur C, + C, ,, d'ailleurs B, est I'adjoint de A.

est aussi minima.pour B =B+ B" (fig. 19). Menons

IR

On peut douc écrive :
o, = § + (2 — 0,
L, =L+ & =8
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Si J,, est négatif, B, contient une irrégularité correspondant a celle de A. Sinon
cette derniére n'a pas de correspondante dan- la réduction de B. Drailleurs la réduc-
tion de B est facile & concevoir puisque B, est 'adjoint de A".

20 z<kp.
La courbe C".. + C.‘,
tituanl aux lettres B,, «' pour exprimer le premier adjoint de A.

n’est pas minima pour B Repienons la figure 1g en subs-

i

On voit aisément que I'adjoint §' de B se déduit de «' par l'intermédiaire de la
ptemiére courbe minima de 2' et de C, correspondante a C,. Si J, est positif,
x n’est pas irrégulier, 8' non plus et B n”a pas dans sa réduction d’irrégularité cor-
respondante a celle de A. Si J, est négatif, &' se déduit de «' comme Bde A. 1l
se compose de 'intersection totale B" confondue avec B’ et d'un systéme IB”‘. On
peut donc raisonner sur le premier réduit %' de &' comme dans le cas précédent
sur B,.

Prenons le cas général : Appelons «' et 8' les i¢mes adjoints de A et B, Cz' la
courbe passant par «, correspondante & C,

Si h:.+3<z<k;\,+,, on voit aisément que k““+t<z,g+,<h.““+'_ Si Jaaitr
ou I'un des J des adjoints précédents est positif, l'irrégularité de A n’a pas son cor-
respondant dans la réduction de B Si J,a24: est négatif, 82+ se déduit de x2i+:
par l'intermédiaire de la premiére courbe minima de a2+ et de C, e Son pre-
mier réduit est xn+2 [$2+1 joue le réle de B, a?+rde A]. Or B2+1 est I'adjoint
de B..4., parsuite B.,y3 esl confondu avec x;,43.

Si ka3 <<z<hyts, ce qui donne k.’“+’ < Zu4a<< h,2+2, on peut raisonner de
méme. En particulier si J.2i+2 est négatif, le premier réduit 8,3+ de g2+2 se confond
avec a+3, or B »+2 est précisément B,iys3 : les conclusions sont donc les mémes.
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Remarquons que o est le 2i + 3 adjoint de A”; on peut écrire :

b, =da+ (e — R,

Bz¢+d
b, , =l + (Klis—h").
THEOREME — St ka3 <<z <<hkug.. lirrégularité correspondante & celle de A

n’existe pas dans la réduction si J, + (l.-;:’.,., — h“‘“) est positif. Dans le cas conlraire,
elle existe dans le réduit B,.y3.

B"..43 est d’ailleurs le 2i + 3° adjoint de \", sa réduclion se pouisuit normale-
ment.

RemMARQUE — Les adjoints successifs de B jusqu’a 82+ inclusivement contien-
nent I'intersection totale B".

B) Supposons que B se déduit du systéme A précédent par deux courbes
C,.C,:z2>2t>p,.

Soit a le systéme ou la premiére courbe minima €, de A recoupe C, (G, est
composée comme précédemment de C, et C, ,) a, estle premier réduit de a(fig. 20).
La premiére courbe minima de B, passe par a, de sorte que B, sedéduitde a, par
Iintermédiaire de cette coutbe et de la premiére courbe minima de q,.

Les passages de A 4 a, de «a, a B, sont de ceux étudiés dans le cas A.

Si i3 <<t << kiit., la réduction de a présentera une irrégularité dans a,i43 si
Jo+ (Ko — ") <o.

B..+4 se déduit de a,.+3 par I'intermédiaire de la premiére courbe minima de d,.43
et suivant les valeurs de z, de C,, , ou de la premiére courbe minima de a.i4,-
Dans les deux cas B,,, est confondu avec @4
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TaéorEve. — Si kaips <t <kut., Uirrégularité correspondante a celle de A
n’existe pas dans la réduction de B si J, + hﬁ.-'.H.— h' >o. Dans le cas contraire
elle se trouve dans B.,y5 et elle satisfait aux égalités :

N Rz R4 NG
Jois =0t i —h, ), by =T+ thoiys —h, ).

Si en outre kjj43<<z<<ky+., a partir de B, inclusivement les réduits pairs
de B et leurs adjoints ont une partie commune, intersection totale.

C) 8i t<<w.<<z, C, se décompose suivant C, et C,—, . Les raisonnements
seraient tout & fait analogues & ceux faits dans lc cas A. Les conclusions relatives
a I'existence dans la réduction de B d’une irrégularité correspondante & celle.de A
sont identiques.

D) Enfin si t <z <Tw,, il suftit de reprendre la méthode du paragraphe 3, en
allant en sens inverse : B contient toujours une irrégularité correspondante a celle
de A.

Remarquons enfin le cas z = u qui fait toujours disparaitre dans la réduction
de B l'irrégularité correspondante & celle de A .

On peut donc conclure.

TuéorkMe. — Si une irrégularité A salisfaita Uinégalité Jo = J, + By — ho“” <o
elle aura loujours sa correspondante dans la réduction d'un systéme dérivé par un seul
couple de courbe. sauf st lc degré de l'une d’elle est p.. .

Comme les caractéristiques centrales se correspondent, la quantité J. estla méme
pour les deux irrégularités correspondantes. On peut ainsi étendre le théoréme pré-
cédent & un systeme déduit quelconque.

Tout ce que nous avons dit dans les paragraphes 3 et 4 se généralise aisément si
le systéme .\ posséde plusieurs irrégularités dans sa réduction,

TrEorEwE. — La condition nécessaire el suffisante pour qu'une irrégularité de A
ait sa correspondante dans la réduction d'un systéme déduit B est qu'elle ne soit pas
apparenle.

On peut observer d'ailleurs qu’elles seules ont une influence sur I'expression de
la singularité.

Remarquons que [ ne peut que diminuer lorsqu’on passe d’'un systéme a son
déduit, par un seul couple de courbes, ou rester conslant.

Les irrégularités instables tendent, @ mesure que le nombre des déductions augmente
a avoir des irrégularités correspondantes stables.

C’est la justification de leur nom.
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Considérons le cas ou I'irrégularité A n’a pas de correspondante dans la réduc-
tion de B. Les courbes C, et C, qui sont arbitraires considérées comme passant
par A, sont particuliéres considérées comme issues de B. On le voit aisément en
-construisant la figure 20 en sens inverse. On peut donc conclure.

TukOREME. — Le systéme A déduil d'un systéme B régulier par un couple de
<courbes arbilraires ne présenle pas dans sa réduclion d'autres irrégularités que celles
dues aux degrés des courbes qui servent a faire la déduclion.

Cette propriété, ajoutée a celle analogue du paragraphe 3, justifie la proposition
générale que nous avons invoquée au chapitre II.

II. — Systémes symétriques et dissymétriques. Systémes complets
et incomplets.

5. Soit A un systéme de points appartenant 4 ’ensemble de ceux que nous avons
4tudiés jusqu'd présent. Faisons passer par A et a*, points du premier réduit
A, = a', 4+ a*, deux courbes C, et C, quiserecoupenten b'. Soit B le sysiéme com-
posé de b' et de &* = «’,. Les deux systémes A et A + a’, ont mémes courbes mi-
nima. Si !/ est supérieur aux caractéristiques centrales de b' et de B, on peut écrire :

s =H + Sf;:,

sa=TH +s, (U=z+1—M+1),

-ou H désigne la méme fonction de ! dans les deux égalités.

Si [ est assez grand pour que s:‘,i et cf{' soient nuls, les singularités de B et de b
seront égales. Les poinls »* sont indépendants pour les courbes C, passant par &',
ou encore, les points /' présentent la méme singularité pour les courbes générales C,
et pour celles qui sont assujetties & passer par 4*.

Celte particularité n'eriste pas dans le cas général précédemment étudic.

Soit en effet un systéme B == b' + 5* tel que s's = s';» pourdesvaleurs de ! qui
n’annulent pas les deux membres de cette égalité. 11 est nécessaire que B et b' aient
la méme caractéristique h,. Cela exige que B, et le syst¢tme /* — B, aient des pre-
miéres courbes minima de méme degré. Si la premiére courbe minima de B, est
déterminée, il faudra que b* se trouve dessus. Si elle est variable, et cela exige h =k,
il sera nécessaire que b* soit formé de points appartenant & B,. Si enfin B, est lui-
méme variable, et cela exige en outre k, = h,, lorsque s:,’: et si: s’annulent, H s’an-
nule aussi et par suite s’y et 841
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Nous dirons que les systémes étudiés précédemment sont symétriques et que ceux
que nous venons de construire sont dissyméltriques. Les b* points seront dits former
un groupe indépendant pour les courbes C, de degrés convenables. Le systéme B,
du début du paragraphe posséde un groupe indépendant 4* pour les valeurs de [
supérieures 4 A). On peut construire des systémes adnettant un groupe indépendant
pour des valeurs de ( supérieures & une caractéristique impaire. En effet supposons
que A, admette le gronpe o, = b*, comme groupe indépendant pour [, supérieur
a k" . On voit aisément que B admel ce méme groupe indépendant quand [ est
supérieur & A’ .

TuéorkME. — Soil un systéme B dissymétrique, admettant le groupe indépendant b*
pour !> hyy,. Les réduits pairs de B jusqu’d B, inclusivemen! sonl dissymétriques
et admettent le groupe indépendant b* pour des valeuwrs convenables de 1.

Puisque B présente le groupe indépendant 4* pour /> h,, B, contient 5, groupe-
indépendant pour les valeurs de [, supéiieures & h3*_,. On recommence ainsi le
raisonnement jusqu'a B, _, inclusivement. B,, contient d’une fagon symétrique b*.

On pent avoir des dissymétries plus compliquées. Supposons le réduit \, décom-
posé en 3 groupes a',a’,a',. a’, élant groupe indépendant pour [ > ki, . Faisons
passer les courbes C, et C, par \a’, a’,. Elles se recoupent en b' et posons
B:b'—+—a"+a’,.

Ecrivons comme précédemment :

] L
s =H +s
b'+a3 + aj+a}?
' L
sh=H + s,

U
Slb. = H + Sa‘"
1

Comme par hypothése si’ = 5:::4-«3 pour {, > hyl_,,
s = 8'p, +a2 POUT 1> hy ..

a', est groupe indépendant de B pour > hliy,; on a dailleurs toujours :
s's = s’ pour I>h).

a*, + a', est groupe indépendant de B pour I>>h;.
On peut représenter ces résultats par le schéma suivant qui s'explique de lui-
méme.

B=U+M+mwmr.
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D'une fagon générale, on obtient des systdmes représentables par le schéma :
L,
B=0b+[b,+[b,+ ... +b.+ (bl ...],

ou [ <l <l ...<<l: I ... élant des caracléristiques impaires de B.
La réduction de ces systémes se fait aisément. Yous n’insisterons pas.

REMARQUE. — On peut concevoir d’autres systémes dissymétriques. Ainsi le sys-

téme formé par la somme de plusieurs systémes ayant les uns par rapport aux autres
des positions arbitraires. Nous ne le~ étudierons pas ici.

6. Soit A un systéme dissymétrique dont le schéma est :
"
A:a+[a,+[a,+ +av+[a,+,]"]l‘...] )

Faisons passer par A deux courbes C, et C, qui se recoupent suivant le systéme B.

Supposons I, = h,,, et appelons z, le systtme a, + a, 4+ ... + @.+, : A admet
«, pour groupe indépendant quand !> h,.4.. Les réduits pairs de A jusqu’d A,
inclusivement possédent le groupe «,. Les courbes minima des réduits impairs de A
jusqu'a A,i—, inclusivement passent par »,. Parsuite les courbes C;, passantpar A,
de degré inférieur & h,¢ contiennent nécessairement »,. 1l en est donc de méme des
courbes C, passant par B de degré inférieur & la caractéristique paire de B
z4t—M + hii.

Sil— =huty+: et x— =a,+a,+ . . + a, lescourbes C, passant par B de
degré inférieur 4 z +t—M + h:2+,j contiennent nécessairement «,—,, etc.

On peut ainsi rattacher au systéme B une suile de sysliémes complémentaires B, ,

[ AN JE

B, est le complémentaire de B quand l<Zh}.

2, est le complémentaire de B quand I<Zh;, . . etc.

B sera dit systéme incomplet lorsqu’il admet des syst¢émes complémentaires pour
4> h;. Dans le cas contraire, il sera dit complet.

Tous les systémes étudiés dans les chapitres précédents sont complets.

7. Nous finirons cette étude géométrique par I’établissement d’'une proposition
qui montrera la généralité des systémes de points étudiés. Considérons un systéme A
et construisons sa réduction. Le seul fait qui puisse empécher de pousser la réduction
de A jusqu'au systéme général est celui ot dewr réduils conséculifs admetlent les
mémes courbes minima. Nous allons montrer que celle évenlualilé est impossible,

Soient A et B deux systémes dont I'ensemble forme l'intersection tolale des deux
courbes C, et C, (m>n). Nous pouvons toujours supposer C, indécomposable.
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C, pourra étre composée de courbes C, C, ... C, . Supposons que C,, et C, soient
minima pour A et B. Puisque C, est deuxiéme courbe de A, on ne peut pas faire
passer par \ une C,_, indécomposable. D’aprés le paragraphe 3 du chapitre 1,

(x) A>(m—-|)n-—————————(”_l\)aw_—n).

Comme C,, est aussi deuxiéme courbe minima de B,

(n—i1)y(n—a2)

P

B>(m—r1)n—

Ou en ajoutant :

mn=>a(m - 1)n—(n—1)(n—12),

m<n——1+%, (M7'L3

ce qui est incompatible avec ’hypothése m > n.
C, n'est sirement pas premiére courbe minima de B, car de l'inégalité (1) om
déduit :

L,M,(\,)' ’l«.:ri.,'\, Mzt"“l’ B<.£Ll_:l_)z_(£j~_2_)_. (""‘)21)

Si C, est deuxiéme courbe minima de B, elle ne sera pas minima pour son premier
réduit B, Soit en effet C,v la premiére courbe minima de B. Elle est minima
pour B, puisque B et A sont corésiduels sur C,: B et B, admettraient alors les
mémes courbes minima si C, était minima pour B,

Nous avons ainsi étudié tous les systémes dont les divers réduits sont constitués
par des points simples distincts Ces restrictions sont trop grandes et les résultats
obtenus peuvent s'étendre & beaucoup d’autres syst¢émes. Nous n’'insisterons pas sur
ces considération~ dans ce travail.

III. — Equation générale des courbes d'un degré donné passant par un systéme
de points déterminé.

8. Soit \ un systeme de points que nous avons construit dans les chapitres pré-
cédents. Nous nous proposons de trouver I'équation générale des courbes passant
par ce systtme Reprenons pour cela la figure » du chapitre I, convenablement
modifiée.
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Les courbes C,, passant par A, de degré inférieur a h.’ contiennent nécessaire-

ment le réduit A . Si on représente par C, le premier membre de I'équation de la
courbe C,, on peut écrire d’aprés le théoréme de Neether :

ou x«, et 8, sont deax polyndmes de degré I, —n, etl, —m,.
Soit C, la courbe passant par xz etcorrespondantesur C, & €, . La courbe com-
1 2
posée G; + C, passe par l'intersection totale de C, etde C, + C,. Par suite :

m
1

(1) C,-C = .\C"' + dCl: . C" .

ou a est une constante. 8i C, ., et G, sont les courbes passant par a et
1 1

n—m
13 1

correspondantes & C, et C, , on a de méme :

m !
2

I

(2) c C \'Cn + a' Cll Cu M
1 2

non_ —m m
L] 1 1

3) C c, = \"C, +a'C, C,.

n'tm —m »
(] 1 1

En multipliant les deux membres de V'égalité (1) par —:; de I’égalité (2) par —Z—f,
Bs

de I'égalité (3) par —r et en additionnant membre 4 membre on obtient :

i « 8 A A Az
Cm‘ [(_l C.— z:— Cn-’-vu,-—m. - :l_;_ Cu m’-—»)'.] == —a"' - —;lT X, — —a—"— ‘B,] Cu. .

A ! A’ ,

Le degré du polynéme —(—;——%z, —— 8, est égal 3 X + m, —n,. Or ce nombre
est supérieur & m, puisque C, est courbe minima pour x. De sorte que I'on doit
conclure :

A A’ A7 v

— — — — fry —C
a ar x, (l' #: a ml’
C,=12C, , _, + 8C, —— + 7C_‘.

Cette équation représente toutes les courbes C, passant par a lorsque :

v<n+h'—m,.

10
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On peut reprendre la méme méthode pour passerde « 4 A. On a ainsi successi-
vement :
C,.C“| = BC, + oC,, [“C"“'r”n + ?C,H_,,,’__*,‘ + yC,,.].

(6) Ch Cn - BIC" + b’Cm Gnu: -m °
(5) Ck Cn - B”Cu+ b’(:m Cn—‘ m,—m_*

Puis en ajoutant membre & membre ces égalités aprés les avoir multiplées par
des constantes convenables :

! x 8 B B B’
S| 5650 70 |= (7 7 —b3) Gt xCuc,

ou
. 1 a . & . /B B' B’
G, ['b—ct— FE iy A S ‘.’Cm:l = K*b— —rgr— 85w > C,-
R B B’ B" , -
Le degré du polyndme Ty T f ' est égal & / + n, —n. Il est supérieut

A n, car C, est courbe minima de A. Il faut donc en conclure :

B B _ B _&g

b [ T
De sorte que, avec la notation des caractéristiques.

C, = u”(},,o +,C, +«,C, +v,C, .
[ 3 L

C’est I'équation générale des courbes C, passant par A quand /< h,.
| 1 -
N
TukorkME. — D’'une maniére générale, si A est un systéme régulier, admettant les
caractéristiques paires hk,. h,k,,, Uéquation générale des courbes C, de degré
inférieur i la caractéristique centrale he, passant par A est

u
N
C, = Z (uuC,_“ + v,,C,‘”).
Si l<h,, son équation peul se mellre sous la forme :

J—x

C, = Z (u,Cy " + v, C.“) ,

o

les polyndmes u et v dindice supérieur & a1j — a sont nuls.
Ce théoréme se démontre aisément de proche en proche.
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Nous avons vu que tout systéme de points, de 'ensemble étudié, peut se déduire
d’'un systéme régulier. Considérons par exemple le systtme A déduit du systéme
régulier A, par I'intermédiaire de deux courbes C, et C, qui ne sont pas minima

pour A. En suivant la mé&me méthode, et en prenant les mémes notations, on arrive
d’abord A I’égalité

1 N/ u v A vy /A A
C .—Cl —_ 2.~ =2 C « . —_— 2 2
m, La 2‘ <a’l L + a’,‘ Lk,,)] [a }_‘ <a“ u, + a'"» li">] C"‘ ,

les 5‘ étant étendues aux caractéristiques paires convenables de «. Le degré du
A A A’ . «

polynéme — — )‘ <—’—‘-1L,, + == v,,\ estégaldaa+m,—n,.Ora<lhc=n—m +he.
a d\ q 2 a iy - ' '

2t 21

Si m,>n—n, + h&* ou n<n,+m — he? le polyndme en \ sera toujours
identiquement nul. Or cela signifie que n, est supérieur « la caractéristique centrale
de «. C, estune courbe caractéristique paire mixte.

1

C, peut ainsi s’exprimer lin¢airement en fonction de courbes caractéristiques
paires de degré inférieur & ); d'une fagon générale.

THEOREME. — Si A est un systeme de pownls admellant les caractéristiques paires
hk, ... h,h, (& lexclusion des caractéristiques paires mixtes), I'équation générale

des courbes C, d'ordre 1 inférieur & la caractéristique centrale h; est

u

C! == E ("’uCh” + vlek")'

o

la suite des indices présentant des lacunes dues aux caractérisliques mixles.

Si < h,,, les polynémes u el v d’indice supériear @ 2aj — 2 peuvent étre pris nals.

ReMARQUE. — Cetle équation générale ne peut pas s’exprimer linéairement avec

des équations de courbes d’ordre différent des caractéristiques. On s’en rend compte

aisément. Ainsi il est nécessaire qu’elle contienne (],,o, puis quand [/ = Ak il faut

introduire une C, . Tant que / est inférieur a h,, l'expression obtenue est bien
0

I'équation générale. Mais quand ! = A, il faut de nouveau introduire un terme C,,! , etc.

Application. — On peut retrouver la singularité du systéme A en ulilisant celte
équation générale. Pour simplifier les écritures, reprenons le cas précédemment

traité.

C, - u,Cn + '—’,C,,, + ugC-—-,+n, + l'acu-n.+m, .
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Nous supposons ainsi que n, m, M — M, +n,, M —M, + m, sontles quatre pre-
miéres caractéristiques paires de A, c'est-a-dire m>n_>2>m, + n, — h)®. Soit o, le
nombre de paramétres dont dépend le systéme de polynémes U,V UV, tels que :

(6) t.c, - V.C L.C +\,C =o.

m 2 M—M, 0, 2 MMy -,

La dimension du systéme de courbes C, est alors :

l { ’
-(i%(——u}-—(A —s')=Wn—0+¢(m—U+$M—M, +n, —D+IM—M, +m —b—:,
En considérant les égalités analogues & 4 et 5, et en reportant dans 6 les valeurs
que l'on en a tirées pout Cy—wx,+n, €t Cu—n,4m,, on obtient :

(7) Cn [ITU(‘H + l QB’ + \Y: B”] ,‘_ Cm [\o(:n h I"L.C + b”" C ] =0.

n n —m e u m_—m
e 1 2

a) Si I—m 4+ n,, degré du polvnome facteur de C
tité 7 nécessite :

est inférieur a n, l'iden-

(8) V,C, +I; L,(,n_‘,,_m +b"V,C,.,. —m, =0.

© U,C,, +UB + VB =o0.

Réciproquement si I'identité 8 est vérifice, il en est de méme de (7). En éliminant
¥C,C, ,_, etdb"C C . . entre4, det8onobtient:
L] 1 2 1

vocn Cm + U:Cn Cu-—u,-{-nx + VsCu CM——\I,-I—mg - (B’U: + B"V:) Cn =0,

ce qui montre que B'U, + B"V, est divisible pa1 C, . En remplagant cette quantité
par — U C, eten divisant par C, on obtient I'identité 7.

b) Si {—m + n, est supérieur & n, 'identité 7 nécessite :

(8') ‘0C" +b’U!Cn n m +1) \ (“ _‘HCn'

e ntm M,

9" U,C, +L,B' + V,B"= —HC,

Réciproquement si (8') est vérifiée, il en est de méme de (7).

Comme ! — m + n, estinférieur & 1a caractéiistique centralede x, puisque I <C h,
l'identité (8") s'obtient en prenant pour H un polynémearbitraire de degré { — M +-n,.

Si g. est le nombie de parameétres dont dépend le systéme V', U', V', tels que :

V.G, +1C +V,C

2 n ", -—m

nom T, =o,

on a
F‘:?" +’%(M_ng—l)'
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Or on voit aisément que :

A Y, .
LEDELE (s = =) o 4(n 4 1y m,—3) + 40 my—m,— D) — .

On obtient donc la formule :

U+ 1)+ 2)

- ~——(A-s'A)=’,'(n—l)-—-q;(M~n'——l)+-(i+—l)2—(2‘—tﬂ—-(u—-—s‘,).

C’est I'égalité que donne la considération de la série déterminée sur C, par les
courbes correspondantes C, et C, .

Passons maintenant au cas ou [ est supérieur i la caractéristique centrale de A.

TuforkME I. — Toute courbe passant par un systéme général, de courbe minima
d'ordre n, a une équation qui peul se metlre sous la forme :

f— L3
C,_—EU,C".
o .

Les C', étant des courbes minima convenables.

La réduction adjointe du systéme général se termine par une interseclion totale
géncrale. L’équation générale des courbes®qui passent par cette intersection totale
s’exprime linéairement en fonction des équations des deux courbes qui la forment.
On voit aisément, par la méthode employée précédemment, que I'égnation générale
des courbes passant par I'adjoinl piécédent s'exprime linéairement en fonction des
équations de trois courbes minima, et ainsi de suite jusqu’au systéme donné : Le
nombre < est égal au nombre d’adjoinls, nécessaire pour arriver i I'intersection
totale générale, augmenté de 2.

ReMARQUE. — Nous verrons plus loin que si ! est assez grand, il n’est pas néces-
saire d’employer les = courbes minima pour avoir I'équation générale des C, passant
par le systéme.

Tutorime II. — Toule courbe passant par un systéme régulier, a une équation qui
peut se meltre sous la forme :

u

C,= Z [uncl;" + ”uCk“] + Z w; C'nc~

o [+]

les C‘,,c sont © courbes de degré hc choisies convenablement.
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Le théoréme a été démontré quand [ < hc, il suffit d’annuler les w;. Tout sys-
téme régulier se réduit & un systéme général. Considérons les = courbes minima du
premier adjoint général, et continuons & appliquer la méthode précédente pour
remonter jusqu'au systéme donné. Les = courbes minima donneront = courbes de
degré ¢gal A la caractéristique centrale k. du systéme. Les passages successifs d'un

adjoint 4 'autie donneront les courbes caractéristiques paires de I'expression.

TatoriME L. — Toute courbe passant par un systéme de points, de caractéristiques

paires, mixtes ounon, h )k, ... h, kL, , auneéquation quipeut se meltre sous la forme :

2’

u

Cl - E [unchﬂ'+ anhNJ + 2 w, C'hc ?

o o

les polynémes u,,v,,w, peuvent étre pris nuls si les courbes C,,"C,‘"C’,ic sont d’'un
degré supérieur a [;

En effet tout systéme irrégulier peut étre déduit d’un systéme régulier. En pas-
sant de ce dernier au premier nous aurons l'occasion d’introduire les courbes carac-
téristiques paires mixtes si [ est supérieur & la caractéristique centrale. La proposi-

tion est d’ailleurs d¢ja démontrée si [ est inférieur A h.

REMARQUE 1. — On voit aisémenl que les polynémes u,v,w, peuvent étre pris
de degrés l—h, , i —k,, I —h .
ReMARQUE 2. — On doit choisir convenablement les courbes caractéristiques.

Ainsi C,," ne doit pas étre fonction linéaire des équations des courbes caractéristiques
d’'indice inférieur. De méme les C', sont linéairement indépendants entre eux, et ne
doivent pas s’exprimer en fonctions lindaires des équations des courbes caractéris-
tiques paires.

9. Lorsque / est suffisamment grand, il est inutile de prendre un aussi grand
nombre de courbes pour exprimer linéairement en fonction de leurs équations,.
I'équation générale des courbes C, passant par le systéme donné. Ce qui suit le
montrera clairement.

Soient trois courbes C,,’ C,,’C,,, qui passent par le systtme A. Dans quelles condi-
tions l'équation :

Cl == J'xl(:u' + _\!Cn’ + AJCu 4 (nl> n:>/hz)7

sera-t-elle U'équalion générale des courbes C, passant par A?
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Si : désigne le nombre d’arbitraires homogénes dont dépend le systéme des poly-
némes A A A lels que

AC, + 8,0, +A,C, =o.

3

On doit avoir dans ces conditions I’égalité :

1) (I + 2) (A —st) = U—n,+ 1) —n, + 1) i U—n,+1)(l—n, + 2) + ({—n, + !)(I—-n,+n)_
9 2 2 2

-

Calculons le nombre”™e On a

.
"y

AC, = —A,C, —A,C

Soit B le systéme suivant lequel Cn‘ et (,”’ se recoupent. A, doit étre le premier
membre de I'équation d’'une courbe passant par B

Considéions d’abord le cas ou il n’y a pas de courbe de degré [ — n,, passant
par B. ¢ =0, dans ces conditions il est nécessaite que n,n n, soient égaux aux
caracléristiques paires h A h . B admet alors la premiéie courbe minima Ch‘*ko_,,‘,
et par suite il faut avoir I'inégalité

I<h, +k +h,—h,.

On vérifie que cette expression est supérieure & k,. On peut donc conclure gu'il
est nécessaire &’ employer les courbes caractéristiques paires C,‘OC , C,,. pour représenter
réquation générale des courbes d'un degré délerminé 1, inférieur @ k,.

§'il existe des courbes C,_n3 passant par B, A, dépend de

({{—n, 4+ 1)({l —n, + 2) .
2

(B—se ™)

paramétres. D’ailleurs si \, est déterminé, A, et A, dépendent comme on le vdit
aisément de Y(n, 4+ n, — /) paramétres :

d=—n+1)({l—n,+12)

2

(B—ss ™) + 4(n, + n,— D).

En se servant de I'identité :

+(l+ 4 1— —_ (1 — {—
1)2( +3) = ( m ot ‘)n(l ot 2) + (l nt l)n( n‘+2) ——"!’(nn +n,——l)——?(nl+n_-—-[)+n,u,,

on obtient 1'égalité

"I* + 8‘:_“’ == ?(nl + n,— O'
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ng

Si 1> n, + n,— a2, I'égalité exige que s', et s " soient nuls.

I>h'—a, I>h”4+n—2.

A
o ?

Comme h"=n, + n,—h, ces trois inégalités se réduisent & :

I>n +n,+n—h'—a2.

Si I<<n, +n,—2, le terme w(n, + n,— ) wappartenant sirement pas & I'ex-
pression de s', puisque n, + n,>h, il est nécessaire que :

s'hh=o, so P =g(n, +n,—1.
11 faut donc :

(>h'—>, l—n—h"=l—n—n, l—n>k’—1.

L’égalité exige que n, soit le degré h,' dela premiére courbe minimade A. Si x
est la plus petite caractéristique paire de A différente de h,', et al'occasion de n, etn,

kan =n, + n,—y.
-Les deux inégalités se réduisent a

I>n +n+n—y—a.

TatorkME. — L'équation générale des courbes de degré | passant par un systéme A
peut étre mise sous la forme :

Cl - \|Cu‘ + Agcu’ + AaCu: si l>n1 + n, + n’t"_hoA -2,
el sous la forme :

C,:A,C,,‘+A,C,,v’+.\,C,3 si I>n+n+h'—y—a,

élant la plus pelile caractéristique paire différente de h,n,n,.
Le minimumde n, +n,+h,—, est h +k + h,—k,.
Si {>h, + k, + h,—Fk,— 2, on peut écrire I'équation générale des C, sous la.
forme :

C, = u.C,‘. ~+ UOC‘,' + u'C,,’ .

Rappelons que c’est aussi 'équation générale quand [ <k, .
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On peut étendre ces résultats au cas oti I'on emploie plus de trois courbes pour
former I'équation générale, mais on obtient de~ propositions moins précises.

Soitun systéme A dontladjointest a. (,etC, sont les courbes correspondantes
sur C, passantrespectivement par Aelx. Si 7 estsupétieura b2 + 2 + b2 — % —a,
I'équation générale de< C, contenant x est :

C, = u"(.,,: + v“Chz + u!C,,';.
Or, comme précédemment, nous pouvons écrire successivement :

C,.Cpx= \C, + C,.C,,
Cm Ch:

Il

Chg Cm M
CI::Chﬁ = \'Cu + Ckg(:m M
A"C, + C,4C,, -

-
("k; Ch:

En multipliant les membres de ces égalités par —u, —v,—u, et en ajoutant
on obtient

C"g [Cl - uocm - vu Ch‘; - "’! Ck;J = Cn [A - vu AI - u| A”] ’

et puisque /> n, on peut écrire en prenant la notation des caractéristiques :
(v) C,=ACp +BCr+ ACp + B_C,‘;.

C’est la formule générale des courbes C, lorsque ¢

l}/l“A + I'.o‘ -+ h" —+ /1'_:‘ — ’l“ -— h: — 2.

Mais on ne peut pas assurer dans tous les cas que c'est 1d vraiment la limite
inférieure de /. En effet soit une équation de la forme (1), cherchons si c’est I'équa-
tion des courbes C, passant pacr \. En tenant compte des ¢galités précédentes on

obtient I'identité :

C,[\—A,Cps — \A'—B,\"[+C, [C.—B,C,s—A,Cs —B,Cpgl = 0.

Le degré du polynéme facleur de C, est égal a I + h,—n :
Si 1 + hi—n<m ou l<h' Tidentité précédente impose :

(a) C.—B,Cpe— \,Ce —B,Ce=o0.
11
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Pour que I'équation (1) soit générale, il faut et il suffit que (2) le soit. Dans ce cas
la limite précédemment trouvée est bien la limite inférieure Cela exige ka condition

R+ k' +h kS —h <ah, -

Si l4 h2—n>m ou [> k' I'identité exige que
C, = BOC,,Z -+ A’(;k: + B_’(:h: + q.C”.

Il faut savoir si cette équation représente toutes les courbes G, . Nous revenons
au probléme d’oi nous sommes partis

On peut de nouveau ieprendre la méthode en considéiant I'équation générale
des C, comme fonction linéaire de quatie courtbes et en déduire & nouveau une
limite inférieure de la valeur de ! pour laquelle I'équation généiale peut étre consi-
dérée comme fonction linéaire des équations de cing courbes Cette limite sera la

véritablce si elle est inféricute & A"

, » ce qui ~exprime par la condition :
B4k RS k) — kS —h— R <h’
si I'on veut que I'équation générale soit :
C,= \nChg + BOC,,(A’ + A!Ch; + B,Ck; +ACp.
Il faut en outre que le systéme x satisfasse & la condition trouvée précédemment
h, + ki, + h’ + k% — h <2k},

ce qui s’exprime facilement a I'aide des caractéristiques de A.

On généralise aisément. On obtient des limiles inférieures exactes pour les sys-
témes satisfaisant & certaines conditions, et des limiles inférieures approchées pour
les systémes arbitraires.




CHAPITRE IV

Application a V'étude des courbes gauches.

1. Enoncons quelques définitions et propriétés qui vont nous servir dans ce
chapitre. Nous désignerons par K, ou &, une surface d'ordre m. Nous réserverons
spécialement la lettre & au cas ot cette surface est variable. Nous aurons souvent
I'occasion de considérer le systéme linéaire de cout bes déterminées sur F,, par toutes
les surfaces @, de I'espace. Une de ces courbes sera représentée par o,, le systtme
linéaire par {¢,|. Nous prendrons d’ailleurs les notations classiques de cette théorie,
«(ue I'on pourra trouver dans les premiefs chapitres du tome 1l des Fonctions algé-
briques de deux variables, de MM. Picaid et Simazit.

Une courbe C de la suiface I, étant donnée, clle détermine un ~systéme linéaire
|C] complet, pourvn que I'on se donne au préalable le systéme de points-base que
I'on veut imposer au systéme |C|. Il est possible que |C| admette d'autres points-
base. On les considére dans cette théorie comme wvirtuellement inexistants. Le genre
virtuel du systeme |C| estle genre d'unc courbe générale C, en ne tenant pas compte,
a l'occasion, des points-base multiples inexistants virtuellement On appelle aussi
degrévirtuelde |C|, le nombre des points d’inlersection de deux courbes générales C,
en dehors des points-base préalablement fixés. En particulier, le genre virtuel du
systéme |y,| est égal au genve propre d'une courbe généiale ,, puisque le systéme
n‘admet pas de points-base. Son degré virtuel est ml*.

Dans ces conditions nons donnerous & r,, dimension de |3, P'expression sui-
vante :

rp="DP, +ml—1I, +1 — 3,

ol P, désigne le genre arithmétique de lasurface ¥, 1l, le genre virtuel ou propre
de |g|, @,
Le théoréme de Ncether (') dont nous nous sommes servi dans le plan se généra-

un terme complémentaire dont il est inutile, ici, d’approfondir le sens.

lise dans I'espace et s'applique aux surfaces. On peut comme dans le plan en déduire

la conséquence suivante :

TuforEME. — Si on fail passer par Uintersection lotale générale de deux surfaces F,
et ¥,, une ®, elle recoupe F, suivant lintersection totale de F, el d'une F,_,.

m

(") Preawt et Simanr. tome I, p. 17.
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2. Dimension de la série délerminée par les surfaces de degré | sur lintersection
lotale F, . F,

Soit Cmr (m>n) une telle courbe de genre p. Faisons passer par Cm» les sur-
faces ®,, et cheichons deux evpressions différentes de la dimension du systéme
|9, — Cmn| determiné pai les ® sur F, .

Si mnl — p —3, est la dimension de la série déterminée par les ®, de I'espace
sur la courbe Cp ., une premiéie expression de la dimension de |¢, — Cm | est :

P, +mF—1[,+4 1= 38, —[mnl—p—3 + 1].

D’autre part ce systéme peut étre découpé sur F, par les &, . On peut donc
écrire :

P,+ml—1I1,+1—38,—[mnl—p =3, +1]=P, +m(l—ny—1I,_,+1-3%_,.
Or on connait le résultat suivant(*) :

I,=1l_,+p+mnl—mn*— 1.

En 1eportant cette valeur de II, dans I'égalité précédente, on obtient :

(1) 8, =38,—7%_,.

TakorEME. — Le lerme complémentaire 3, de la série déterminée sur Cyn par @,
est égal a la différence des termes complémentaires &',%',_, des systémes déterminés
sur F,, parles &, et ®, ,.

Cette proposition va nous permettre de trouver la valeur de 3,. On peut en effet
écrire :

N U
bl::(o

[ 6’144) + (6'1_, - 8'l—n) 'l:— -+ (a’l»—n-' 1 a’I—-n)'

Et en appelant d, le terme complémentaire de la série déterminée sur une section
plane de F, par les &, .

5,::d,+dl_l+ +d,__n .
Or nous connaissons la valeur de d, [Chapitre I, paragraphe 3].
Sil—n+1>m—2o0ul>m+n—3, tous les d sont égaux a Ilim — pim,

Il m étant le genre maximum d’une courbe plane de degré m, p,n le genre de la
section plane générale de F

8, =n{llim—pim).

(*) PicarT et SimarT, tome II, p. 107.
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Or Cna estune courbe du systéme |n.C, »|, C..n étantune section planede F,,.
Son genre virtuel ("), qui est égal a son genre propre comme on I'a déjd remarqué,
est égal a :

(3) Plnn:n~p1m+"l(’t+llnl—(n—l).

D’ailleurs le genre maximum [l n d’'une Cn, est donné aussi par I'expression :

n(n —

Honn=n.1ln+ ‘)m - (n—r).

On peut donc écrire :

alzllmn—Pmn-

TakorEME. — Si 12> m + n— 3, le terme complémentaire de la série délerminée
sur Cma par les @, est égal & Uexcés du genre maximum d'une telle courbe sur son
genre propre.

Supposons o<{l—n+1<<m—12 ou nLI<m+n—3.

{

S, =n[llim—pim] — 3, gm—i)

t={—n+41
m—2 N1
=lnn—pmn— X #m—D+ X gm—1i.
i=l—n+41 i=l+1

Or on a l'identité :

(u—l—nmu—Il—a)y(u—1—3) w—Il—a)yu—1—3)u—1l—4) @@—I1—2)(u—1-3)
6 - 6 - 2 ’

Un calcul facile donne :
8, = Hmn—“Pmn—‘?.(m +n—10)+ ?a(m‘_l)’
En posant :

?’(u_wl)z(u—l—x)(u——é-——n)(u——l—-—?t) si l<u—3 et g(u—D=o0 si I>u—3.

Cette méthode ne peut pas nous donner 3, lorsque [ est inférieurd n. Considé-
rons d’abord la section plane générale de Cma. Pour qu'une &, passe par ce Sys-

(*) PicarT et Simart, tome I, page 107.
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ttme de points, il faut qu'elle contienne la section planc correspondante de F".
@, recoupe F, suivant une courbe Cnpn.—, intersection totalede F, et F,_,. En par-
ticulier le nouveau systéme de points ot @, recoupe Cn » estlintersection totalede Cp.n

etde @, . On peut par suite écrire I'égalité :
(4 1)(n
mnt —p— 5" I ii_”_(_ﬂ — 1“ i Inll(ll —_ l) -—p— 3".*,
2 —
ou

(n+1)yn+ 2) .

n—t = “n + 9

mn— 1.

Supposons mainfenant qu’on veuille faire passer par une section plane de Cm.»
une &, de degré /, inférieur & n — 1. Il est nécessaire que cette surface contienne
le plan. En raisonnant comme plus haut, on a aussi I’'égalité :

REDED

mnl —p —3, =mn(l—1)—p—3,_,

2
ou
+(l+l)(l+a)_

2

~

Oy =9 mn.

~

Ces deux remarques permettent de calculer 3, quand ! est inférieur 4 n. On
peut ainsi donner le résultat général suivant :

Rappelons d’ailleurs que :

a2ll, —a2=mn(m + n—4).

mn

3. Singularité du systéme de points, intersection totale de trois surfaces.
Rappelons la proposition suivante(*) :

Les surfaces qut passenl par Uinlersection tolale des trois surfaces F"‘ F”, F"a ont

des équations qui peuven! se meltre sous la forme :

l:‘l: \an + ‘\:Fn + A.!Fn ’ ) ”;\<n:\<n

12

ol F, estle premier membre deI'équation de F, et A, un polynéme de degré | — n,.

Considérons la courbe C, , . intersection totale de F, et F, . Coupons par la

surface F, . Faisons passer par ce systéme de points \ une F,. Elle recoupe G, ,
3 1

aux mémes points que la surface dont I'équation est A, = o.

(") Rendiconti... dei Lincei. XV, . Severi.
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TaEorkME. — Si une surface F, coupe C,,’ u, €N ses points dintersection avec F, ,
elle recoupe celte courbe en ses points d'intersection avec une F,_, . ]

Cette proposition va nous permettre de trouver la singul;rité du systéme de
points A, intersection totale des trois surfaces F, F, F, (n,<<n,<n). Exprimons
de deux maniéres différentes la dimension de la série déterminée sur Cn, n, parles &,

passant par A. Si [>n, on a I'égalité :

~ ' ~
nnl—p—3s —(nnn,—a nn, ,,B) =nn,(l— n,} —pP—3,

ou

]

a, n, n, = C?'(ll‘—{"ll’-*—’ln—l)—— E ?3("1 +nl '—Z) + ?;(ng_'l) +?l(n’—l):

1
)
123

4. Considérons maintenant les courbes gauches que I'on ne peut pas considérer
comme intersection totale de deux surfaces. La surface de plus petit degré F, qui
peul contenir une lelle courbe C, <era appelée premiére surface minima. Elle peut,
suivant les circonstances, étre unique ou dépendre de paramétres. La surface de plus
petit degré F, qui peut passer par C <ans s¢ décomposer en la précédente et une
surface arbitraire de degré convenable, sera dite deuxiéme surface minima. Flle n'est
jamais unique.

Considérons une section plane arbitraire A de C. Le sysidme A admet deux
courbes minima. Nous supposerons essentiellement, & moins d’avis conlraire, que A
admet aussi des courbes minima de degré n et m. Cette condition restrictive exclut
par exemple la quartique de Steiner. On sail en cffet que cette courbe admet pour
surfaces minima, une surface du »* degr¢ et une du 3, tandis que sa section plane
a pour courbes minima les coniques.

Les deux surfaces F, et F,, se recoupent suivant la courbe C,, appelée premiére
réduite de C. La premiére réduite de C, est la deuxiéme réduite de C. L'cnsemble
des réduites de C conslitue <a réduction. Nous faisons sur les réduites C,.C, ... la
méme restriction que sur C, de sorte que si on coupe la figure par un plan. les dif-
férentes sections A A, ... seront les réduits successifs de A .

Pour faciliter les raisonnements nous utiliserons encore des figures schématiques.
Nous représenterons une courbe par un point, une surface passant par cette courbe,
par une courbe passant par le point image de la courbe. Deux surfaces qui se cou-
pent suivant deux courbes distinctes seront ainsi représentées par deux arcs de courbe
convexes qui se rencontrent en deux points. Enfin la lettre qui représente la courbe
donnera aussi son degré.

Soit une surface F, sur laquelle se trouve la courbe A. Faisons passer par A
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deux surfaces F, et F, qui recoupent la surface F, suivant les courbes B et C. Ces
courbes B et C sont dites corésiduelles sur la surface F,. Si on fait passer par B
une surface F,/, on voit aisément, grice au théoréme de Ncether, qu’il existe une
surface Fy passant par C et découpant sur F, en dehors de C la méme courbe que
Fz en dehors de B. On a d’ailleurs la relation :

3 y—y=a'—ux.

F. et Fy sont dites deux surfaces correspondantes; ¥z et Fyr se correspondent
sur F .

Nous appellerons courbe yenérule une courbe dout la section plane cst un systéme
général. Nous verrons un peu plus loin comment on peut construire de telles courbes.

Soit une courbe C, de degré C, géndrale, de surface minima F,, de premiére
réduite C,, courbe générale aussi i cause de la restriction énoncée plus haut. Faisons
passer par C, deux surfaces F,et F,(z>> 1) qui se recoupent suivant la courbe I
de degré 1'. Les surfaces F, et F, sc rencontrent & nouveau suivant la courbe y, de
degré y. Appliquons a cette figure une mdéthode calquée sur celle que nous avons
employce dans le plan.

Les courbes v et C, sont corésiduelles sur F,. Soient 4 et &, deux surfaces
correpondantes sur F, et passant respectivement par ~ et C, . Ell;.\ déterminent
sur I, le méme systéme de courbes dont nous allons exprimer de deux fagons diffé-
rentes la dimension. Si (I,llupc’ — B,: est la dimension de la série déterminée
sur C, par les (I),', une premiére expression de la dimension du systéme précédent

est :
P 4l —p, 41 —3, —[Cl—pc —3 +1],
ou P" est le genre arithmétique de F,, p, le genre de 9, sur F,.
1 1

Si A est le nombre de conditions imposées & &, pour contenir v, une deuxi¢me
expression de la dimension est :

p"a “+ n}\’—-p;—{- 1 ~——8';—A.
On peut donc écrire I'égalité :
@) Py +nl —p, +1—3 —[Cl—p. ——37: + =P —p 1 —3,— AL

La formule 2 permet d’écrire, en appelant p, le genre de la section plane de F

(5) I),_—-p" — ()\_1')1)1 + n[:lx(l\: l) o l'(l'-—— '):l-——()\—-l‘),
2
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D’autre part, d’apreés Pégalité (1) :

>

i
o’__all :d,+411—|+...+dl 1

oti les d, sont les termes complémentaires des séries délerminées sur une section
plane de F, parles &,. Si n, est le degré de la surface minimade C,, I + 1 est
supérieur & n, + 1 et comme n,>n— 2, tous les d sont égaux & leur valeur
n—1y@n—2)

—

maximum p,.

©) Ho—w, =0 —y ETHEZD

1’égalité 4 en tenant compte de 5 et 6 devient :
n _ < ~Cy
@) ;»(/.—l,)(n— h—I1,—ir=C], —p o+ r—A.

Aux surfaces &, passant par v coriespondent sur F, les &, passant par I'. On
peut encore éctire de deux fagons différente~ la dimension du systéme de courbes
découpées par ces surfaces sur F,. On obtienl symétriquement :

®) é(k——l)(t—/;——l——).):I‘I——pl—~?>,'+|—-—-A.
Retranchons membre 4 membre 8 de 7.
n . { . . . Cy ’ r
@ —O—Br—b—l =)+ == —h— =2 =[Gl —pi —5]—[N—p,—3].
La différence 8," — 8% ne dépend pas de 1. En effel on a :
ClL—U'l=Cl—1)+n'l —zU.

L’égalité g s’écrit alors en tenant compte des relalions qui expriment la corres-
pondance entre &, ®, ct &,.

r—Il, =1l—n, l—)r=2z—n.

(t—n)(az— 2n 2l__['+t\)+_l_(z—n)(z+t—n —4—2a)—n'(l—z—tl+2an)+2tl =C(l—1)— (pc +37")+(pr+8,r)’.
2 P 1
On vérifie aisément que le premier membre est indépendant de I. Par consé-
quent B,P ne dépend de / que par l'intermédiaire de 3;'. Posons :

n(n, + 1)(n, + 2)

3?::(n,——|)C‘+l——— 3 Pc -

12
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Cherchons I'expression de 3"'. Elle ne dépend pasde I, de sorie qu'on peut faire

le calcul cn posant |, =n,, l=u =z+Ll—an+n,. L’égalité g devient :

n(n, + 1) (2, + 2)
! :

3 +p,—@—0)l'—1 :-;(7.—-1,)(11—4~I‘——-‘A)+-:-(a-—)\)(t—-ﬁ——i —w)—n 2t —

Or le deuxiéme membre peut se mettre sous la forme :

U—O@—1t+ Y(u—1t+ u)+(u — MU — 4+ 1DNWw—2+4+12) wu+ N+ (—nm,—n45)n,—n+2).

(Pour le vérifier, le plus simple est d’exprimer u 2 el /, en fonction des quantités
indépendantes z {n et n).

Si nous voulons que ' soit une courbe générale, il fautastreindre £ et z a salis
fairve aux inégalités n <t L2 2n—n, tLe<an— n,; parconséquent les termes
en u—/{ ¢t u—z sont nuls. Comme d’aillemis n, > n — 2, on peut écrire :

ST Cr. 111 L Ny

Remarquons que u est le degré de la surface minima de I'. Celle expression est
donc de la méme forme que celle de 3, .

Effectnons la réduction de la courbe €. Comme le systtme A se réduit & une
intersection totale générale, la courbe C se réduit d unc courbe générale, intersection
totale de deux ~urfaces. Ce ne peut éire, d'aprés ce que nous avons vu dans le cha-
pitre 1, qu’unc droite, une conique ou une biguadratique. Dans les trois cas l'expres-
sion précédente donne le maximum de la valeur que peut alteindre 3,. Cette remarque
est évidente dans le cas de la droite ou de la conique. Pour la biquadratique, le
résultat du paragraphe 2 donne :

~ T
o, +llaa—p . =1—p..
C’est précisément la valeur trouvée par 'autre formule. On peut donc conclure.

TatoriME. — Le maximum du terme complémentaire de la série délerminée par
les ®, sur une courbe générale C, dedegré C, degenre p, desurface minima F, est:

R nn+41)(n+2
3, =C(n—1)+1 ~—L——:;—g~——~—)~p.

D’aprés ce qui précdde on voit que 3, esl constant quand > n.

RemarQuE. — La construction d'utie courbe générale est aisée. La courbe T,
comme C, satisfait & la condition restrictive puisque la formule qui donne ! en
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fonction de !, est la méme que celle analogue dans unec section plane. 11 suffit par
suite, de faire passer par une courbe génerale (droite, conique, biquadratique) deux
surface> de degrés convenables qui se recoupent suivant une autre courbe générale.
On peut recommencer V'opération autant de fois que I'on veut.

TuEOREME. — Fn général, le macimum du terme complémentaire 3, est eqal & U'excés
du genre maxzimum 1l d'une courbe ayant méme réduction que 1" sur le genre de 1.

'812 lll—pl

Rappelons que la dimension de la série déterminée sur 1" par les &, conte-

1—a
nant la courbe C et les points multiples de 1" est égale & p — 1('). La dimension
de la série découpée sur 1" parles &, , , passant par G est égale & :

. N i

U+z:=nl—p.—h - rl:”_‘
ou & estle nombre de points communsa Cet I et di‘.H__/, un terme complénientaire.
D'ailleurs comme C et I" forment I'intersection totale des surfaces F, et F,, on peut
écrire d’aprés le paragraphe 2.

d[:‘+t-6 + 82-}-‘-‘5 = ”;t —DPy— 1.

Si k' représenle le nombre de condilions imposées aux ¢, _ . passant par G
pour contenit convenablement les points multiples de I', on obtient I'égalité :

o
%) (z+[_-/,')l‘——-pr———h——-/c'——l:llu-—p;,———.l——(n—-—|)C+p(;——| +_(£‘_i‘_%(_”ii)_]

=p.—1.
Dans le cas général n,=n—2 et u=z+!—n—2. L'%galité (10) sécrit
alors, en remarquant en outre que :

I'+ C=zt, all,,———n:*l(z-{—t—t.}. Pu=p.+pc+h—r.
ll:l_‘("‘ —-nNC+ C’: l-u:pr + k.

Le genre maximum d'une courbe de méme réduction que I' est donc

. =1,—(e— 1)C—GC,

3 t—n
en posant

_w=hHv—l—n)@—1l—1)

C'r —1 6

(*) NouTuer. Matematischen Annalen, {. VUL, p. 510
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Or on vérifie aisément I'identité suivante :
() ,—wu—ntC—¢ =wu—lr+:1-c¢, ,+C,_,.,.+C,_. ..

Dans le cas particulier actuel C°,_, , et C*,_._, sont nuls et on peut écrire :

I =@—nl"+ 11—,

et par conséquent :

Z,' = l]r —Pp,- c.q. f. d.
REMARQUE. — Si n, = n — 1, ce qui alieusi C = —nﬂl—gi'l, on voit de la méme
facon que :
H=I,-(e—C-C,, _,
ou

Hy=@—)I'+C4+1-0C,,
et par conséquent :

~ I NS
5 =, —p,. -——.(,.

I' est une courbe générale. En se reportant au premier chapitre on voit que I" -
est la courbe de degré maximum ou minimum qui admette F, comme courbe
minima. On a d’ailleurs (*) :

6,"___ I, —p, — u(uz——l) .

(*) Supposons pour simplifier p.= “r' Dans le raisonnement précédent nous avons

fait I’hypothése implicite que la courbe composée 1" + G pouvait étre considérée comme la
limite d’une courbe Cz(, intersection totale de F, et F,, sans points multiples. Cela nous
a permis d’écrire :

P ﬁpl i 1)( —h—n 3

ol h est bien exactement le nombre des points communs a ["et C.

Nous avons ainsi retrouvé dans le cas général, une proposition bien connue, établie elle-
méme en faisant cette hypothése Les surfaces d’un degré | suffisammen! grand découpent
snr 1" une série complete.

Mais dans le cas trés particulier o1 T est la courbe de degré maximum ou minimum
gui admet ¥, comme suiface minima. cette hypothése nous conduil a un 1ésultat mani-
festement faun. Le 4 que nous obtenons est négatif, ce gui est impossible puisque pour
les grandes valeurs de [ la série correspondante n'est pas spéciale Cette hypothése n’est
donc pas vérifiée et C — 1" n'est plus la limite d'une C;: sans points multiples. Dans ces
conditions h— &’ des points communs a Cet I' sont les positions limite< de ces points
multiples et

P. =P, 1—[)6—,-/1’——4.

Comme nous n¢ savons pas st dans ces conditions les séries découpées sur I' par les
surfaces d'un degré suffisamment grand sont complétes. nous pouvons seulement affirmer
que & tend vers une constante positive ou nulle et que par suite

h<h>C.

oo ne WMM ' ceﬁ'fuw/(én.
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5. Faisons passer maintenant par C deux surfaces de degré z et ! tels que
z2>t>an—n . La section plane de 1" est un systtme de spécialité un. Nous
dirons aussi que I" est de <pécialité un En nous 1eportant au calcul précédent, on
obtient si 71> h,

all =Tth,—1)+1— (:J/._ .t C’h'—-h i C’"-""o Py
en appelant A k I

L,k I, les caractéristiques de la section plane B de I'. Nous dirons

simplement que ce sont les caractéristiques de ['. Le taisonnement précédent

montre aussi que dans le ca~ général le genre maximum d'une courbe de spécialité 1
esl :
— 1/ 4 1 3
lll =1 (Ilg— )4+ —C hy s + C h—h, 2 +C h—k 2

n(n + )
2 ’

Mais si C =
n[‘ =Th—1)+r1— C'k‘ ot C‘h.-ho et C”',**." + C’”g*'o“ko*" ’
Dans le premier cas, on a toujours :
~ 1
0, = [Ij‘ —_ Pl‘
et dans le cas particulier (*) :
3, = I, —p.— C',.—,._,. .

RemMARQUE. — M. Castelnuovo a démontré que si une courbe C est sur une sur-
face du 2° degré, son genre maximum est égal a

. C— C—
J(C—a2-—,) ou 2’-——1</_< 2’.

A ——
11 est aisé de voir que nous oblenons le méme résultat. Dans ce cas particulier
onah,=12, b=k, ct

. =1(h—1)+1 —C'k’_'.+(]’,,,=: U'(h,— 1)+ 1 — k.

Si [ est pair h,=l?et i, =(—'—7‘—’-)—. or v =L"2 ¢ Ia formule de

M. Castelnuovo donne le méme résultat. De méme si [' est impair on trouve

1 _.:il_"__'l_g_:__‘i)_

T h

(*) Voir la note de la page 116.
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6. Considérons le probl¢me plus général suivant : Soit C une courbe de surfaces
minima F,et ¥, . C, esl sa premiére réduite. Faisons passer par C deux surfaces
F, et F, telles que z2>t>m + n— n,. Elles se recoupent suivant la courbe I' dont
elles sont surfaces minima. Reprenons la méthode du paragraphe 4. Signalons seu-

lement les modifications. Un a encore I'égalité

3',—3'1‘:(134'-(1},_,—}-... +'dl ‘-

1

Mais ici les d ne sont pas tous égaux & leur valeur maximum, de sorte que I’éga-
lité 6 devient :

3",_ . 8’1 j— ()\ . [‘) L(’l_———_l_);(_ll_'--_l) __p.] —_ '{/_,(Il —_ [‘) .
On obtient ainsi & la place de 1'égalité 7.

ZO—)(—b— =) —3(r—1)=Cl—p —3 +1—A.

(A
De méme I’égalité 8 devient :

t o
_;0\_1)(1_r,_z—x)+<?,(t—-x)=1‘1—pr—a,' +r—A.

Et en retranchant membre & membre :
n t . . :
;-()‘—‘l.)(n_[‘_l.——)‘) +;(l—)‘)(t_[‘“‘1_)‘)'—?n(n—lq)_?s(t~—-h) == [Clll —pcl-‘st:]-[[‘l.—pc—-al’]'

Remarquons en outre les égalités suivantes qui expriment la correspondance des
surfaces @, ., P, -
A—l =f—m, l—h=z—n.
On a d’ailleurs :
Cl —Tl=C(l—1)+ mnl —zll.

On peut vérifier comme précédemment que 1'expression suivante est indépen-
dante de /.

%(‘A—z,)(n—-z.—l.-—;.) +—:-(1-—x)(z-—z.~z_1)-—mn1, +z2U.

8[‘

i
Supposons que si », est la caractéristique centrale de C, on ait :

est par suite fonction de ! parPintermédiairede 3;! etde 3,(h, — ), ok, — ).

3 = (0, —1)C, +1 —C*, 4, —pe, + H, .
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Pour calculer ’5,‘ on peut remplacer ! par la caractéristique centrale « de I' sauf
dans les termes g,(h, —I) et 3 (k, —1) On obtient ainsi :

)
3,1 —Pl. + ]‘(w — l) — 1= i;-() —_ m‘) (Il —_ l; — w, —)) + ;((u-——))(t—-—!{ -——m—)\) —mn + zl ——-C'.,‘.}., + Hc‘

~oh, — ) — 3 (k,—1).

Or la partie surlignée s'écrit comme on peut le vérifier en remplacant w et X en
fonction des quantités indépendantes ztmno,,

Ca. —l+2 + C: —z42 C’ 42 — Csan,—n+2 - C. 1g—m—+2.

. Par suite en remplagant ¢ et z par A, et k, en se servant de la notation des carac-
téristiques
'6‘1 =T(w—1)4+1—C 1, +C 44, +C 4o4:—Ciny 12— C i 42 — P, + H¢
- ?3(h| - 1) - ?3("! - l)

Supposons que C, soit une courbe générale. Quand /, est supérieura n,, He, =o.
- - : , . N

La formule précédente, ot 1'on fait Hc, = o, donne l'expression du 3, d’une

courbe I' réguliére de spécialité 2, quand ! est supérieur a la caractéristique cen-

trale de I’ (Nous disons que 1" est réguliére parce que sa section plane est un systéme
régulier).

Si G, est une courbe réguliére de spécialité 1, le paragraphe 5 montre que
Si ‘1}“’1 ’ “‘1 - ('3 =M+ + C1 1—hlo+2
ou k', et k', sont des caractéristiques de C,. Or:

o—h, =0, -k, o—k =0 —kK,.

Le terme complémentaire 3, d'une courbe I' réguliére de spécialité 3, quand
!> o est donné par :

8:‘ = I’(w — l) + 1 — C'..+q + 2 [(‘13 —-'lﬂ-!-:l +C’m—kn+x]—C'».—hl+z"“c.-—kl+z—'pr

- ?:(h; - l) - ?S(kl - I) .

D'une facon générale, on peut énoncer la proposition suivante :

TatortME. — Le terme complémentaire de la série déterminée par les ®, sur une
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courbe I' réguliére, de spécialité o, quand l est supérieur a la caractéristique centrale »
est donné par Uexpression :
n v
ST . s N -~ Y. s
3 =1'(w—1)+1—C.+ )_. (Cutyits + o yrat — 24 R T iy c “'*"':H»-""J —Pr
— B 15 (i — O + 3, (esigr — 1
PSRRI f,(‘:Hﬂ )],

0

P . L 9 a—1
ol u et v sont les plus grands entiers inférieurs respectivement & — et
2

Quand ! croit, 3, croit. Son maximum est atteint pour les valeurs de ! supé-
rieures & h, — 4.

Reprenons le raisonnement (ui nous a donné précédemment le genre maximum
d’une courbe [' réguliére. Soient « el ' les caractéristiques centrales de I" et C.
On voit aisément que si C, et C;,, sont les deux premiéres conrbes générales de la
réduction de C :

wt+o =z4+t—n+n, .
Dans le cas général n,,, =—=n, —a et
o4o=z+t—2.
Posons pour simplifier puisque z + £>hj

3‘;“—:. =(w'—1)C + 1 —C'y, + He

ot Hc ne contient pas z 4 [.
On obtient, en faisant les mémes calculs que précédemment :

M, —(0—1)C—C:r. + He=p + K.
Le genre maximum d’une courbe de méme réduction que T" est donc :
Ho=@—=0)U+1—=0C 0, +C s + Clmigra + He.
La transformation de H. se fait aisément, a I'aide des identités connues :
Raigr = 2 + 1 — h5i. Fsig, =2 + L —Kaigss

Et on obtient :

" v

N=@-—nl+1—C., + E [Con t3+Clus 4] — E (Conypy,+2 + C'n—k,i+l+,] .

o o
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Et on peut aussi conclure,

~ Max
s, =I,—p,.

r

Takorkue. — Le maximum du lerme comptémentaire 3,, dans le cas général, est
égal a lexcés du genre maximum I, dune courbe de méme réduction que 1" sur le
genre de T'.

n,(n, + 1)

RewARQUE. — Si G, =
2

n,,, = n,— 1 et on obtient :
wt+w=z4l—1.
La valeur de 11, devient :

Ho=(@—=)+C+1—C. 4+ C s+ Ccig4: + He.

La transformation de H. est un peu plus compliquée. On a par exemple :

C.I '—hfl-fx - (:sh'Hw— = - C"«.~IAJ'+‘TI = — C| ‘Ah“+.+'n + (:'m——h“_'_l-(-l .
De corle que
u v
\ Y
l'll‘ == ((o —_ !) 1 + 11— Cz.,+; + 2 [C,m—h‘l-*-) + C;-.—ku-i-ul _ .)_J [Ca...—-h"._“‘-)-z + C’w—k"+l+al
o °

u v
— V€ n e+ Ca] + X [C

o o

A Cusi ] + (B, —T).

1+ at+1

Et I'expression qui donne le maximum de 3, devient (*) :

n v
~ max

3" =1, —p, + N tr A Camtpta] — N C 1 + i, 1] — [k, — T

o o

7. Considérons enfin le cas le plus général que peuvent présenter les courbes
salisfaisant a la condition restrictive énoncée préccdemment Une lelle courbe peut
se déduire d'une courbe 16guliére par I'inter médiaire d'un certain nombre de cou-
ples de surfaces F, et F_, puisque cetlc propriété existe pour sa ~cction plane.

Supposons d’abord qu’elle se déduise d'une telle courbe C par un seul couple de
surfaces F, et F_ La méthode déja employée peut de nouveaun étre appliguée. La

(") Voir la note de la page 116.
13
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seule modification introduile est due au calcul de 35 —3', . On a en effet dans ce
1
cas :

8'1— 8"1 = (l - Ii) [g———-ia(n;z—)—pl:l - ?a(ka - l) + ?l(z - l)

La modification analogne a lien sur la surface F,, de sorte quesi />, on
obtient :

+a2+ C,"’"k1i+|+’] _Pl‘

3 =T(o—1)+1— Cupr+ X [Cumn b+ Cocsr] — X [Crmny,,

v

- 2 [?’(h1i+x - l) + ?3("‘3‘.4" - ,)] + ?1(1 - I) + ?3(2 - [) .
o

REMARQUE. — z et { sont des caractéristiques paires, mixtes ou non, de I". Dans
les deux cas z et [ interviennent, sous la notation des caractéristiques, dans la

a

somme _\: [Con s + Care 4a] - Les termes ¢ (1 —1) et ¢,(z— ) sont identigue-
o
ment nuls si z et ¢ sont des caracléristiques paires.

On trouve de méme la valeur maxima du genre d'une courbe ayant la méme
réduction que I'. L’expression est la méme que précédemment, maisles Ak, sont
des caracléristiques paires, mixtes on non.

En uytilisant un raisonnement de proche en proche, on peut étudier le cas général
ou ' se déduit d'une courbe réguliére par Uintermédiaire d’'un nombre arbitraire
de couples de surfaces. On oblient ainsi la proposition suivante :

Tutorkmc. — Dans le cas général, le terme complémentaire de la série déterminée
par les ®, sur une courbe ' de spécialité =, quand 1 est supérieur & la caractéris-
ligue centrale », est donnée par Uexpression :

v P
& =, —pr— Y (5 hiss — D + g,0kaie — D] + Y g, (e — 1),

o

u v

!
g Al r .“ 3 3 3 3
==+ 1=Cr+ P [Cuttr+ Coi il — W [Cam 42+ Cla, il

o o

les h et les I sont les caracléristiques paires et impaires, mixtesounonde I, uetv

g —1

. PR G
les deux nombres mavima inférieurs & — et
2 2

11 serait aisé de donner I'expression de §,, dans le cas particulier que nous avons
signalé a la fin du paragraphe 6 ct de faire la méme remarque.
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8. Proposons-nous de calculer le terme complémentaire 3,F, lorsque I est infé-
rieur & la caractéristique centrale de 1.

11 nous faut d’abord tiouver la dimension :, du systéme des courbes |2,| décou-
pées sur la surface F, par les &, del'espace. Elle est égale  celle de la série caracté-
ristique(’) de ce systéme augmentée de un. Celte derniére n’est autre que celle déter-
minée par les d, sur la courbe 3, intersection totale de F,, et de F,. Ona par suile

ge=ml-—p, -5, + 1.
Or le paragraphe 2 donne :
6= lni—p, +3o,(m—0)—C, _,.
Et par conséquent :
g=ml +1 —IMpi—3,(m—D+C, _,.
On »érifie aisément que cette expression est égale a

0=0C, ,+4(m—0—1,

(Y

ou

ym—p=m—t= ‘)(’"—6'_’)(’"_"‘3) sil>mety,(m—D=o0sil<m.

Reprenons la figure habituelle, en supposant que C, est une courbe réguliére de

spécialité 1, de caractéristique centrale o, . Si n, LI, <m, les b, passant par C,
1

|,-n, - LA

dimension du systéme déterminé parces @, estdonc CJ'.‘”. 1 S KL <o,

doivent se décomposer suirant la premiére surface minima F"‘ et une &

d, est assujellic & passer par U'intersection totale de F,,‘ et de F,,,‘ . Le terme com-

plémentaire de la série déterminée sur cette courbe par les (b’. de I'espace est :
3, = Umgn, — Pmyn, —2,(m, +0,— ) + 3,(m, — 1) + 3,(n, —1).
En utilisant U'identité :
I, ey, —C, , , , +75,u=+3@-)=uwwl+1—-C, . —4,(u—-0)—%,@w—=1D,
on peut aussi écrire :

a‘n == man|l + 1 — C.’:+3 - a(nc - lo) - '4’:("‘1 - Ic) — Pmn, -

(*) Picanp et Sivano, L. 11, p. 97.
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Comme !, << n, la dimension du systéme découpé sur ¥, parles &, précédentes.
1
est égale a

CJ‘1+3 —I— [mlnll.—pmlni - Slu + '] =-—"".Ls(ns-— ll)_ '{‘:(ma—. [').._ I.

Cette formule est valable aussi lorsque n, I, <Tm,.

Les deun égalités ordinaires qui expriment de deux facons différentes la dimen-
sion du systéeme découpé sur F, et F, par les surfaces correspondantes &P, ,
P, P, sont . ‘

- "!‘J(na - l|) - ";‘1(’"1_ li)_ = C,A+3 + ';’l(n'_ )\) —1—A.
Crps—1—A=Cuys+4¢,—)—a—['l—p, Sll‘ + 1].

En ajoutant membre & membre :
[‘I—pl' - alr + 1= C‘l+3 + '#1(t—' [) + "P;(z_ l) + '\P\,(n, - 11) + ‘k(m. ——l|) .

z et ¢ sont des caiactéristiques paires, mixtes ou non Les termes coirespondant
exislent (ue si elles ne sont pas mixtes. n, — [, et m, — /| sont égaux a l'excés d’une
cavactéristique paite de 1'sur /. .

Faisons passer par 1" deux surfaces F.Fy . Elles se recoupentsuivant la courbe IV,
qui peut avoit, comme on l'a vu, des itrégularités impaires. La méthode montre
qu’elles interviennent dans 'expression de 3,. On obtient en effet :

1

Mi—p.,—3, =Gt e — D+ — DV B — D+, = D= — =D — 3, L~z =),

Si / est inférienr au degié de la premiéie surface minima de 1", il suffit de
reprendre la méthode déja employée dans ce cas pout les courbe~, intersections
totales de deux surfaces. On obtient ainsi :

5, = l'l—pl + 1 —Cys3.
On peut ainsi énoncer la proposition générale suivante :

TaEOREME. — Le terme complémentaire de la série déterminée par les &, sur une
courbe T', de spécialité s, quand l est inférieur « la caractérislique centrale « est
donnée par lexpression :

a q
3 =Tl—p, +1—Cys— X (b — D + 4,00 — 1 + Xy 4, (aps — D)

les /i et I sont des caractéristiques paires de 1", certaines lacunes pouvant exister
dans les indices a cause des caractéristiques paires mixtes. Les k,:_, ~ont les carac-
téristiques impaires mixtes.
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9. Tout ce que nous avons dit sur les syst¢tmes de points dans les chapitres Il
et 111 peut étre redit pour les courbes précédentes. On énoncera, en particulier, faci-
lement les théorémes relatifs i 1'équation générale des surfaces passant par une telle
courbe. Nous dirons que ces courbes sont congrues au plan. Comme nous 'avons déja
remarqué 4 propos de la construction des courbes générales, loute courbe déduite
d’une courbe congrue au plan est congrue au plan. Considérons une courbe quelconque,
nous pourons loujours effectuer sa réduction & moins que deux réduiles successives
aient mémes surfaces minima. Excluons d’abord ce cas. Comme les riéduiles paires
onl leurs degrés gui décroissent quand I'indice croil, on arrivera certainement & une
réduile, intersection totale, générale ou non, de deun surfaces. Or cette dernitre
courbe est congruc au plan, par suite le~s courbes admettant une telle réduction sont
aussi congrues au plan. Lexistence de courbes non congrues au plan dépend de celle
de la figure formée par deur courbes C el 1" dont I'ensemble forme Uinlersection totale
de deux: surfaces ¥, F, , qui sonl minima pour Cel I".

Bornons-nous a en donner un exemple. Soient m génératiices d’'une méme famille
d’une quadrique FF,. Faisons passer par ces m droites C, une surface F, qui re-
coupe ¥, suivantla courbe I'. La courbe I' est constituée par m génératrices de
Pautre famille. Faisons en effet passer par un point de [' la génératrice de cette
2° famille; elle rencontre ¥, en m + 1 points et par suite est toul entiére sur F,.
Les courbes C et I' admeltent ¥, el ¥,, pour surfaces minima. Sien effet on fait passer
une F.'(m'<m) par C, elle contiendra la quadrique F,. puisque les génératrices
de la 2° famille la 1encontrent en plus de m’ points.

TutorEME. — Les courbes qui peuvent se déduire de m génératrices d' une méme
JSamille d’une quadrique ne sont pas congrues au plan.

Il est & remarquer que les raisonnements faits dans le cas ot la courbe est congrue
au plan, peuvent encore partiellement Yappliquer au cas général. \insi, tant que la
surface ¢, n’aura pas de cortespondantes passant par la réduite qui forme avec la
suivante la figure précédente, on aura la méme expression pour la valeur de 3, (fin
du paragraphe 8). Les quanlités A, Kk, n’étant plus les caractéristiques du systéme
de points, section planc de la courbe, mais les caractéristiques propres 4 la courbe.
De méme, si on connait I'expression de &, pour cette réduite, par la méme méthode
on trouvera la valeur de 3, pour une courbe qui s’en déduit.

40. Montron~ rapidement quelles sont les difficultés qui se présentent dans
I’étude des systéemes de points de I'espace. Soit \ un tel systeme. La surface de plus
petit degr¢ F qui peut passer par A sera dite premicre surface minima. La surface
de plus petit degré F, qui peut passer par \ sans nécessairement se décomposer
en la précédente et une surface arbitraire de degré convenable sera la deuw.cieme sur-

face minima. La surface de plus petit degré F_ qui passant par A ne contient pas
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nécessairement la courbe intersection totale des deux surfaces minima précédentes
sera la troisiéme surface minima. Ces trois suifaces se recoupent suivant le systéme A,
premier réduit de A. Le premier réduit A, de \, est le deuxi¢me réduit de A, etc.
Toutes les conventions de langage dont nous nous somines servis dans le plan peu-
ven! étre employées dan~ 'espace.

Calculons la singulaiit¢ de \ en fonction de celle de \, Soient l"p‘Fq‘ Fr‘ les

surfaces minima de \,. Lacourbe C  , intersection totale de F, etde I est recoupée

rq’

par F, suivantle systéme = Lacoutbe (., , intersection totalede F, etde F, est
3 1 1

recoupée par I, suivantle systtme §. Enfin C, eslrecoupée par F, <uivant A,.
1 ) 1

ay

A

Nous avons vu au paragraphe 3, pour les courbes intersections totales de deux
surfaces, le théoréme analogue de celui qui nous a servi pour les courbes planes.
Nous pouvons en tirer les mémes conséquences. Les systémes A et «, aet 8, Bet A,
C,,,» €, ,, - Soient d, D, ‘bp‘b,’ les surfaces
Ecrivons de deux facons la dimension de

sont corésiduels respectivement sur C, ,

correspondantes passant par A, «, %, A

.

la série détermince par ces b, et @, sur C,, en remarquant que 2> ¢>p.
pgl—P—[ll—P—o(p+g¢g—D]—A—s)=pgrh—P—[ll =P —3,(p+q—n)+ 4,(p—21 4+ 9,(g—W)],
ol P estle genrede C, . Comme d’ailleurs /—r=Xx—p,, on peut écrire :
sh=s8+s+q+r—p—hD—o(p+r—p——g@+r -p—D—5p@+9—b.
De méme la série détermindée sur Cpp, ~pnr les §, et &, donne :
Se=sht+9,p+e+tr—q. = 0D—sp+gtr—p—q—H—2@+r—H—3G+r—q,—0+2,p+r—p, —0-
La série sur C,‘ o donne aussi :

8",::5"’,+9,(p+q+r—r_-——l)—-—?,(p+q+l'——q‘——-r‘-—l)~——?,(p+q+r—p.——r.—l)—-?,(q+r—-—l)
+3.@+r—q¢—D+w@+r—p—1.
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En ajoutant membre & membre ces trois égalités :

s'.=$i";+?,(P+q+l‘—p,—~l)+ e = pFqar—p—q,—O— ... —g(p+qg-—-H—....

l:p +(I+ l‘—])l_——ql~,‘l + ls’
Comme dans le plan, on peut meltre cette relation sous la forme :

(:xl+3~(A—’sl$):Cslz'f':‘——("\g—siz) + "f:(p + q + r~p|_(ll_—1)+ T —'!,(I)+ll+ r—p,— n— e
+4ptyg—h+ ... =L (p—D—....

Remarquons simplement que pour que F F F_ soient surfaces minima de A, il
faut et il suffit qu'ils vérifient les inégalités :

p+'1>p|+q|+ro—pa‘ (1+">p.+q1‘4‘r|_pz‘ r+p>p|_*;ql+rl_pl'

Cela nous permet de construire des systémes de points se réduisant  un sysjéme
général (e’est-a-dire un systéme dont la singularité est nulle pour ~a premiére sur-
face minima), ou a une intersection totale de trois surfaces. La singularité de tels
systémes est facile a exprimer. Nous n’insisterons pas. Qu’il nous suffise d’indiquer
seulement les deux différences fondamentales (que celte théorvie présente avec sa cor-
respondante dans le plan.

1° Il existe des figures formées par deur systémes de poinls \ el B dont l'ensemble
Sforme Uintersection lotale de rois surfaces F F F  qui sont minima pour A et B.

Pour le voir simplement, il suffit de cousidérer deux courbes C et 1" dont I'en-
semble forme l'interseclion totale de F, et F, surfaces minima respectivement pour
C et I", et de les couper par F, r>¢g>p. Les deux systtmes \ et B section®

de Cet |'par ¥ admettent F F, I comme surfaces minima.

2° La correspondance que nous avons établic au chapitre 11 entre les réduits pairs
de deux: systéemes e poinls déduils U'un de U'autre par un nombre arbitraire de couples
de courbes n’a pas son analogue dans Uespace.

, 11 suffit de calculer le nombre de points du deuxi¢me réduit B, du syst¢éme B
déduit de \ par l'intermédiaire des trois surfaces F,F, F.. pour voir que le nombre
A, + B, n'est pas le produit de trois entiers.

Terminons ce sujet en faisant une remarque qui va nous servir plus loin.

Si le systéme A. intersection totale d'une courbe C et de la surface F_, admet
les mémes surfaces minima F, et ¥, que C. ~on premier réduit A, estl'intersection
totale de (¢, premiére 1éduite de € avec F_. 11 peut arriver gque tous les réduits
de A soient les interseclions totales de F_ avec toules les réduites de C (en parti-



104 M. LEGALUT.

culier si r>> ¢ > p). La réduction de A se fera ainsi tout entiére sur F,. Les for—
mules précédentes sont applicables en y faisant » = »r,. En particulier :

l=p+q—p,—q,—1L..

Cetlte relation est identique a celle qui lie les degrés des surfaces correspondantes.
passant par C et C,. Par suite la condition qui exprime que F, est surface minima.
de C est la méme que celle qui dit que F, est surface minima de A.

Nous dirons que la courbe C est congrue « lu surfuce F,_, lorsque la réduction
de Pintersection totale de F, ¢t de C se fait de la maniére indiquée précédemment.

Une courbe est congrue aux surfaces de degré supéricur « sa deuriéme surface
minima. Car le systtme A admet alors les surfaces minima F F IF,. Comme A, est
aussi l'intersection totale de C, et de I, et que ¢, <{qg<<r, A, admet comme sur-
faées minima l“p‘l’,,’ F,, etc.

La remarque précédente montre en outre que loules les courbes déduites dune
courbe congrue aux surfaces F, est ausst congrue aux surfaces I, .

Par conséquent, pour savoir & quelles surfaces est congrue une courbe, il suffit

de savoir & quelles surfaces est congrue sa derni¢re 1éduite. En paliculier :

U ne courbe est congrue anrc surfaces de degré supérieur & la deuxiéme surface
minima de sa derniére réduile.

On peut donner une limite inférieure du degré des surfaces anuxquelles est congrue-
une courbe. Il suffit pour cela de considérer sa derniére courbe réduite. Nous excluons.
le cas déja ¢tudié, ou c'est une droite, une conique ou une biquadratique. Supposons
donc que C et I' forment l'intersection totale des deux surfaces ¥ et ¥ (p L q) qui

sont minima pour C et 1'. Coupons la figure par la sutface F, de degré « inférieur

a4

3 q. Les systetmes \ et B admettent I, et ¥, comme suifaces minima Pourque C
et 1" soient congrues 4 F_, il faut en outre que \ et B admeltent F, comme sur-
face minima.

1. Supposons £ q—p+ 2.

Puisque les surfaces F,_,, passanl par \ ou B doivent contenir la courbe Cp 2,y

intersection tolale de F et ¥, on doit avoir les deux inégalités :

A>Spr(g— ) —1pz.
B>p‘l"((1— 1) — llp:‘

Et comme A + B = pqx, il faut ct il suffit que :

px(q — I)-—— “p.1<-\ <[)-E + llp.::-
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La condition de possibilité s’écrit :

pr(g— ) — 11, <<px + Iz
ou

2
ac>q—p+n-p—x.

Il est donc nécessaire que x = ¢ — p + 2. Dans ces condilions, il faut :

\=B=M

2

Un exemple de ce cas est celui de C et I' sont constituées par ¢ génératrices des
deux familles d’une quadrique.

2. Supposons &£ >q—p + 2.

La méme remarque permet d’écrire :
() pg—nz—Ihzs+tz,@+x—q+ 1) <A<pr+llpes—sz,@+xr—qg+1).

La condition de possibilité s’écrit :

J(@) = plg — 2) % — p(p + T — ) — 3 + pP+rx—~q)(p+x—qg—1)(p+x—g—12)

3 <o.

On vérifie aisément que :

JO)<o, Sflg—p)>0, Jg—p+20)<To, [fl<o, [(+ «)>o0.
La condition de possibilité est donc toujours vérifiée quand ¢ — p + 2 <x <gq.

TutorEME. — Une limite inférieure des degrés des surfaces auxquelles une courbe
est congrue esl égale & I'exceés du degré e la deuxiéme surface minima de sa derniére
réduite sur celui de sa premiére surface minima augmenlée de deus.

Soit .z, une valeur de £ pour laguelle les inégalités (1) sont vérifiées. On voit
facilement que, lorsque .~ est compris entre g —p + 2 et ¢, le premier membrede
la premicre inégalité est fonclion décroissante de ., et le deuniéme membre est
fonction croissante de . Par suite les inégalités () serontérifiées @ fortiori quand x
est supérieur a x,.

TuEorREME. — Si une courbe est congrue aux surfaces de degré r,, elle est congrue
aux surfaces de degré supérieur.

14
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44. Soit lacourbe C, coupée parlasurface F, suivantlesystéme A. Ladimen-
sion du systéme de courbes ¢, découpées sur F,_ par les ¢, passant par C est :

— o = ¢, L+ Y (r—0—1— [Cx "“SIA] - "'11

vt ]

en appelant o/ le défaut de ce systéme par rapport a celui déterminé sur FZpar
les ¢, passant par A. D'autre pait si r,et r,_, sont les dimensions des ¥, et d,_,
passant par G, on a I'égalité :

e, =r—G—o +1),

dlon
Cpy—1—[CUl—0)—p—38,_,+1]=C,,—1 —[Cl—p—3,+1]—[C,, + }(x—)—1— (Cx— 5') — v,

ou comme {>wx,

-~ ~ I 2 r
b,—ol__l__s,. o, .

Cetle relalion va nous permettie d’étendre, dans unc certaine mesure, aux courbes
gauches, le théoréme démontié pour les courbes intersections totales de deux surfaces
au paragraphe 3.

Reprenons la figute qui nous a servi pendant toul le chapitre, et supposons, pour
simplifier, que I_ct I', soient surfaces minima de I'.

TutorEME. — Si |, >, le défaul «," relatif a la courbe 1" est égal au défaut oy

relatif a la courbe C, .

Reprenons les calculs fails au paragraphe 6. Avec les mémes notations on a :

t c ~
-';-(x-.l,)(n—z.-l,—-n + U= —b=1—0)— g, (n—1) — 7,(t—=2) = [C,}, —pe, — ] — [T —p, — 3
P 1
D’autre part, J étant une fonction convenable indépendante de /, on a vu que
ﬁ(l——l.)(n——l;-—l' ——))-}—-:tl—(l—)\)(t——[.—l——)‘) =J+ mnl, — ztl.
3
Et par suite en remplacant { par v, {, par o,
n . 4 iy .
—(h— o) —h—o, —21) 4+ —;—(m —Nl—hf—o—=31)=J]+mno,—zle.
> .

D’ailleurs on a l'identité :

n t
-;—(7\ — w.) (n — l' i P ) +- -;—(m —_— 7) (l _— !l —_— — 7) = C’,—-H—‘c + C’..-—:+1 _ -'...—-z + C‘m,-}-{‘_ C‘u,~n+: — g—m+

+ mn—zt.
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Par suite :
J=C 4, +C s —C 4, +Coys — C* g —C g + M — 2t + mnl,— zil .
On obtient I'égalité :
‘ 1 - ) 3 « 2T ~3
[T —1) - p.— 8, ] —[Clo,—1)—pc, — o,‘] = [C g + Cupmmgr — € 2] — [Clazips + Clotps — Coga]
+ 9, + 5, (k,— ).
On peut alors aisément faire la différence

SN 5G4 4y
G, —3_)— (°l, - 81,—¢)

ou I'on suppose !, — x> h]* pour que ¥, ne soit pas obligée de passer par C,.

On trouve
r r I 5Ci Gy l
8' - 8l—— — 8= 81‘ - ly—2 s;,
ol B et \, sont les sections de I' et C, par F,. c. q. f. d.

Cy

Si I, —x esl inférieur & A,', on obtientle méme résultat en se servant des calculs
faits au paragraphe 8.

Soit une courtbe C coupée suivant le systdéme A par la suiface F,. La dimen-
sion z,_, de la série déterminée sur C par les P, passant par A est donnée par
I’expression :

€
fr=Cl—p—3 —(A—5).
La série déterminée par les P,__ sur C a pour dimension :

r.=0—x)C—p—3 .

De sorte que :
—_— ~C (o} | . x
Fl—:—rl—.t——ol+sl__z+sA"+wl-

Tutortme. — St les &, passant par C et par A découpent sur F, le méme sys-

téme. Une surface b, passant par A recoupe C suivant Uintersection totlale de C et
de ®,_,.

Nous pourons maintenant faire I'extension annoncée Considéions les courbes
congrues 4 un plan, elles e réduisent a une droite, une conique, une biquadratique.
Le ;" deces trois courbes e~t nul quelles que soient les valeurs de = et de [.

TuéoriME — St F, coupe une courbe C congrue d un plan swwvant son intersection

totale avec F,, elle la recoupe swwant une wnlersection lotale avec F,_,.
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Plagons-nous™dans le cas général. Ce (ui précéde montre qu'il suffit d'étudier le
défaut ,” relatif & une courbe dont la premiére réduite admet les mémes surfaces
minima que la précédenle. Quand le théoréme sera vrai avec cctte derniére courbe
pour une surface P, de degré [ supérieur & 4, lorsqu’elle rencontre celte courbe
suirant son intersection totale avec F,, il sera encore vrai pour toutes les courbes
I'admettant comme réduite paire, avec une surface I, de degré correspondant i !
‘et la méme surface F,.

On sait que lorsque [ est supérieur a un nombre , , le défaut ', des &, passant
par)par une courbe C sur le plan est nul(*). On peut donc énoncer :

TuéorkMe. — Si une P, de degré 1™ ;, coupe une courbe C suivan! une seclion
plane, elle la recoupe suivant son intersection lolale avec F,_, .
Remarquons que :

al - al-—.t = (al - 8l~|) + (81—1 - al—rs) +...+ al—J’ « al—.t .
Par conséquent si A et B sont les sections de la courbe C par F_etF, :
s ——-m,’ = (s’., + Sf‘+' + ... + Si—‘r+') —(w" 4o, 4+ .+ ‘”ll-z-u)'

Pour une valeur de ! assez grande, le deuxiéme membre est nul et

‘ r
Sa=uw, .

Comme s, est nul quand [ est assez grand, il en est de méme de o,".

TuEorEME. — Si une ¥, de degré 1™y, coupe une courbe G suivanl son inter-
section totale avec une F,, elle la recoupe suivant son intersection lolale avec une F,_,.

Quel est le role du nombre x,, le degré le plus petit d'une surface a laquelle est
congrue la courbe C? Je n’ai pu le préciser convenablenient. Faisons cependaant une
remarque qui peut nous en donner une premicre idée. Si x, est de degré inférieur
a celui de la deuxiéme surface minima de C,q. Si I est compris entic x, et g,
les @, passanl par A, contiennent nécessairement la courbe C,z,, intersection
totale de F., et F . Elles recoupent donc F, suivaut lintersection totale de F,
et Fi_, el par suite C suivant son intersection avec F;_,, . On peut donc énoncer
la proposition suivanle comme probablement exacte -

Si une courbe C est cougrue « une surface ¥,, loute surface P, passant par lin--

tersection de C avec F_ recoupe C. suivan! son intersection avec une ¥,_ .

(*) Picann el SiMart, tome 11, p. 72.
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