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PREMIERE THESE

SUR LES SYSTÈMES DE POINTS DU PLAN
APPLICATION AUX COURBES GAUCHES ALGÉBRIQUES

PAH M. M. LÉGAUX,

Agrégé préparateur à l'École Normale Supérieure.

INTRODUCTION

i. La première partie de ce travail est consacrée à l'étude de quelques problèmes
qui se posent très naturellement au début de la géométrie algébrique. Que peut-on
dire sur la formation et les propriétés d'un système de points situés dans son plan?
Comment peut-on les classer, les déduire les uns des autres? Peut-on les caractéri-
ser, au moins relativement à certaines de leurs propriétés, par un ensemble fini de
nombres entiers? Kn particulier, quel est le nombre de conditions imposées à une
courbe de degré / pour passer par un système donné?

Un problème de cette catégorie fut posé pour la première fois par Cramer,
lorsqu'il considéra les rf points d'intersection de deux courbes de degré n. Un peu
plus tard, Cayley (Cambridge Malhemalkal Journal, vol. 3) étudia le système des

.mn points communs à deux courbes de degrés n et m. Il montra qu'en suppo-
sant ni^n, toute courbe de degré / tel que ni-^l^m + n — 3, qui contient

(m -h n — / - i ) (ni -f n. — / — 2 )
mn de ces points, passe par les autres. En 1886

(Malhematischen Annalen, t. a(i), Bacbarach publie un travail sur le même sujet.
En 1890 (idem, t. 3o), Cayley présente un nouveau Mémoire où il améliore ses
démonstrations. Plus récemment, M. Gambier (Comptes rendus, 1922, t. 170) reprit
le problème sous un aspect plus général, et se proposa de construire les systèmes
de points présentant, relativement aux courbes de degré /, la propriété suivante :
Une telle courbe passant par A de ces points, contient nécessairement les B restants.
Dans une deuxième note (C. /?., 1923, t. 17O), il montra en particulier que pour un
système donné, lorsque / augmente, le nombre des points B diminuée! devient nul.
Il calcula en outre leur différence pour deux valeurs de / consécutives.
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Mon travail se distingue complètement de celui de M. Gambier, par la méthode
et par les résultats. J'ai borné exclusivement mon étude à celle des systèmes de
points simples tous distincts. J'exclue en outre toutes les considérations relatives à.
la réalité de ces points (*).

-jt. Posons d'abord quelques définitions. J'entendrai par l'expression « la courbe
de degré / (satisfaisant à la propriété Y) »> une courbe quelconque de ce degré (satis-
faisant à celle propriété, c'est-à-dire dont les coefficients de l'équation ne vérifient
aucune relation (autre que celles imposées par la propriété). La première courbe*
minima d'un système V est la courbe de plus petit degré, composée ou non, qui
puisse passer par V. Suivant les cas elle est unique ou dépend de paramètres. La
deuxième courbe minima d'un système A est la courbe de plus petît degré, compo-
sée ou non, qui puisse passer par A sans se décomposer nécessairement en la précé-
dente et une autre courbe. Elle n'est jamais unique, mais en général elle recoupe la
précédente en un système. \4 indépendant de son choix.

Iwcemple. —- Le système formé de sept points de» l'intersection d'une conique et
d'une courbe du .V degré admet pour courbes minima la conique et une quartique
passant par ces points.

Que le système A, soit déterminé ou dépende du choix de la deuxième courbe
minima, nous dirons qu'il est le premier réduit de A. Cette indétermination occa-
sionnelle ne provoque aucune difficulté. Le premier réduit As de A, est le deuxième
réduit de A, etc. Construire les divers réduits de \ t c'est réduire A. Leur ensemble
est la réduction de A. Nous supposerons toujours que tous les réduits de A sont des
systèmes de points simples distincts. Dans ces conditions, on démontre que tout
système se réduit à une intersection totale de deux courbes. (Chapitre III, paragr. 7.)

C'est de l'étude de la réduction d'un système de points que je déduis certaines
de ses propriétés.

H. Le plus petit système corésiduel de A sur sa première courbe minima est dit
le premier adjoint de A, ou plus simplement l'adjoint de A. L'adjoint du premier
adjoint est le deuxième adjoint. Je montre que c'est aussi le deuxième réduit de A.
L'ensemble des adjoints successifs forme la réduction adjointe.

Si nous faisons passer par A deux courbes de degré quelconque, non minima,
pour A, qui se recoupent en B, nous dirons que B se déduit de A. Si ces courbes
sont minima pour B, nous dirons aus*i que B se réduit à A. Si C se déduit de B,
B de A, C sera dit aussi déduit de Y et nous étendrons cette définition quel que soit

«•) Les quelques résultats nécessaires à l'intelligence de re travail se trouvent dans les
premiers chapitres d»i tome ïl du livre de MM. Picard et $imar( : Fonctions algébriques de
deuj* mrinbles.
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le nombre d'intermédiaires. On démontre (Chapitre H, paragr. a) que les adjoints
île même rang de deux systèmes qui peuvent se déduire l'un de l'autre, peuvent aussi se
déduire l'un de l'autre. Leurs réductions adjointes coïncident à partir d'un certain
rang. (Chapitre II, paragr. 7.) Les courbes qui servent à faire ces déductions peu-
vent être composées ou non, mais je suppose que chaque partie indécomposable
contient des points de A et de B.

La singularité d'un système A, de A points, pour les courbes de degré /, est
l'excès du nombre A sur celui des conditions indépendantes imposées à une courbe
de degré /, pour contenir A. Un système est dit général, si sa singularité pour sa
première courbe minima esl nulle. Un tel système se réduit à l'intersection totale de
deux droites, d'une droite et d'une conique, oude deux coniques. (Chapitre I, paragr. 7.)

Les expressions de la singularité d'un système dépendent de ses irrégularités :
Si une partie indécomposable de Ja première courbe minima du réduit A,- ne contient
aucun point du réduit suivant At l? je dis que A,- présente ou contient une irrégu-
larité et que A est irrégulier. Si aucun réduit ne présente d'irrégularité, le système
est régulier. J'étudie ces irrégularités, et leurs répercussions sur les réductions des
systèmes dérivés, dans les chapitres II el III. Je montre qu'il y a lieu de distinguer
les irrégularités stables, instables et apparentes.

Tout système peut se déduire d'un système régulier, se réduisant soit à une inter-
section totale, soil à un système général. (Chapitre II, paragr. i3.)

Le rang du premier réduit général (ou celui de l'intersection totale augmentée
de un) est la spécialité du système. Le nombre des réduits contenant une irrégula-
rité est l'irrégularité du système.

La singularité .S'Y*d'un système de A points, de spécialité ?, a deux expressions
de formes complètement di Heren tes suivant que le degré / est supérieur ou infé-
rieur à un nombre entier h\: appelé caractéristique centrale. (Chapitre I, paragr. 11 ;
Chapitre II, paragr. 11.)

Les nombres entiers qui interviennent dans ces formules sont les caractéristi-
ques du système. Ce sont des fonctions très simples des degrés des diverses courbes
minima des réduits. La donnée de ces nombres, et du nombre de points A, permet
de construire un système ayant pour singularité l'expression correspondante.
(Chapitre I, paragr. 13; Chapitre II, paragr. 1/4.) Ces nombres sont intimement liés
au système de points.

Les courbes ayant pour degré les caractéristiques d'indice pair jouissent de pro-

priétés particulières. (Chapitre II, paragr. i3.) On peut en outre énoncer la pro-

position suivante qui en fera sentir toute l 'importance. (Chapitre III, paragr. 8.)

L'équation générale des courbes de degré I passant par un système de points peut
se mettre sous la forme :
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où les u^v^Wi sent des polynômes arbitraires de degré I — Aai, l — k2i, l—hc r

les F les premiers membres des équations des courbes de degré h3i kti hc (caracté-

ristiques), choisies arbitrairement et passant par le système.
Je démontre d'ailleurs qu'il n'est pas nécessaire, lorsque / est assez grand, de

prendre toutes ces courbes pour avoir l'équation générale. (Chapitre 111, paragr. 9.)

\. La deuxième partie de ce travail est consacrée à l'application des résultats
et des méthodes précédentes à l'étude des questions suivantes relatives aux courbes
gauches algébriques.

a) Combien de conditions impose une courbe gauche à une surface de degré /'
pour quelle la contienne?

h) Quel est le genre d'une courbe gauche sans point multiple?
c) Dans quelles conditions une surface de degré /, passant par l'intersection

totale d'une courbe C avec une surface [d'ordre n, recoupe-t-elle C suivant l'inter-
section totale de C avec une surface d'onIre / — n ?

Ces problèmes furent déjà étudiés par Halphen (Journal de l'Ecole polytechnique,
t. 33), Mœlher (Mémoires de l'Académie de Berlin, 188a), puis plus lard par M. Castel-
nuero (liendiconli di Palermo, t. 7).

J'ai résolu ces trois questions exactement pour une certaine famille de courbes
gauches (chapitre IV, paragr. 7, S, 11). J'ai démontré en outre certaines proposi-
tions qui peut-être pourraient aider à leur résolution dans le cas générai.

J'ai eu en outre l'occasion de montrer comment la méthode pouvait être em-
ployée pour l'étude des systèmes de points dans l'espace. Je signale les particula-
rités qui rendent ce problème beaucoup plus délicat (Chapitre 4 \ , paragr. 10).

5. Je dois terminer ce rapide exposé en remerciant bien vivement M. Vessiot
et M. Lebesgue de l'aide qu'ils ont bien voulu me donner pour la présentation et
l'impression de ce travail, M. (îambier de l'obligeance qu'il m'a témoignée en me
communiquant le Mémoire qu'il a écrit sur la question.

Je désire spécialement témoigner ma reconnaissance à M. (ïarnier, qui voulut
bien lire une ébauche de ce Mémoire et qui m'aida de ses conseils pour la rédaction.



CHAPITRE PREMIER

Les systèmes de points réguliers.

1. Faisons d'abord quelques conventions qui préciseront et faciliteront l'exposé
de ce travail.

Un système de points sera désigné par une lettre, A par exemple, le nombre de
ses points par cette même lettre A. Dans les figures que nous ferons, nous le repré-
senterons par un point A.

Nous désignerons une courbe quelconque de degré / par le symbole C r Nous
la représenterons par un simple arc de courbe, sans nous occuper de sa véritable
forme, mais simplement dans le but de faciliter les raisonnements.

Lorsqu'une courbe passera par un système de points, nous ferons passer son
image par le point image du système. Pour représenter deux systèmes A et B dont
l'ensemble forme l'intersection totale de deux courbes Cw/ et GM, nous figurerons
deux arcs de courbe convexes qui se rencontrent aux deux points A et B.

Nous désignerons souvent l'intersection totale des courbes COT et Cw par le sym-
boleCra.C„.

2 . Singularité de l'intersection totale Cm. Cn.
Nous appellerons singularité d'un système A pour une courbe Cz, Vexcès du

nombre A sur le nombre de conditions indépendantes imposées à une C, pour con-
tenir A.

Nous nous proposons actuellement de trouver la singularité a?mn du système
A = Cm.Cw pour les courbes C r

Énonçons d'abord deux lemines préliminaires. Rappelons un théorème dû à
Nœther ('). Lorsqu'une courbe Cn d'équation Ft = o, passe par l'intersection totale

CW.CH, Cm et CH ne se rencontrant qu'en des points simples tous distincts, on peut

mettre son équation sous la forme

!',= V.-F. + B^F. (m>n et />«).

où F,H et FH sont les premiers membres des équations de GHI et CH, A et B deux
polynômes de degrés respectivement égaux à leurs indices.

Considérons sur une Cw le système A = CW.CM. Faisons passer par A une Ct

qui recoupe CM suivant le système B. En supposant que Cfll et CM se coupent de la

(*) Math. Annalen, i. Vïl; Fonctions de deux variables, Picard et Sintart, t. II, p. i.
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façon générale énoncée, l'équation F, = o de Ct peut se mettre sous la forme précé-
dente. Cette dernière inoutre que C, coupe CH aux mêmes points que la courbe
d'équation \t^m.FM = o. La partie due à FTO = o donne A, le système B est donc
l'intersection totale de Ctt avec la C{_m d'équation A/_m = o. On peut donc dire :

i° LEMME. — Si une courbe Ct rencontre une courbe CH suivant f intersection totale

CIM.CM, elle recoupe CH suivant Fintersection totale Cn.Cl_llt.

Observons que le théorème de Nœther ne suppose pas les courbes GWI et Cn indé-
composal>les. La proposition précédente ne l'exige donc pas non plus.

Considérons la série de points déterminée sur CH par un système de courbes Cr

Nous allons montrer que :

'i0 liEMMt:. — (ne courbe CM pour passer par h points de Ctl, est soumise à autant

de conditions indépendantes qu'un tjroupe de la série précédente pour les contenir.

Soient en effet H et s les dimensions du système de courbes Ct et de la série
qu'elles déterminent sur C;|. Par un groupe de cette série passent oo'H courbes Ct

du système. Fixons h points sur CM. Ils imposent h — a conditions aux C, précé-
dentes qui passent par eux, h —b conditions aux groupes de la série qui les con-
tiennent. La dimension des C, du système passant par les Jvpoints est K — h -\-a,
celle de la série» résiduelle s — h -f b. Par un groupe de cette dernière passent
ooR-/*+«—H— h+i>) courbes Cu du système contenant les h points. Or on sait qu'il y en
a ooR-1 puisque en définitive ces courbes passent par un groupe de la série initiale :

Reprenons la figure précédente et laissons C, passant par A, variable. — Les
systèmes B constituent une série dont nous allons déterminer la dimension de deux
façons différentes.

Si mn —a'mtt est le nombre de conditions imposées à une C, pour passer par A,
la dimension de la série B sera s/ — (mn — a1

 mn) où zt est la dimension de la série
déterminée sur Cit par toutes les C, du plan. D'autre part la série B est déterminée
par toutes les C,_WI du plan. On a donc l'égalité

Or,

h ~, h— = (h — fi~.) +"(?i-« — h-J + : . . + (h-mit — pi-*,

Avec des notations semblables à celles utilisées pour A = C .C ,

c. — 5. = il — a1*
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et par suite :

Pour contenir n points en ligne droite, une CM est soumise à n conditions :
a\,n = o si i = n, et par suite pour i^>n. Si i<^n il faut que la courbe C,- con-

tienne la droite et a\a = n — (i + 0-

Quand / — m 4- i Z> n — i ou l^ m 4- n — 2 , al
mtl = o.

Quand m ̂ l<^m + n — 2 , l'égalité (1) devient :

a'mH = 1 + . t. -h [n — (/ — m + 2)] = —

Si maintenant nous supposons n-^l<Cm, le raisonnement pris sous la forme
précédente est en défaut. C, doit se décomposer suivant Cw et une Cz w arbitraire ,

(74- i)(/ + a) (/ — * + i ) ( / - / i + a)

et en vertu de l'identité classique :

( / 4 - Ï ) ( / 4 - 2 ) (/ — n 4 - i ) ( / —A1 + 2) (/ — m + i ) ( / — m + 2) (/ — n —m 4- 0 ( / — n — m + 2)
(2)- — ; = • i : . ^ f- mn,

2 2 2 2

i (m + fl- / — i ) ( m - f t t — / — 2 ) (m — / — i ) ( m — / — 2 )

La singularité de l'intersection totale de deux courbes CH et Cm ne se rencontrant
quen des points simples, tous distincts, est donnée par l'expression

<«« = ?("* + n — l) — o(m — /) ( m > n)

où " " ^ ~

— 1— i ) ( a — / — 2) s . 1 < U 2 e l 9 ( a _ / ) _ o s i

Remarque. — Si on avait pris COT pour courbe base sur laquelle sont découpées
les séries de points, on aurait eu l'égalité

Cette égalité permet de retrouver les résultats précédents, en particulier le der-
nier. Si
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3. Les résultats précédents vont nous permettre de trouver la dimension de la
série déterminée sur CM, courbe simple ou composée, par toutes les Ct du plan.
Elle est égale au nombre de points qu'on peut arbitrairement choisir dans l'inter-
section totale C8.Cr

zt = ni'— a'nj.

Si

_ ( A - , ) ( n - 2 ) _ ( / + , ) ( / + 2) ( n - l- I)(/I - / - a )
p. — ni — I :

Si l<Cnf un groupe de l̂ i-̂ érK^n'est découpé que par une seule Ct.

a

La dimension da la série Cn. C sur CM es/ donnée par les expressions :

(3) ^„l-"—'^-'^,—«.

^ est la fonction définie précédemment.

s i / > £ i ^ t t _ / ) _ p si

Remarquons la relation :

On sait que la dimension d'une série de a points sur une CM de genre p est
égale à a —p + i — <•>, où / est l'indice de spécialité de la série, c'est-à-dire le nom-
bre d'adjointes d'ordre n — 3, linéairement indépendantes passant par l'un de ces
groupes, et <«» le défaut. Totalisons ces deux derniers termes en posant o = to i.
On a ici :

où

(5) 5 ,= s - / i —?(n —/)

(n— i)(!n - 2) .

si on remarque que est le genre maximum it d une CM.
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4. Faisons encore quelques remarques sur une figure qui nous servira souvent.

* t l t iyii -

• e

Soit A-f B l'intersection, totale Gn.Ct/. Faisons passer par A une C3 et par B

«ne Cu, qui recoupent Cu en D -{- G. On sait que C + D = G/rGr où v est donnée

par l'égalité :

Nous dirons que ABGD est un quadrilatère curviligne inscrit dans Cw.
Les systèmes opposés A et C, B et D sont corésiduels.

•{6) un—A — vn — C, v'n — k = u'n-^C.

Si on fait passer par A une CL, il existe une Ct passant par G qui détermine

sur Ctt, en dehors de G, le même groupe de points que CL en dehors de A. Nous

dirons que CL et Cl se correspondent sur Cn.

(7) L-«=L/-i;..

A la courbe de plus petit degré passant par A, extérieure à CB, correspond la
courbe de plus petit degré passant par C et extérieure à Cw.

Lorsqu'on fait varier CL et C, elles déterminent sur Cw la même série de points..

Systèmes de points généraux.

5 . D'une façon générale, nous appellerons première courbe* minima d'un sys-
tème A, la courbe de plus petit degré, composée ou non, qui peut passer par A.
Suivant les cas, elle est unique ou dépend de paramètres.

Nous appellerons aussi deuxième courbe minima, une des courbes de plus petit
degré ([m puisse passer par \ sans se décomposer en la première courbe minima,
-et une courbe arbitraire de degré convenable. Elle n'est jamais unique.
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Nous entendrons par l'expression « la première ou la deuxième courbe minima»

une courbe quelconque de l'un de ces deux degrés.

Exemple. — Le système formé de sept points d'intersection d'une conique et
d'une quiutique, admet pour courbes minima la conique et une quartique.

Un système A sera dit général si sa singalurUé pour la première courbe minima
est nulle.

La singularité pour une C, de degré supérieur est nulle aussi, car on peut pren-
dre pour C, particulière la courbe minima <);| et une courbe arbitraire Ct_,r Le
nombre des conditions indépendantes imposées à C, est égal à celui des conditions
imposées à Ctl, cajM^jjojii^f^ pas^dumjijy^eĵ ĵua^Hl on particularise C ,̂ et

il ne peut être supérieur à A, le nombre de points.
A points pris arbitrairement forment un système général.
Les inégalités qui déterminent le degré n, de la première courbe minima, sont

Si A =|= — ~ , il y a une infinité de premières courbes minima. La notion

de deuxième courbe minima n'a pas ici de réalité.

Si A = ———t—, il n'y a qu'une première courbe minima. Les C^., sont

deuxièmes courbes minima.

6. Considérons un système A, général ou non ; ses deux courbes minima se
recolipent suivant le système A4, que nous appellerons premier réduit de A. Le
r r réduit At de \ t sera dit deuxième réduit de A, etc . .

L'ensemble des réduits successifs de A constitue la réduction de A.
Nous dirons aussi que A se réduit en son réduit A,-.
Les courbes qui servent h faire la réduction seront appelées réduites.
Nous nous proposons d'étudier la réduction d'un système général.

7. Réduction d'un système général.

Soit le système général A, de courbe minima CH. A, est son ié' réduit.
Supposons A, général (on démontrera plus loin la réalité de cette hypothèse).

Le degré nt de la première courbe minima de At se calcule en utilisant les inéga-
lités (8) et l'égalité A 4- A, = n* (ou n* + n). On obtient ainsi les résultats suivants :
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TABLEAU I.

(n + i)

A =
1(1? + ay

A =

.A =

2 .

2

(«-i

( n — i

3)

2

i +

i + 3 )

Courbes
minima

de A.

C.C,
?f — i)(/ït 4- 2)

C.

- a

On peut donc écrire les inégalités toujours vérifiées :

, <

n(n 4

2

2

1 .

2 .

- 0

-3)

- 0

Courbes ,̂
minima

\ \

1 1

r r

n. = n — i

n, == n - a

(9) ! rt — 2 < / l , < / l .

THÉOHÈME. — Le deuxième réduit \ t de A ets/ M/Z système général.

Pour démontrer cette proposition nous allons employer un mode de raisonne-
ment qui nous servira souvent dans ce chapitre.

= n— î

FIG. 2.

Supposons que les courbes minima de À et Àt soient respectivement CW.C'M,
Cw C'w , Cn recoupe CM suivant le système a.

A et a sont corcsiduels sur CM ; à une courbe Cw passant par A correspond

une Ct) passant par x, première_ courbe minima de x puisque « ( < / i (9).

z et As sont corésiduels sur CM ; à Cw passant par a correspond une Cw _B

passant par A,, première courbe minima pour As puisque 2/if — /i<[)i t.
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11 sullît donc de montrer que la singularité s% de A pour une courbe Cu =Çm__H

est nulle.
En nous servant de la formule (3) et du deuxième lemme du paragraphe 2, nous

pouvons estimer de deux façons différentes la dimension s de la série déterminée
sur Cw par les courbes'C,, et Cit correspondantes passant respectivement par A et a.

/n i)(n 2)
Considérée comme décrite par les courbes Cw, s = n*'— — A;

décrite par les courbes CH , puisque nt^n — a, s — nnt — 8

où 0 est le nombre de conditions indépendantes imposées à une CM pour passer

par a. /

(n—i)(n — 2) (n—i)(n — 2) ^ / f ,
(10) n A = nnt ^ • 0. tfs>

Faisons de môme avec les courbes correspondait le^^C^ et Cw , en remarquant

•que /*â ^ nt — 2 puisque n{^ n— 2. - y

m

Ajoutons membre à mejnbre les égalités (10) et (11) en remarquant
n* — A = nt* - \ t L < * \ - *l)

2
2 =

 n*(n* + n~ 2",) = o. c. q. f. d..(').

p3
Puisque A, est général, .^A^deuxième réduit de Af Test aussi. Tous les réduits de A.

sont généraux. Le tableau I permet de voir comment s'effectue la réduction.

- », — . % — ' • i\ • . — — — — ç
*2 . 'x * 2 . 2 .

— a

(n — 1 ) (n + 2} IM'II + 3) n(/i -h 3)
* - -L- - -^ â -^ - — _ « - f posons A = —-——L ___ n o

a a

• - " -
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Alors • « , = « _ * et A/= '"' + 'V' ~ °.-+ » = " ' ^ ^ ~(«, + i -B) = ^ Y 3) - B t

Si B<^3 on est dans l'un des trois cas étudiés précédemment. Sinon nt = nJ— 2.

Si B4<^2 on est dans l'un des trois cas déjà envisagés, si non continuons la
réduction.

Supposons que cette éventualité ne soit pas arrivée après la l%* opération.

s i Ar = 21 -f- i B,£ , . = = / ! — 2£ — r — B . A .. a = — ± ^ - ~ ^i_: f- H /i — n — 44 — i
- s

Les Bsi et Bti.M décroissent quand l'indice croît. On aboutira donc certainement,
après un nombre suffisant d'opérations, à l'un des trois cas précédents.

On voit qu'à partir de ce moment, les degrés des réduites décroissent régulière-

ment d'une unité. Le dernier système réduit sera donc en général un point.

Cet énoncé souffre deux exceptions, si l'on arrive seulement à la fin de la réduc-
tion à trouver des systèmes vérifiant un des trois cas précédents.

Si B — ii = 2 et n — 4*' — 2 = 3 , ou n — 1 — 2/ — B = 2 et n — 4* — 4 = 3 r

ce qui correspond à B = , on vérifie aisément que le dernier réduit est cons-

titué par deux points, intersection totale d'une droite et d'une conique.
Si B — 'ù = 2 et AI —l\i — 2 = 2, ou n — 1 — rù — B = 2 et AI — 4* — 4 = 3 r

ce qui correspond à B = —, le dernier réduit est constitué par 4 points, intersection

totale de deux coniques.

Tout système général, dont le premier réduit est général, se réduit à une intersec-
tion totale, système général.

THÉORÈME. — Le premier réduit d'un système général est général.

Remarquons que l'on peut toujours faire passer par A, une infinité de courbes-
de degré AI— 1 qui ne se décomposent pas en la première courbe minima Cw de At

et une courbe arbitraire.

Le tableau 1 nous le montre lorsque A, est général, et c'est vrai a fortiori si A#

n'est pas général puisque ces At points ne peuvent imposer plus de A, conditions
indépendantes.
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Menons alors pap At deux courbes Cw._t qui se recoupent en Mt, A't est général
comme le montre un raisonnement identique à oelui utilisé précédemment. Le
degré de la première courbe minima de A', est // — 2.

Nous déduirons \ \ de A', comme A', de A, e tc . .
Comme le degré des courbes employées décroît régulièrement d'une unité, 00

arrivera certainement à rencontrer deux systèmes consécutifs généraux.
Mais si deux systèmes consécutifs sont généraux, le précédent est général comme

nous le démontrerons au paragraphe 8. On peut ainsi remonter progressivement
jusqu'au système A,. Nous potnons donc conclure.

THÉORÈME. — Les réduits d'un système général sont généraux. Le dernier est ane

intersection totale.

Systèmes réguliers spéciaux.

S. Systèmes réguliers de spécialité i*
Si une partie indécomposable de la première courbe minima de A ne passe par

aucun point du premier réduit A,, nous dirons que A contient une irrégularité.

Un système A sera régulier si aucun de ses réduits ne contient d'irrégularité.
Un^syslènie général est régulier.

Soit \ t un système général, de premier réduit As. C,, et Cw sont les courbes

minima de \4 et A,. Faisons passer par \ t deux courbes arbitraires CM et CTO dont

les degrés \ériüent les inégalités

Ces courbes se recoupent suivant A. Nous supposons que toute partie indécom-
posable de i\H passe par «les points de A§.

TIIKORKMK. — Les courbes Clt et Cm sont les deux courbes minima de A.

Reprenons la figure a, en changeant convenablement les degrés des courbes.

Soit encore x le système où Cfl recoupe CH. La courbe de plus petit degré C* pas-

sant par 2, extérieure à CM , correspond à celle de plus petit degré (ïf/ passant par A

v = n -r nt — nt ; or v ^>> nt. puisque n ^ mK — nt ; donc Cw est la première courbe

minima de x. fii^m/j.^A*A**C^je- f* ^Ht-^N*'11^ J/^

La courbe Cw. j>assant par \ et correspondant à CM , passant par x, est donc

la deuxième courbe minima de A puisque m^n. At est le premier réduit de A.
I n système non général dont le premier réduit est général et qui ne contient pas

d'irrégularité est dit régulier de spécialité 1.
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REMARQUE. — J'ai cru devoir employer les mots de spécial, spécialité. Le sens
donné ici à ces termes n'a aucun rapport avec celui qu'on leur donne dans la théorie
ordinaire des séries de points sur une courbe.

THÉORÈME. — Le plus petit degré de la courbe qui peut passer par A sans passer
par A, est égale à

ftK= m -f H — a/?, -h n%.

Une telle courbe correspond en effet à la courbe de plus petit degré passant
par a sans être obligée de passer par \ t c'est-à-dire à la deuxième courbe minima
de a puisque CM est première courbe minima et que Cw ne passe pas nécessaire-

1 2

ment par A4.
La formule (7) donne alors h^ = m -f n — •*/*,-+- nm - (-z.p )

Lorsque le degré d'une courbe est compris entre m et hiX le passage par A impli-
que celui par A,.

Singularité.

Elle est donnée par les formules suivantes :

s A = — — <p(m — /) — (mn — A)

( Y

La fonction o a été définie à propos dé l'égalité (3).-

La"*première formule se déduit du fait que si /<C^2 C, passe par l'intersection
totale A + A4 = CH.CW. D'après ce qui précède [paragr. 2], si on fait passer une C,

* 2 1 (tn + n— l— i)(m + /i —1—2) , . „ . , / ; , . . .
- € / par mn h o(m — /) points convenablement choisis.

c'est-à-dire tels que les conditions qu'ils imposent à une C/ soient toutes indépen-
dantes, elle passe par le reste de l'intersection. On peut certainement choisir ces
points.dans le système A, autrement la courbe C7 passant par A ne serait pas obli-
gée de passer par Vt. Une C, contenant un tel groupe de points passe par l'inter-
section totale et par suite par le reste des points A.

Nous démontrerons la deuxième formule en supposant / = ht, ce qui évidem-
ment est suflisant.

La considération de la série de points déterminée sur Cw par les courbes C?

et Cv correspondantes donne l'égalité suivante analogue à (11), si nous remarquons
que n%^n% — 2 (9) et v ^ / ^ / c a r n^%n% — n\

(«.-•;(«.-»)_ _ K - . ) ( « . - . ) _ t j
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De même en utilisant les courbes correspondantes €„ et Cv sur Gri et en remar-
quant que v ^ / i — 'i car n%^nt — a et ht^>n car m^'int—n%.

1 • * ' • ( A —— S • j •
•» A

Ajoutons membre à membre en ayant égard à l'égalité mn — A„= nt
i — À,.

$l* = nijn 4- n —- 2nt 4- nt — hj — o. c. q. f. d.

REMARQUE. — Si m = n = %nt — nv ht — m* le système A est général.

Si on fait passer par \ i deux C / f _ | t le nouveau système A' es/ général, proposi-

tion dont nous nous sommes servis à la fin du paragraphe 7.

Si nt = nt — 1 . nt ~f 1 = wt — n, • A' est général d'après la remarque.

Si ntz=zttt — -i. Considérons les trois systèmes A At et A'. Les courbes qui re-

lient A et A' sont de degré // — 1 . Le raisonnement lait sur la ligure '>., paragraphe 7,

montre que puisque A est général, A' l'est aussi. f' '"/

9 . Systèmes réguliers de spécialité '2.

Avant de passer à l'étude générale des systèmes réguliers, il est intéressant de
considérer en particulier les systèmes dits de spécialité a et 3. Nous venons ainsi
apparaître des particularités qui convenablement généralisées seront celles que peu-
vent présenter les systèmes réguliers de spécialité arbitraire.

Soit A,, un système régulier do spécialité 1: (lw et Cm sont ses courbes minima,

Af son premier réduit, de coin bes minima C„ . Faisons passer par \ t deux cour-

bes C„CW# telles que m ^ n n ̂ >> nt 4 mt — nt.

Elles se recoupent suivant V. Nous faisons sur Gw les mêmes restrictions que

précédemment.

Remarquons de suite que Ctt et CM ne sont pas obligées de passer par A car

\nt 4- /", — nt>ni 4- mt — 2/^ 4- //, puisque n4

THÉORÈME. — Les courbes (\tt et Cm sont les courbes minima de A. Le plus petit

degré (tune courbe qui puisse passer par A sans contenir \ t est égal à

ht = m 4- n — m, — /tt 4- / i , .

Ces propositions se démontrent comme précédemment.

REMARQUE. — Les inégalités m^ n^mt -f /it —//.t expriment les conditions né-
cessaires et suffisantes pour que Cu et CWJ soient courbes minima de A .

Car autrement ht^n ^Lm et ce serait Ch cjui serait courbe minima.
l in système régulier est de spécialité 2, si son m2'"''me réduit est le premier réduit

général.
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Singularité.

Elle est donnée par les formules suivantes :

, (m 4- n — / — i ) (m 4- '* — / — 2)
— cp(m — £) .— (mn - * À)

^ =s= m 4- n — /i t , m -h n — mi.

La première expression s'établit comme dans le paragraphe précédent.
Pour démontrer la deuxième, reprenons la figure 2, en modifiant convenablement

les degrés des courbes; x est toujours le système où CM recoupe CM.

Soient C^C.C, les courbes passant respectivement par À, a et A8 et se corres-

pondant : les deux premières sur Cu, les deux dernières sur Cn .

La considération de la série déterminée sur CM par C. et Ct donne une égalité

aùalogue à (11) en remarquant que /. ̂  n{ car /s ^
 n

1^
n
i + /'>, — n •

(nt — 1) (nt — 2)
4. ? ^7i| ._ ij

La série déterminée sur Cw par Ct et C>. donne de même en remarquant que

Ajoutons membre à membre en ayant égard aux égalités

(12) mn — A = mtni — A8, / - m + i i - m, — nt 4- /2, / = A -h m-~nr

sl
A = ^(/n -f /i — //, — /) -h ?(m -h /i — A/I4 — /) .

10 . Systèmes réguliers de spécialité 3.

On les construit à partir des systèmes réguliers de spécialité 2, comme ces der*
niers à partir de ceux de spécialité 1. En particulier on a toujours

ni >̂- n ^ mt -f- /it — ni.

Sans insister sur les propriétés de ces systèmes, identiques à celles des précédents,
considérons de suite l'expression de la singularité.

Singularité.

s
l
 = (w'-t-fl-1/— Oim 4- n — / — 2) A)

m,,
^ -^n§4-#w t4-/ i t — an3 + /i4
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Les fondions o et *l sont définies à propos de l'égalité 3,

Bornons-nous au cas où ha^l<C'V *es au 1res cas s'ctabli*sant comme précé-

demment. Reprenons la figure * convenablement modifiée. Soient toujours CjC,.Cr

les l\ courbes correspondantes.

De l'égalité (11) on déduit na^tt<^mt-\-nt —2tiâ + nA. Les courbes C, sont

obligées de passer par At, premier réduit de Aa.
La série déterminée sur C par C, et C, donne l'égalité suivante si on se sert

i 'i

cette fois de la formule (4) en remarquant lt <^ nt puisque n^n% 4- m9 — ns.

La série déterminée sur Cu par Cl et CA donne de même en remarquant que X < n

car (,<#!!,

Ajoutant membre à membre en se servant des égalités (12)

Or

-et l'identité (2) peut s'écrire

8i nous remarquons ÇJI outre que /ÎS — lm = /»t — / et mt — /t = /c — / on a

Et en se servant une deuxième fois de l'identité

- 4 f (/*, — O 4- 'T (A*, — O"— (mh -r A).

1 1 . Systèmes réguliers de spécialité <?.

Nous appellerons ainsi un système régulier dont le premier réduit est régulier de
spécialité ?—- i, le /ème réduit de spécialité <7 — i; le i ' réduit est le premier sys-
tème général de la réduction.
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On obtient un pareil système en rncuant par A4 système régulier de spécialité <i — i

deux courbes CIH et Crt arbitraires niais telles que

m^ fi, n^>mx 4- nt — nt.

Ces deux courbes ne sont pas obligées de passer par Aâ. Elles sont les courbes

minima du système A suivant lequel elles se recoupent. Nous faisons toujours la

même restriction sur CM.

Singularité.

Supposons que la singularité de At, système régulier de spécialité «y — 2, soit

donnée par les formules suivantes :

s^ == — ^ A. • *(/w, - Q - (m, n% - A,) 4- 2 , l : (^-« —

o

où 2// et av' sont les plus grands entiers pairs respectivement inférieurs à «y — 2

et 0 — 2)— 1 .

h\. = Mt — M, 4- . . . 4- nti_, /f\t = M,-— M, ; * - . . . + mti^.

On voit aisément que ces formules sont vérifiées pour ? — 2 = r, •* ou 3 .

Si n^I<^ht C, passe par \ â . Le raisonnement déjà employé ne dépend nulle

ment de la réduction ultérieure de A(. On peut donc encore écrire

' « y
A = • • ~r • — z(tn — l) — (mn — A)-.

Supposons ht^l<dhv où hr = \\ — M, 4- A*c .

Reprenons la figure r ,̂ modifiée comme il a été dit. Soient toujours CJGÀC£ les

courbes correspondantes passant par A a et A2. " s ^ ^<^^c •

Remarquons ([ne lt<Cnt car n%^> ht
l^> h'c (comme on le montrera paragra-

phe 12) et que ).<^n car /.«cC//*, puisque mi^>n%. Nous sommes donc dans dés con-

ditions identiques à celles du paragraphe JO. On peut donc de nouveau écrire l'éga-

lité (i3). En se servant de l'identité (2) et de sa forme particulière (i4)> on ojbtient :
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Or posons :

En tenant compte de l'égalité (12) on a les identités

Par suite

• « + »

où 2tt' 4- 2 est le plus grand entier pair inférieur à G .

Supposons maintenant l^h , lt^-h* . Nous nous trouvons dans des conditions

analogues à celles du paragraphe 9 : À > n t car lt^>n%^ nt -f mt — /i et / > / i . On

a donc :

* \ = ?(m + Ai —'fl. —0 + '^(/#î + n — mi — 0 + «A

OU

• » '

A = ?(*. - 0 +. ?(*; - 0 + 2 [?(*f^. - Ü + * ( ^ -M - 01 •

Or posons

( ï 6 ) h«+* = M 7- M, . . — nfi^§, k%i^ = M — M, : . . — m t î l t .

On a les identités

Par suite, si

où 2V* -f a est le plus grand entier pair inférieur à 1 — 1 .

Les formules exactes pour un système régulier de spécialité <J—2, le sont encore
-pour un système régulier de spécialité n.

Écrivons-les sous une forme plus synthétique en modifiant l'expression delà sin-

gularité lorsque l<LhQ à l'aide de l'identité J . On obtient ainsi en posant n = h ,

m = A\ :
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TABLEAU II.

a) + % [•}(*„ ~ 0 + *(»„ - 03

«A = E WW. ~ 0 + ?<*.,.,, - 01

ff

2 2 2 2

Ati = M - M, .... + * „ , A-,, = M - M4 . . . + m s P

A«-.-« = M — M i • — ' C * » KH* = M — Mf . . . — m t i + 1 ,

/ic = M — M4 . . . 4- n%u^.

REMARQUE. — La singularité que présente un système de points À situé dans un
plan, pour une courbe plane est la même que celle qu'il présente pour une surface
de même degré.

Si, en particulier, on veut faire passer par A une surface d'ordre inférieur à hQf

la surface devra contenir le plan.

, _ « + ! ) ( / + a )
« A _ A - .

C'est bien ce que donne la première expression puisque alors 'l>(hQ — /) = o .

12. Caractéristiques d'an système régulier.
Nous venons de voir l'intérêt que présentent les symboles h et k dans l'expres-

sion de la singularité de A. Ces nombres sont intimement liés aux propriétés d'un
tel système. Dans les chapitres suivants nous aurons l'occasion de voir d'autres cir-
constances où ils interviennent utilement. Nous les appellerons les caractéristiques

de A . Tous ces nombres ne jouent pas le même rôle.
Le nombre h , sera appelé caractéristique centrale. Les caractéristiques d'indice

pair se distinguent nettement de celles d'indice impair. Nous nommerons les pre-
mières caractéristiques paires, les secondes caractéristiques impaires.

Il y a 2^ -f Î caractéristiques paires, -w -r 2 impaires, 2^ ~\- 1 caractéristiques.
Le nombre des réduites qu'il est nécessaire d'utiliser pour réduire A h A est 2<y,
Les 2a caractéristiques paires et impaires qui contiennent chacune le degré d'une
nouvelle récluite les déterminent, h contient certainement n puisque au -f~ 2 ~j> s.

4
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h contient aussi n , , si 5 est impair, mais comme nous connaissons A ,. le

tableau I nous donne n en fonction de n .
1+1 T

On obtient ainsi les expressions des degrés des réduites en fonction des caracté-
ristiques

«•„ = 1 1 . - 1 1 , . . . + * „ , «„ = H. - H, + .. .*M„,

•"»--. = » . — ". ' - * « .- «-..., = H . - H , . . . . - * ^ . . . (II, = A, + fc,).

/i, = Ho — 1^ . . . 4- Hlw — hc — £ si n est impair (E = i ou a),

/î, = Ho — WK . . . — H,, + i 4- /ic si *7 est pair.

Les caractéristiques jouissent des propriétés suivantes :

Une caractéristique k est comprise entre la caractéristique h de même indice,
et celle d'indice de même parité immédiatement supérieure.

Les caractéristiques h paires ne décroissent pas avec l'indice, les impaires ne
croissent pas avec l'indice.

La caractéristique centrale est supérieure aux caractéristiques paires et inférieure
aux caractéristiques impaires.

On démontre aisément ces propositions en se reportant aux inégalités suivantes :

nij ̂  iij rij ̂  M/_, — fij_t et leurs conséquences rij^ ty_t

qui expriment que CM e^ Cm sont les courbes minima de A,.

Inversement, étant donnés 2a -\- i nombres, existe-l-il un système À de A points
qui les admette pour caractéristiques ?

Si u et v ont toujours la même signification, les iu -h 2 premiers de ces nom-
bres rangés par ordre de grandeur croissante devront être pris pour caractéristiques
paires, les 'AV -t- a derniers pour caractéristiques impaires, le nombre restant pour
caractéristique centrale. D'après les propriétés énoncées il ne peut y avoir aucune
ambiguïté pour donner à ces nombres leurs lettres h et k avec l'indice convenable.

Il est d'abord nécessaire que les 21 4- 1 équations obtenues en égalant ces nom-
bres aux expressions des h et k donnent un ensemble de valeurs positives aux n
et mj qui satisfassent aux inégalités :

On voit aisément que ces inégalités sont vérifiées grâce à la manière dont ou a
choisi les h et A*. Pour cette même raison les rij ne croissent pas quand j croît.
Pour que toutes ces quantités soient positives il suffit donc que :

n. = «MA • - - *,A„ l*r* *A • • • ^ , ^
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Ceci supposé, si A existe, on pourra construire A. Pour qu'il en soit ainsi il

faut et il su nit que n soit la courbe minima de A .

A, = mff_, n , - t — m,_ 3 . nT^a . . . + (— i)a rI (m/i — A) = F(A##ê . . , ) -h (— 'i )* A .

On doit donc avoir :

„ F < ( ^ ,y A < * ( » > 3)

En particulier, i/ existe toujours une infinité de systèmes de singularité donnée,

vérifiant <I>>o, car il sufïit de prendre A , tel que n soit sa courbe minima.

REMARQUE. — Nous avons donné plus haut l'expression de <ï>. Dans le cas où <x
est impair pour savoir si s = i ou 2, il faut d'abord calculer A .

1 3 . — Nombre de paramètres dont dépend un système régulier de spécialité G-*M <•

Nous déterminons le système A, de spécialité n, par le nombre de ses points et
ses caractéristiques. D'après le paragraphe précédent, nous connaissons les degrés
de ses réduites successives.

Supposons que hz el /*0, caractéristiques de A, ne soient pas égaux. v
A tout système A ne correspond qu'un seul premier réduit A4 dont on connaît

la spécialité G—1 et les caractéristiques. I
A tout système At satisfaisant à la définition précédente correspondent des sys-

tèmes A répondant à la question.
En prenant tous les systèmes A, et en déduisant d'eux tous les systèmes A possi-

bles, on obtient l'ensemble des A sans omission ni répétition.

Faisons passer par A une C/f ; comme lio = n^nt-\- mx — nt, s ° = o; la courbe
o ^ 1

dépend de -̂ —^—— — At paramètres. Considérons sur l'une d'elles la série déter-

minée par les Ck passant par A,. Comme ko^ho> sa dimension est
o

Si X et Xt sont les nombres de paramètres dont dépendent A et A|f on a

OU

(17) (X-A)-(\,-A,)=S3A.-i=3n-i.
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Si nous supposons h% = k\, à un système A correspond sur sa première courbe

minima Ck une série de systèmes A, de dimension p = i, car :

P = L-* IS—i—_ — i — .|/(^o — fco) — (A — s*) (foTmule 4)
2 . " .

et

( ^ i ± l H V t j O __ A + *• _ ,uh _ frv 4-a4(/rt —*,) = +(*. — *•) + a .
« A

En construisant, à partir de l'ensemble des systèmes A,, tous les systèmes A,
on obtient un ensemble de systèmes A où chacun est répété oo* fois. Par suite,

Soit maintenant un système A, régulier, de spécialité «r et dont toutes les carac-

téristiques d'indices différents sont inégales. L'égalité (17) donne successivement :

(X, - A, ) - (X, - \ , ) = 3/1,-1.

est général, X = 2A . En ajoutant membre à membre, on obtient donc :

(18) X = A + A, + 3 ] g / i , - ( < i — 1 ) .
O

S'il y avait c groupes de caratéristiques d'indices différents égales, il faudrait
retrancher c au résultat.

REMARQUE. — Si n est impair, X est indépendant de A, car

A 4- A = mn — /n n . .. 4- m n

Le nombre de paramètres n'est fonction que des caractéristiques.

1 4 . Systèmes réguliers se réduisant à une intersection totale.

Soit A, l'intersection totale Cw .Cm . Faisons passer par A, deux courbes Cft et C
arbitraires telles que :

m ̂  n n^ mM 4- nt.
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Eues se recoupent suivant le système A. Nous faisons sur Ca les mêmes restric-
tions que précédemment.

THÉORÈME. — Les courbes C et C „ sont les courbes minima de A.

Soit en effet a le système où C recoupe C ; a = C . C . Les systèmes A et a
sont corésiduels sur Cw. A la première courbe minima Cw .(nl<^n — nit) de a cor-
respond la courbe de plus petit degré C;/J passant par A, extérieure à C„. Or /n^-n ,
»<lonc Crt et C)N sont les deux courbes minima de A.

Tout se comporte donc comme si /i. = o, d'ailleurs d'une façon générale.
Un système intersection totale se comporte comme un système régulier, dont les

réduites, sauf les deux premières, sont de degré nul.

Tout ce qui a été écrit à propos des systèmes réguliers se réduisant à un système
général peut être redit à propos des systèmes réguliers se réduisant à une inter-
section totale. Nous dirons aussi qu'un système régulier est de spécialité <r, si son
rf réduit est un système nul, son <i— r est une intersection totale non générale.
Le système nul constitue ainsi le premier réduit général.

Le nombre d'arbitraires d'un système de spécialité <?, de caractéristiques données
(ici on ne se donne plus le nombre de points) est d'après l'égalité (17).

n—'À

X — A = X,,-, — A, - , -h 3 Y, n,: — (G — 2) — c,

o

où
A = mn — mtnt . . . + (— r)*""•**m^^n^-t

et c est le nombre de couples de caractéristiques d'indices différents égales.
On voit aisément que

De sorte que

o



CHAPITRE II

Les systèmes de points irréguliers.

1. Faisons passer par un système At deux courbes C. et Ct (z^>t). Si ces cour-
bes ne sont pas minima pour le système B suivant lequel elles se recoupent, nous-
dirons que B se déduit de A. Si en outre ces courbes ne sont pas minima pour A,
nous dirons aussi que A se déduit de B. Cette opération est la déduction de B à A
ou de A à B.

Si C se déduit de B, B de A, C sera dit aussi déduit de A, et nous étendrons
cette définition à un nombre quelconque d'intermédiaires pourvu que l'un d'eux au
moins soit une déduction.

Les courbes qui servent à faire ces déductions pourront être composées ou non,
mais nous supposerons, pour la courbe de plus petit degré Ct, que chacune de ses
parties indécomposables contient des points de A et B.

Nous nous proposons dans ce chapitre l'étude des systèmes de points déduits des
systèmes réguliers par des courbes arbitraires.

Systèmes déduits dun système régulier par un couple de courbes.

2. Soit A un système régulier de caractéristiques ht . .. hy . .. h0, de réduits

A, . . . A,. Faisons passer par A deux courbes quelconqaies Ct> Qs (z ^> t) qui se

recoupent en B.

A) THÉORÈME. — Si z^>l^ht ks 2 courbes CtetCz sont les courbes minima de B.

C'est le cas étudié dans le chapitre précédent.

B) T H É O R È M E . — Siz ^J^jj<C hf. Cjest une des deux courbes minima de B .

, Soit Kt le système où Ct recoupe Cn (fig. 3). Et et Af sont corésiduels sur Ctt.

Comme t -f nt — m<O*v C, „ _H, correspondant sur Cn à Cn est première courbe-

minima de E,. E, et B sont corésiduels sur Ct. A Ct .„ _m correspond la courbe

de plus petit degré C. t M tl passant par B extérieure à C,.

Si z^hl (£j3^1a jirjejTi^ z <C ht c'est C.̂  t_M — X* « C

Dans cette hypothèse soit Bt le système où (]f ti Jm recoupe Ct.

Iji courbe de plus petit degré passant par B éans contenir nécessairement B
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correspond sur Ct à la deuxième courbe minima de Et, puisque Ct+n _,„ est sa pre-

mière courbe minima. La courbe de plus petit degré passant par E( sans contenir a,

correspond h Cm et est C, ;;w _m.

Si t -f- ml — m^n Cw est la deuxième courbe minima de E,; la courbe corres-

pondante passant par B est C.. Comme z^>t Ct est la deuxième courbe minima

de B, ' ~ ~ ' " ^ ~ ^

Si t-\-ml— m<Cn Ct t)l _m est la deuxième courbe minima de E,, CiJf_M4m

courbe correspondante passant par B étant de degré supérieur à / , la conclusion

est la même.

(•) En particulier si z^>h^ Ct est l'unique première courbe minima de B. Cette re-
marque permet d'établir géométriquement une proposition bien connue.

Considérons une courbe Cw présentant un groupe A de A points doubles. Faisons passer
par A sa première courbe minima C/lo qui recoupe la courbe en le système B = A. + B'
Ch est n fortiori minima pour B. En observant que lout ce que nous avons dit s'applique
à ce cas où des points de B coïncident avec ceux de A on conclue

Si Ch& est unique pour ^ , elle sera aussi unique pour B.
Si (lfl dépend de o paramètres (s ~^> \) la dimension de la série B' sera aussi o car on

peut toujours faire passer une C,l{) par s points arbitraires de CM (puisque /iô << n et que
CM est irréductible». Il n'y a donc encore qu'une C/io passant par un système A -f IV = B
donné. Par conséquent dans tous les cas l'égalité précédente est exclue et

n > /i,A -f i •

Mais alors it — 3^>/*t — 2 . Celte dernière égalité montre que le système A fies points
doubles de CM présente A conditions indépendantes aux adjointes d'ordre n — 3 de celle courbe.

Cette dernière conclusion ne vaut en toute rigueur que si A est un système régulier.
L& suite du Mémoire la légitimera dans tous les cas.
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Le premier réduit de B est B,. (A&fit W -

C|4.n „ÎH est la première courbe minima de Bf puisqu'elle correspond sur CfàGB..
C i ^ - « correspondant sur Ct ^ __;/4 à C„ , première courbe minima de a, est.

deuxième courbe minima de B,. Bt est ainsi le système ou CH et Ct+U _m se recou-

pent.

Soit C, une courbe passant par Àt> correspondant sur Cn à C<+)t _w . Nous-

dirons que (^ et Ct se correspondent;

THÉORÈME. — Bt se déduit de At par l'intermédiaire de Gn et de Ct correspondant

àCt.

Nous appellerons adjoint dfnn système A, le système x obtenu de la façon sui-
vante. Considérons la première courbe minima CM de A. Une courbe arbitraire CM

passant par \ recoupe CM en M. Menons la courbe de plus petit degré passant
par M, extérieure à CM. Elle recoupe Cw suivant le système a.

Le système x, adjoint de \, est le plus petit système corèsiduel à A sur sa premier e

courbe minima.

Lorsque l'adjoint est unique, il ne dépend pas de la courbe Cu qui sert à le cons-
truire. Faisons en effet passer par A une autre courbe C?, qui recoupe Cn en N-
M et N sont corésiduels sur CH. Les courbes de plus petit degré passant par N et M,
extérieures à CH, rencontrent à nouveau Ca suivant le même système de points a
puisque elles sont correspondantes.

Sur la Ogure ,H l'adjoint de A est a.
Si z^ht Ct est la première courbe minima de B; son adjoint est Et.

L'adjoint de B se déduit (le /'adjoint de A par l'intermédiaire de Cn et Ct+n _m

correspondant à Ct.

Si z<Zht C., t_u est la première courbe minima de B. Son adjoint f6 est le
système où C, Y m ta recoupe après être passée par B t . H\\Et% forme un quadri-
latère curviligne inscrit dans C, w _.TO. Le coté curviligne *H est de degré z — m-\- nt.

L'adjoint de B se déduit de l'adjoint de A p a r l'intermédiaire de C | i -M _ w C , + / i _ l n

correspondant à C ( . C . .

C) Supposons maintenant l^z<^k{.

Ct et (\ ne sont plus courbes minima de B. Comme nous l'avons vu dans le cas
précédent, C._it_M H est la première courbe minima de B.

Les courbes C. „ _w, (', M _m correspondant sur Crt à C., Ct recoupept Cn sui-
vant les systèmes E., Et dont elles sont les premières_cûurbes minima. Elles se
recoupent en Hf et rencontrent à nouveau respectivement C. et C, en F. et F
F. et Ff s ^ ^

allons montrer que cette courbe passe par H.
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Considérons pour cela les deux courbes composées [C, 4- Cl4_w _m] et [C, 4- C^,, .

On peut écrire avec des notations déjà employées :

fCs + C,^_J. [C, 4- C8.,.^J = (À -h B) 4- (Ê, 4- F,) 4- (E, + FJ 4- (« + p)

[c, + ct^n - » ] . Ctt = ( A 4- E.) -f (a 4- Ç,).

FIG. 4.

Comme C2 et Cf sont quelconques, nous pouvons appliquer le i*v Lemme du
2* paragraphe du chapitre précédent.

[C, + CH ;_J . C ^ ^ „= B + p +, F, + F..

La première courbe minima de B passe donc par 8. C I I M _ m , première courbe

minima de F / la recoupe suivant le système B.

p est l'adjoint de B .

L'adjoint B de B se déduit de l'adjoint x de A par Vintermédiaire de Ct H __H4, C i l | f _w

correspondant à Ct,C..

Or l'adjoint de a est \ t , celui de B B$, 2" réduit de B. D'autre part C, .M _HI n©

peut pas être la première courbe minima de fi puisque C, n'est pas minima |K>ur B.

Les adjoints se correspondent donc.

Bs se déduit de \ t par Vintermédiaire des courbes C, C. correspondant à CtetC,.

REMARQIE. — Remarc[uons l'identité :

z + t — (z -h t — M + nj = ht = m + n — nt.
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D'une manière générale on peut énoncer que t excès de la somme z -f-1 sur la plus

petite caractéristique paire de B, differente de l et z est égal à la caractéristique ht

de A . On montre aisément que la deuxième courbe minima de B est de degré
2 + / - M + mt.

On peut en conclure de même que l'excès de la somme z 4- t sur la 26 caractéris-

tique paire de B, différente de z el t est égal à la caractéristique kt de A .

3. Réduction du système B dans le cas où z

Supposons Av+, ^

Appelons C , Ct les courbes correspondantes à C: et Cf passant par A2i. Si on
affecte de l'exposant 21 les caractéristiques de Aai, on voit en se reportant aux ex-
pressions des caractéristiques que si 21 <^ ay — 2 -^ 20 — 2 .

Tt—tl—1. 24—ai-fi ^ *

L'étude du cas C permet ainsi de construire la réduction de B jusqu'à B2-, inclu-
sivement. Comme z2..^>MK — nij +t, .011 se trouve alors dans le cas B. Il en sera
ainsi jusqu'à B^ inclusivement. V ce moment /,*;> Ma* — n2$+I et le premier réduit
de B2̂  est A3$. Nous montrerons dans le chapitre suivant <|ue la réduction de B
jusqu'à B2$-4-, est régulière.

Puisque B^+, est identique à Aa* la spécialité de B est c-f i , si B2̂  n'est pas
général.

THÉORÈME. — Le système B déduit d'un système A régulier, de spécialité a, par
l'intermédiaire des deux courbes Ct et C. de degré supérieur à la caractéristique cen-
trale de A est régulier de spécialité * -f- 1.

REMARQUE. —Si Ba$ est général, l'énoncé est en défaut. Cela suppose d'abord A2&
général, puisque

/M «^ Ut ^ z** < *jn*% — n^+» = fîâ  4- s (s = i ou 2).

Dans te cas où h{C^ l ^ z < hc -\- s, /e système B es* au&'st <4 spécialité <s.

4. Avant d'aborder l'élude de la réduction de B dans les autres cas, il nous faut
démontrer deux théorèmes qui joueront un rôle important dans la théorie.



SUR LES SYSTEMES DE POINTS Dû PLAN. óQ

Soit le système A = A' -h V' composé de l'intersection totale A' de Cv et G^ et

du système A" situé sur G;JL , où les nombres \xA et vA vérifient l'inégalité :

l,=Vt-^+/«/'<O,

^ A" étant la caractéristique correspondant à l'indice de A", f

A contient une irrégularité, car sa première courbe minima comprend G, eïCn€,

première courbe minima de A", la partie C., «ie passant par aucun point du réduit Af.

Nous dirons que A présente une irrégularité stable.

Considérons une courbe composée G-, 4-GM, GM passant par A". Soit B = B'+B"

un système corésiduel à A sur Cv 4- GM .* C, et Ct sont deux courbes correspondantes

et nous supposerons tK ̂  /„.

THÉORÈME. — Le système B présente une irrégularité stable.

La courbe C.^ correspondante à C^^ (Jig. 5) ne recoupe pas Cv . B' est donc

l'intersection totale de C, et C[X où u.H = aA + ̂ n — tx. D'autre part C^^ passe

par B".

Si G£ n'est pas la courbe de plus petit degré passant par Xff, extérieure à CM,

soit Cq cette courbe.

D'après la remarque du paragraphe 2.

h* = n + L-q, h," = n + t.-q.

On en conclut :

Si C/B est la courbe de plus petit degré passant par X" extérieure à G„, soit CR

une courbe de degré égal à la caractéristique paire suivante. On a ainsi ;

h*" = n -f t* — p, h%
K = n - M A - - * B . &t

% = n-h IA — p ,

et par suite,

I . = IA + (fcf
Air^At

4<r).

Dans tous les cas, on a donc

1 * < È A < O . C. q. f. d.

REMARQUE. — tA est supérieur à u.A pour ne pas se décomposer suivant Cv et

une C(— „ , or IAA > H* donc Cw est la première courbe minima de X*.
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En construisant le réduit de X', on voit que les 2* courbes minima de X sont

aussi deuxièmes courbes minima de X'. La première courbe minima de X est

donc G, + C, .

THÉORÈME. — Le deuxième réduit A4 d'un système A dont l adjoint contient une
irrégularité stable contient auqsi une irrégularité stable.

Soit l'adjoint a = a' -f- pt!' ou a' = G . Cx . La première courbe minima de a se

compose de G et de la première courbe minima Cp" de a". Elle recoupe CM

en A, = V, -h A",.

Comme a est adjoint de A, G 4- Cp" est première courbe minima de A4.

At et a sont corésiduels sur cette courbe, en outre mt<^n, par suite Aa présente

une irrégularité stable. L^\"l)

REMARQUE I. — Si on se borne à supposer que a contient l'irrégularité la plus
générale on peut encore assurer que At contient une intersection totale.

REMARQUE 2. — La condition de stabilité implique que la première courbe minima

du réduit At se confond avec la première courbe minima de Af/, puisque \j.K^>h A •

Le deuxième réduit Aa est ainsi l'adjoint de Ar/.

5 . Réduction du système B dans te cas oà t<Zh , <C s .

A) Supposons Aa«+,</<A-a«+1 , ^2 ; + l <

Les premières inégalités, expriment que / est compris entre n^+2 et rh^+2.

C l f | + a se décompose en C,^+ 3 et C l j | + i ^ ^ + a . Comme T > o B3*+2 se déduit

de A,«+a par l'intermédiaire de C M + a et C.a<+j. Ba«+J, par suite comprend Tinter-

section totale B r
a l+a = G ^ ^ C , ^ ^ ^ ^ et un système ira*+a déduit de A3«+3

par l'intermédiaire de G . etC,, ~ .
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Les courbes minima de Ba*+a sont G. „ et la courbe composée de G, „, „" ,
~ -a*-fa r 'a* + a"~7'2«-f a

et de la première courbe minima Cn" H de B^s+a . On voit par un raisonnement

analogue à celui fait sur la figure 8 que Ba$-j-i se déduit de \3$+\ par l'intermédiaire

de G,, N o et G. . , . Nous savons désormais poursuivre la réduction de B, qui se

confondra à un certain rang avec celle de A .

La spécialité de B est a -j- i ; mais B est irrégulier. Ba$+2 contient une irrégu-

larité stable; l'inégalité l s'écrit en effet :

— ' M + a — ZaS + a +

B) Supposons A ' 2 $ < / < / ^ + 2 , Av + i < 2 < / c 2 v _ I ,

Les deux premières inégalités expriment que :

ftaS + i < â« "f rtaS + i — /«3^ </ laS + >la*-f a

La courbe C,.^,,^ ,-w^ passant par aa«, correspondant à Gf^ se décompose

ainsi en la première courbe minima Gw i de a.,* et une courbe arbitraire G/aÇ_w^

(y?̂ r. 7). Comme Y > O , l'adjoint B2s de B3̂  se déduit de a^ par l'intermédiaire des

courbes ( ƒ . , , „ , , MJ N G. Na„ , „, . . fia« par suite comprend l'intersection totale

de C.2̂  :%/2;5 I_m2^avec ^/a4-»ia«
 e t ^e système f̂ 'â  déduit de aa$ par l'intermé-

diaire de
n ^

;5 I _ m 2

et C .MaJ5+
I_»,a$* On voit aisément, comme précédemment, que [ia«

contient une irrégularité stable. Il en est donc de même de Ba$+a.

4-2

Fie. 7.

La première courbe minima de p

Fie. 8.

se compose de Cla5__m ^ qui recoape la pre-4
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mière courbe minîina de Ba* en B'2$+,, et de la première courbe minima de ,8%$ qui
passe par A3*4.3 puisque f/^ et Aâ ~4_4 sont corésiduels sur C^^ .

Nous avons représenté une deuxième courbe minima de Bff
3$-M qui passe

par B';,$-j_,. et nous savons qu'elle est aussi deuxième courbe minima pour Ba$+,.
(paragraphe l\). On obtient ainsi le système B3^+». Comme B"^+I et A2§-j-a sont
corésiduels sur Cs , B"3*+., se déduit de Aa*+3 par l'intermédiaire de C.a£+i
e l C . , * + 1 - »'•*+> = C'.rf-..,.- c » , , - . , . ' . , , ^ e t C » i - * , * - « . ^ Passe par B",s+„ de
sorte que W*+:\ est le système où cette dernière courbe rencontre la première courbe
minimade Bff

2*+a. Comme l'irrégularité est stable B2$ + ', est l'adjoint de Bff
a«+2 •

Considérons alors la figure 8. Comme B"2$-f 3 et Aa$+ n sont corésiduels sur C//a£, ,

la première courbe minima de W'^+j passe par a2$+2. C ,, est la première courbe

minimade a2$+2. Elle recoupe la précédente suivant Ba$.f4, adjoint de B"3$+2.

Ba*+$ se déduit de A-^-H par l'intermédiaire de CfhH i ^^^ ; a ^ 1 -

On en lire les mêmes conclusions que dans le cas précédent.

C) Supposons A*2*</<;A-2«+af / • V 4 - i < 2 < ^ ; - " ' T ^ s -

Ĉ  est courbe minima pour B2.;, et on sait que B3;fa se déduit de Aa;+2 par

l'intermédiaire de CWa> et Ĉ  o . L'étude du cas B (paragr. 2) permet de conti-

nuer la réduction.

Si h7j>+i<Ct<Ck2ï+2, ou n î H 2 < ^ + 3 < m î H î i B3$+2 se compose de l'inter-

section totale '̂a*+a = = Gllâ  . C ^ _Mji5 et du système Bv
2s+2 déduit de À2$+a

par Tintermédiaire de Cw^ et Cw ^ a . Les courbes minima de B2$+2 sont Cn

et la courbe composée de Ct^ a-Vaî , a etde Cw^ a première courbe minimade B"2$+2

A2«+» est le réduit de B^+2. On vérifie que B2$+2 contient une irrégularité stable.

Si /ta^<^<C^a^+3, ^/2^ «3JJ+ I-W^ passant par x25 se décompose suivant C

et une courbe arbitraire ^i^-,,,^- ?a« par suite se com j>ose de l'intersection totale pr
a§

de (]|#ai et dé ^t^-m^ et du système ôff^ identique à A3$+I. fa présente une irré-

gularité stable; B3*+J aussi.

On suit aisément sur la figure 9 la construction de B2«+, et B3$+a. En particulier

B'3*4.a est l'intersection totale de C,^ _,M̂  et C,,^ M^+2__w^+i. ÎW*^ est sur cette

dernière courbe, de sorte que Ba*+:i est le système où Cw première courbe minima

de ir^+a recoupe Cw^ .Wa4+ÎI_w^+1 • D'ailleurs l'adjoint de B ' a ^ , est le système

Aâ -j-3. par conséquent B^ <j se confond avec A-,$+.1.

H est clair que si c est supérieur à /?4, les résultats sont les mêmes.

Nous montrerons au chapitre suivant qu'il n'y a pas d'autres irrégularités.

THÉORÈME. — Le système B, déduit (tan système Y régulier, de spécialité <r, par
tintermédiaire^ de deux courbes Ct et Cs telles que l<ih <^z est irregulier d'ordre un
et de spécialité s + i .
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6. Réduction du système B dans le cas où

Supposons 7t as<f</c aa+ 2 , frn<

Si y^>o ~^~ l ^es raisonnements précédents suffisent pour faire la réduction. lis

C n
2 S *

Fio. 9. EIG. 10.

montrent que B2s+2 contient une irrégularité stable et que B2$.f4 se déduit de A2S+4
par l'intermédiaire de C et C. N, , . La réduction de B2*+4 contient de même
J "30-f-«5 *3o-f--l

une irrégularité stable.
Si y = 0 ou 0 -f- r, les résultats sont les mêmes. Les raisonnements doivent être

un peu modifiés, car les deux irrégularités se trouvent dans le même réduit pair» ou
dans deux réduits pairs consécutifs.

THÉORÈME. — Le système B, déduit d'un système A régulier, de spécialité 5, par

l'intermédiaire de deux courbes Cf et C. de degré inférieur à la caractéristique centrale

de A , est irrégulier d'ordre deux, et de spécialité n -j- 1 .

REMARQUE. — Tous les nouveaux systèmes de points que nous venons d'étudier
ne possèdent quand ils sont irréguliers que des irrégularités stables. Leur réduction
se confond toujours à un certain rang avec la réduction du système régulier dont ils
sont déduits.

Si le système régulier se réduit à une intersection totale, nous démontrerons plus
loin qu'il en est de même du système déduit. C'est un cas particulier de la remarque
précédente, si on considère le système nul comme le dernier réduit.

7. Propriétés des courbes caractéristiques paires de A .
Nous appellerons ainsi les courbes de degré égal à une-caractéristique paire de A.



4 O M. LÉGAUT.

THÉORÈME. — Les courbes caractéristiques paires de A ne provoquent aucune irré-

gularité dans (a réduction de B .

Reportons-nou s aux paragraphes précédents. Supposons par exemple

t = h\n, A'sv+1 <C z <C ^ : + . , Y > * •

Considérons la figure 7.
L'adjoint Sa$ est constitué par le seul système H"A car %\>> disparaît puisque Tune

des courbes de celte intersection totale a son degré qui s'annule. L'irrégularité de 6a$
disparaît, et avec elle celle de IV,*+2 . c. q. f. d.

L'adjoint (1>^ se déduit de \.2^-\-i par l'intermédiaire des courbes CH< s et C.
Les réduits pairs ultérieurs de B vont se déduire des adjoiuts des réduits de même
indice de A . La réduction de B ne pourra plus venir se confondre avec celle de A .

Ce fait est général comme on peut le voir en considérant les autres cas étudiés.
Si les deux courbes C, et C. sont des courbes caractéristiques paires, la réduction

de B vient de nouveau se confondre avec celle de A .

THÉORÈME. — La réduction du système déduit de A par un seul couple de courbez

dont une seule est courbe caractéristique paire de A ne se confond jamais avec celle de A.

Appelons réduction adjointe, la succession des adjointes de A. La réduction
adjointe comprend tous les réduits pairs de A , et leurs adjoints. On peut dire :

La réduction adjointe dun système déduit de A par un seul couple de courbes vient
toujours se confondre avec celle de A .

Signalons encore une propriété que nous établirons plus facilement un peu plus
loin.

THÉORÈME. — Le système B déduit du système A, régulier de spécialité <J, par un
couple de courbes,'est de spécialité a si tune d'entre elles est courbe caractéristique
paire, de spécialité ? — 1 .si les deux sont des courbes caractéristiques paires.

Celte proposition montre la grande analogie qui existe entre les deux courbes
minima et les courbes ca raclé ri stiques paires.

Systèmes déduits a"un système régulier par deux couples de courbes.

8. Passons maintenant à l'étude des systèmes B déduits des systèmes obtenue
précédemment que nous appellerons Y, par l'intermédiaire des courbes arbitraires
C, et C, (z > /).

Nous définirons formellement les caractéristiques des systèmes irréguliers, comme
celles des systèmes réguliers. Soit A2| un système réduit de A qui présente une-
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irrégularité stable. A2$ est composé de l'intersection totale A'3$ de C'^C,^ et du

système Aff
2$ de première courbe minima Ca"^. Nous poserons :

h2* = M — M, . . . + (v,s -h n\*), k\* = M - M, -h . . . + M •

Dans toutes les caractéristiques d'indice supérieur à 20, va§ 4- n*** et na* joueront
le rôle de n-^ et ATM.

L'inégalité qui exprime la stabilité de l'irrégularité s'écrit avec ces notations :

Comme la première courbe minima de Aa*+a est Cn"^ : /ia$-f1 = va* 4- k**9

Les raisonnements faits précédemment ne supposent rien sur la régularité du
système A. Ils sont donc applicables quand A est irrégulier. Le système B pourra
ainsi avoir des irrégularités provenant des valeurs de t ou z inférieures à la carac-
téristique centrale de A.

Le seul fait nouveau est la présence d'irrégularité stable dans des réduits pairs
de A. Nous allons étudier l'influence de l'irrégularité A,$ dans la réduction de B.

THÉORÈME. — l ne irrégularité stable d'un réduit pair de A, provoque dans la

rédaction de B une irrégularité stable dans un réduit impair.

Pour abréger l'exposé, nous ne considérerons que les cas où les précédentes irré-

gularités ne viennent pas se mêler à celles que nous allons étudier. Quand B3$ se

déduira de Aa« par l'intermédiaire de C,^, nous supposerons que cette courbe n'est

pas obligée de se décomposer suivant Gn" . et une courbe arbitraire. Lorsque /3$<Cu-2*

C# se décomposera suivant C> . et C, N_, N. D'autre part la deuxième courbe minima

de Aw
2$ est de degré y.3$ 4- n\^ — M3$+, 4- n7^2. Nous supposerons donc dans ce cas :

<a$ — V2§ ^ |X2S 4- Ai%S — M J H I 4- « Î S + Î O l 1 ^ ^ - ^ a * + « -

A) L'éventualité la plus simple est celle où Aa$ fait partie de la réduction de B.
Supposons z^>k%n et t^> k^+,. B3$ se déduit de A,* par l'intermédiaire de C. .

et C, . ou de C, v et C . si la réduction de B n'est pas déjà confondue avec celle

de A. Comme l'irrégularité est stable, dans les deux cas B3$~, est confondu avec A3$.

Il en serait ainsi encore si t^

B) Supposons z ^> k3%,

Ct^ se décompose suivant C^ et Cla5_vaS. De sorte que B3s dans l'hypothèse

6
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qu'il se déduit de A,« par l'intermédiaire de C, ̂  et Gs ̂  se compose de l in terseetioip

totale B',* = CM -C.^- . ,^ et du système B%$ déduit de A%* par C,^ et C M _, a , .

D'après une remarque du paragraphe 4, nous savons que C,^—^ est première

courbe minima de IS",* et que la deuxième courbe minima de B3$ Test aussi pour B%*.

Si r,$— uLi*]>> v,$, la première courbe minima de B-̂  est donc C, ^ -f-C^— „^m

La deuxième courbe minima de B-,« recoupe celte dernière suivant

Ba*-i - - B'a^i -I- Br'aMx. (//̂ . i/).

BaS+i et Aa$ sont corésiduels sur C, . + C, .—y %, z-^ est supérieur au degré de la

deuxième courbe minima de B-,«, </onc B.̂ ^» contient une irrégularité stable.

Si rujî — 'J-̂ <Cv«i5 la première courbe minima de B^ serait C, N—., s 4- G. .— ,x .

Avec une méthode semblable on serait arrivé au même résultat.

F l G . I I . FlG. 12.

Poursuivons la réduction de B en supposant par exemple z%% — j*.a*

B'3^+1 = Cvj4.Cl;|JÏ_v_)rn"_)^m^+i. Celte dernière courbe passe par B%$+1. Dé

sorte que Ba«+, est le système où cette courbe recoupe la première courbe mininia

4eB",«+..

Comme B%<4-, est le plus petit système corc»idiiel à A%̂  sur Cf , %, la première

courbe minima de fV^+i passe par le système K où Cn"^ recoupe C, N et déter-

mine à nouveau sur Cn" . l'adjoint de A% ,̂ A^4-.,, cette courbe minima est C
M â̂  + 3

Le quadrilatère curviligne \ a t ^ FJf^ t , B2s h i est inscrit dans Ct . Le côté

curviligne A3«+, B,«4-, a pour degré :
/ , * •

W,Ü+, 4" ' i 'al — (/»« V2«) =

B^+, <̂e déduit de A^+, par nntermediaire.de Cm et C(

La réduction ultérieure de B est donc connue.
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Si Ba* se déduisait de A2$ par l'intermédiaire de CM . et C.,. le raisonnement
* "30 1 *2O

«t le résultat seraient identiques.

C) Supposons IÎ2H+I <C ̂ : < / » ' ^ .

Nous savons faire la réduction de B jusqu'à l'adjoint B2$-2 de Ba>_2, que

l'on déduit de aa$_a par l'intermédiaire des deux courbes C, N „ N m >
1 t:io'"'':io—i mîS—i

et C.^_u,t^ -m,)5_1 • Les courbes C,^ et C.^ se décomposent toutes les deux, suivant

la courbe C, ^ et deux courbes arbitraires C ^ ^ Ca^_Vi^ passant par Aff
2$.

8̂ —a contient ainsi le système fs',$_a où Cv^ recoupe CM ^ ^ et un système complé-

mentaire y'-ïH—i .

[ia$_a et E'.-f- fi':>-î-2 sont corésiduels sur C. ̂  A n,j5_2_M.a5__l ; C/a5 uM.̂ _2_w.̂ __1 cor-

respondant sur cette courbe à Cw^_(, deuxième courbe minima de E'.-h Ô'.̂ —2 est

aussi deuxième courbe minima pour [1^_2 puisque /a*<;2:a*.

éÔa«_a et E'z + ?'uî—•>. sont corésiduels sur Ct , , M N —w.̂— * ^ r ^^s~~v^ ~̂~ ̂ v s e8^

la première courbe minima de E't -h Ö'a$—a si n^_x — aa«>/ia«. Elle,rencontre donc

à nouveau Ct ^ Lll x ,_m ^ suivant le premier réduit [iâ —i de Jia$—a.
Comme 6̂ —i et a->«—<Î sont corésiduels sur C, , ,. s N , la courbe

C, £—,̂  4- G, ^ est la première courbe minima de èôas—i, et Aa« est l'adjoint de ,82s_,.

Bŝ -j-i coïncide avec A.^ .

Si n^_i — p.̂ 5 < / i^ , la première courbe minima de E'̂  -\- B'2*—a \serait

C, fc—v ,4 - CL „ — a. . et le même raisonnement donne le même résultat.

D) Supposons ^ 3 s + 2 ^

Comme dans le cas précédent on obtient p —2- Reprenons la figure i3 eu rera-
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plaçant'.S.,*—t par K. Comme précédemment la première courbe minima de pa$-§

passe par K. Les systèmes K et \,j> sout corésiduels sur C,^ 4- C / ( i J- ,^. Comme

les courbes C, , et C, „_, „ x ne sont pas minima pour E' , on peut écrire

K présente donc une irrégularité stable.
B-..«—! est le système où la première courbe minima de j3.j$_a recoupe la première

courbe minima de B.,$_.j. !*.,$_, et B^_, sont ainsi corésiduels sur la première
courbe minima de f̂ s—a, et pour la même raison :

I,, = 1K.
*—i

B-i*—i présente une irrégularité stable.

Du fait de cette irrégularité, h^ + t est confondu avec le premier réduit de pr
a*_-a.

Le deuxième adjoint de p" .,,$—, est confondu avec B-,*+a. Or p"2s—, se déduit de
a,$_, -f fi'.̂ —i par l'intermédiaire des courbes C M „,,$_.,-,„,$_, e t C.^ ,,.^__3_w^_1.
L'adjoint de ce système est V",*, son deuxième adjoint A^-f3; par conséquent,
Bas+i se déduit de A^ + i par l'intermédiaire des courbes Ct^ 2-^HJi -

E) Supposons /M

\\ sulïit tle reprendre la même méthode. En particulier le premier adjoint de p"a$—a

se déduit de A"-,* par les courbes Cf^—^, C.̂ —.,̂  dont la première est première

courbe minima, puisque r.,* — y ̂  >> a^ 4- /i"^ — m.^4-,.

B-,$+3 se déduit de A.,î+a par r intermédiaire des courbes Ct et Cn" .

Propriété de la courbe CA .

Faisons passer par A une courbe C^^ et une Cf telle que h^^t<^t<^k2^+l. En

se reportant à la figure 11, on voit que B.,$ ne se compose plus que du système B^s,

car B'-,$ disparaît puisque l'une des courbes de l'intersection totale a son degré qui

s'annule. L'irrégularité de B^4, s'évanouit.
On peut d'ailleurs prendre / tel qu'il ne cause pas d'irrégularité dans la réduc-

tion de B, on en conclut que :

THÉOBÈME. — On peut toujours déduire un système régulier d'un système dont seul
un réduit pair contient une irrégularité stable.

Systèmes déduits d'un système régulier par trois couples de courbes.

9. ÎI est nécessaire d'étudier aussi en particulier cette éventualité car elle pré-
sente un fait nouveau. Soit A un système déduit d'un système régulier par deux
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couples de courbes; faisons passer par A, deux courbes arbitraires C, et C. qui se
recoupent suivant le système H. D'après les paragraphes précédents la réduction
de B peut présenter des irrégularités du fait des valeu&s de z et /, et des irrégula-
rités de A situées dans ses réduits pairs. Mais A possède aussi des irrégularités
situées dans des réduits impairs.

Quelle est leur influence sur la réduction de B?
On peut énoncer la proposition suivante :

THÉORÈME. — /ne irrégularité stable d'un réduit impair de A provoque une irré-
gularité stable d*un réduit pair de B.

Nous aurons l'occasion de développer la démonstration au chapitre suivant.

Systèmes déduits d'un système régulier.

10 . Nous pouvons maintenant considérer le cas général. D'après l'élude précé-
dente un tel système ne présente que des irrégularités stables. Les unes sont situées
dans des réduits pairs, les autres dans des réduits impairs. Nous les appellerons
pour abréger irrégularités paires ou impaires.

La réduction de ce système se fait parallèlement à celles des systèmes inter-
médiaires nécessaires pour arriver au système régulier en ce sens que sauf aux
endroits où les irrégularités se manifestent, les réduits pairs de môme indice, ainsi
que leurs adjoints, se déduisent les uns des autres par des courbes correspondantes.

Les réductions adjointes de ces systèmes \iennent se confondre avec celle du sys-
tème régulier. Ils se réduisent donc tous à un système général On y comprenant le
système nul). Réciproquement :

Un système se réduisant à un système général et ne présentant que des irrégularités
stables, peut être déduit d'un système régulier.

Nous avons vu en efTet comment on pouvait déduire d'un système A, un système B
ne présentant pas dans sa réduction d'irrégularité correspondante à celle de Aa$,
réduit pair déterminé de A, et n'ayant'pas d'autres irrégularités que celles qui cor-
respondent aux autres irrégularités de la réduction de A . domine en outre à toute
irrégularité impaire de A correspond une irrégularité paire de B, on voit qu'on
peut déduire de A un système se réduisant à un système général et n'ayant plus
d'irrégularité dans sa réduction.

1 1 . Singularité d'un système déduit d'un système régulier.

Étudions d'abord la singularité d'un système A présentant une irrégularité quel-
conque k' = C,. CA où CA passe par A\ Considérons sur cette courbe la série déter-
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minée par les Ct passant par A . Cette même série est déterminée parles Cj—» pas-
sant par A*. Si p( et c __ sont les dimensions des séries déterminées sur C* par les C r

et C/—, :

s\ = A — Af — (ot — ot_) 4- *'„* = H-v — (?l — P /_J + s[„ '

Au début du premier chapitre on a démontré que

P, -? Ï - . = ^ —aV.,*

On peut donc écrire :

La singularité de A pour les Ct est la somme de la singularité de A" pour les Q_v
et de A' pour les Ct.

A) Le système A Aie possède qu'une seule irrégularité. Elle est paire et stable.

Soit A2s le réduit pair où elle se trouve. Nous reprenons toutes les notations du
iragraphe 8.

Supposons / > hc.
La réduction de A ne présente pas d'irrégularités avant A3$, on peut donc écrire :

O

D'après la proposition précédente :

On sait que :

Aai+2 est l'adjoint de A*»*; on obtient aisément :

A O * = £ l + ' + ?(M + n'ai —*l* -f v^).
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Aa*+a est régulier de spécialité n — xl — A . D'après l'expression de hc l^> hc en-

traîne /2$-j-3>/ic + a ,

où les h et k avec l'exposant ao -f 2 sont les caractéristiques de Aa*+a, v le plus

grand entier inférieur à .

Remarquons les identités suivantes dont nous avons vu un cas particulier déjà.

Ajoutons membre à membre ces égalités. On obtient :

V

l^hGi s'K = 2 J [?(A»/+i - 0 + (p(fr,«+, — /)] —

Supposons

•Nous suivrons la méthode. INous avons d'abord :

/ , < + a ) , \ l r t / J , I V , , , , - A 1

puis

/a< (^2$ + V3S — /»< — l ) ([ ia* " f Va* — 4$ —

car /2a est toujours inférieur à a3^.

A2«+a est l'adjoint de A*2«, et on obtient :

»*— va*-fa) /al+a , ( W > + Q(/,t4-i + a) f
s J A r.'f{H %8 - f VaS — fa^ ^ A 2§ j = sk J AaS + a i

est régulier de spécialité a — ao — 2, et

*i "M-f
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ou u est le plus grand entier inférieur à — .
2

Or on a les identités :

Et en se reportant à l'identité 2 du chapitre i, on obtient en ajoutant membre^

à membre ces égalités :

l<hQ, s\- A + ( / + 0
a

( f + 3 ) = V [.},(/,„• _

Remarquons que (£(/vaa — /) = o, puisque

B) Le système A /i<? possède qu'une irrégularité. Elle est impaire et stable.

L'inégalité qui exprime que l'irrégularité est stable s'écrit avec les notation^
employées

«i ÀîT_, est le réduit où elle se trouve.
Comme la première courbe minima de A,T est confondue avec Gn» on a,

3T—*

En prenant la même méthode, on voit que le seul nouveau problème est celui de-
connaitre l'expression de la singularité de A3v_3 en fonction de celle de ATf. En
suivant la méthode du chapitre précédent, on obtient :

si / > h , A<-* = $>
c A a T

si /<h , , V . - A,_, + ( / - + l ) ( / - + 2) = s', - A,. + <*«+')«« +
c % a T a * 2 V 2

De sorle que Ton peut en conclure pour le système A .

V

s! / > hc, s\ = 2 tî(A"+ ' - 0 + ?(fr"+ ' - 0 ] .

il

8 i i<* c , g'A = A - ( / + 0
2

(/ + 3> + X H(** - 0 + Kfe» - 0] —
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II faut d'ailleurs remarquer que dans la première formule ?(fra7_, —• l) = o . .

C) Cas général.

En se servant d'un raisonnement de proche en proche'on arrive au résultat géné-
ral suivant :

Soit un. système A qui possède :
p irrégularités paires stables.

h^ , ( = vaS -f k^ . . . , h^p ^ = V3$P + k p,

g irrégularités impaires stables.

k _ ' = v 4- /i ^ . . . , k _̂_ = v <?_ -h ^ g »

A-
a-/—i a-»

si />AC , 5'A = 2 t ? ( A ^ . - o + # • „ , . - 0 ] - 2 ^ K Ï - 0 •
O I

a q

Si ; < hc, *'A = A - ( / + l ) ( f + 2) + 2 I-K** - 0 + 4 (Ki - 0] - 2 •' ( V - -

5 2 S ï 3 5 I

t»es courbes minima de \^t sont n^i== n"^t -f v^«, ma$t = a ^ .

Les courbes minima de Aa-*—i sont n3:t—% = iiM
2
i—i -H v3 ï ' - , , m î :ui == ixa^—t.

REMARQUE. — Une irrégularité stable introduit un terme soustractif dans l'une

des expressions de la singularité.

12 . Soit B le système déduit du système A analogue au précédent par l'inter-
médiaire de deux courbes C. et C,. Nous allons calculer la singularité de B en tenant
compte de la manière dont on l'a déduit de A . Reprenons pour cela le procédé uti-
lisé dans le premier chapitre pour calculer la singularité d'un système régulier.

Supposons l^>hl en posant h* = z -f- t — M-?-/i,\ /**' est la caractéristique

centrale de A..
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Sans insister sur les détails du calcul, écrivous seulement les deux égalités ana-
logues aux égalités (10) et (i i) du précédent chapitre.

où /, X et lt sont les degrés des courbes correspondantes passant par B, le
où Ct recoupe CM et At. Ajoutons membre à membre ces deux égalités :

VB = s[\ 4- <t(z 4- / - n — l) + $(z + / — m - /) — ?(i — l) - f(z — /).

Puisque /^>A°, /, est supérieur à /**' :

$i> = y [^(/ii — o + îpf/i-1 — / ) i — y (̂A*1 «—/ )
O 1

Remarquons que :

• et que par suite :

On obtient alors :

i^hl, sl
tt = 2J \*(Z 4- ̂  — hïHi — 0 + f(2 4- * — A^H.t — /)] — y(z — /) — cp'({ — /)

o
P

- S ^ + ̂ ^ x -o-
l

Si au contraire /<</** la méthode donnerait les a égalités.
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En substituant à s ' sa valeur on obtient ainsi :

+ +(*—'*) + 4(f~ 0 — 2 '^ + ' —fc^ —0-
I

Ces expressions sont intéressantes car eues permettent de vérifier plusieurs théo-
rèmes que nous avons démontrés précédemment.

Remarquons d'abord que la réduction de H ne peut pas avoir d'autres irrégula-
rités stables que celles qui proviennent des irrégularités de A et des valeurs de 'z
et /, puisque toute irrégularité stable introduit un ternie soustractif dans l'une ou
l'autre des expressions de la singularité.

Si z<^hc t est supérieur à hi: puisque ; -f / = /i(' 4- hc. 'l(t —/) == o . La pré-
sence de -j(t — /) montre que C a piovoqué une irrégularité dans la réduction de B.

Si z^>hr. t est inférieur à tu.. s (7— /) ̂  o . C. n'a donc pas provoqué d'irré-
gularité stable dans la réduction de B. La présence de •!(/ — l) montre que C, est

une courbe caractéristique paire de B .
Si z = hoi ., les termes z,(z -f t — hti u% — /) et z,(t — /) se détruisent. C. n'intro-

duit aucune irrégularité stable. Si en outre / est aussi une caractéristique paire de A ,
s(z — /) détruit un nouveau terme de la somme : Le système B a sa spécialité infé-

rieure d'une unité à celle de A .
Si z = A*2.;i les termes 'l(t — /) et *l(z -\~ I— Av* —/) se détruisent. L'irrégularité

correspondante à celle de A n'est pas stable, on sait qu'en général elle n'existe pas.
Dans un autre ordre d'idée l'identification des expressions de la singularité que

nous venons d'obtenir dans le paragraphe précédent et celui-ci permet d'établir des
relations entre les caractéristiques de \ et de B.

Application. — On peut déduire de ces formules la proposition suivante :
Soient deux systèmes V et B formant l'intersection totale de deux courbes G. et C r

Le nombre des courbes linéairement indépendantes de degré t passant par B est

égal à la singularité de A pour les courbes de degré z — 3 augmentée de i 4- '~>(z — /),

si t est différent de h* — i et h* — 2 .

Démontrons-le par exemple lorsque t<Ch*. Les formules précédentes donnent :

a ) - (B - *<„) = V [4<z - K,..,) + -l(z - / ; , . _ , ) ] + . + .'(r - 0 - V .-(, _ , „ , ) .

«+• f

- - I + .K r_0_V ? [ / ,n ,_- . ( z_3)]<
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car on a l'identité :

En tenant compte de la valeur de ŝ ~~3 on obtient puisque s:-—

La démonstration serait la même si t^tic.
Considérons une courbe C. sans point multiple. Un système A de cette courbe

détermine une sérir complète. Menons par A une courbe arbitraire C, qui recoupe
CL en H. Les courbes C, passant par B découpent sur C. cette série. Supposons t > z .

La dimension de celle série sera N, — i —- si St est le nom*

brede courbes C, indépendantes passant par H. Or cette expression est égale à s

THÉORÈME. — Sur une courbe C: sans point multiple, la dimension de la série corn-

plète déterminée par un système de points est égale à sa singularité pour les courbes C._,
On peut en déduire4 le théorème de Iliomann Roch C) dans ce cas particulier.

On a

A ; : 0 ,

d'où

On obtient l'expression arithmétique du théorème :

13. Propriétés des caractéristiques.

Nous avons eu déjà l'occasion de les définir. Les paragraphes précédents ont
montré qu'à toute irrégularité paire stable correspondait une caractéristique paire
supérieure h la caractéristique centrale, et qu'à toute irrégularité impaire stable cor-
respondait une caractéristique impaire inférieure à la caractéristique centrale. Nous
appellerons les premières caractéristiques paires mixtes, les secondes caractéristiques
impa ires m ixtes.

(') PICART et SIMART, tome Üf p. 3a.

{*) La méthode employée dans la note de la page 33 permet de démontrer le théorème
dans le cas où la courbe présente des points doubles.
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Résumons les propriétés principales des caractéristiques.
1. Une courbe de degré supérieur à la caractéristique centrale et différente

des caractéristiques paires mixtes laisse constante l'irrégularité du nouveau sys-
tème.

2. Une courbe caractéristique paire mixte diminue l'irrégularité de une
unité.

3. Une courbe d'ordre inférieur à la caractéristique centrale et différente d'une
caractéristique paire augmente de une unité l'irrégularité.

4. Une courba caractéristique paire laisse constante l'irrégularité et diminue la
spécialité de une unité.

5. L'opération qui déduit un système d'un autre par un couple de courbes aug-
mente la spécialité d'une unité.

REMARQUE. — Les résultats relatifs à l'irrégularité ne sont exacts que si on consi-
dère des courbes arbitraires du degré indiqué. Nous verrons en elTet dans le chapitre-
suivant que si certaines particularités se présentent dans la réduction du premier
système, certaines courbes de degrés déterminés peuvent provoquer des irrégularités
d'ailleurs non stables dans la réduction du système déduit.

6. Les deux systèmes déduits l'un de l'autre par deux courbes de degré égal à
leur caractéristique centrale sont de même spécialité.

Ces propriétés ont été établies dans des cas particuliers. Les démonstrations sont
aussi exactes dans le cas général.

7. Les courbes caractéristiques centrales jouissent d'une propriété qui va éclaircir
la relation qui existe entre les systèmes réductibles à une intersection totale non
générale et les systèmes réductibles à un système général.

Faisons passer par A, système de spécialité n, réductible à un système général,
deux courbes C\C\ de degré égal à la caractéristique centrale de A . Si u est le

plus grand entier inférieur à —, B.,„ se déduit de A2/, par l'intermédiaire de C1,

et C*/ . Ce sont les courbes de plus petit degré qui passent par \ilt sans contenir

nécessairement \iu ; t. \ttt 2 est un système général.
Si \w â n'est pas une intersection totale générale, Baw t se déduira de ASM̂ S par

l'intermédiaire des courbes C\f et C.'n . De sorte que BfM 2 pourra être consi-
déré comme le premier réduit de \tlt a. Le système B se réduit à un système
général.

Si X« 2 estime intersection totale générale, on prévoit que B4W_t n'existe pas,
et qu'il est le système nul. Examinons de plus près ce cas.

Pour cela reprenons la figure 4 en y changeant convenablement les lettres et les
degrés des courbes. Supposons que \iu.% est un point. L'adjoint HM de B1M se déduit
de l'adjoint a, de \ par l'intermédiaire des deux courbes C\ „,w ^
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Comme les courbes minima de %tu et de son réduu i t t , . , sont respectivement
c« c« ~m ->• e t ^« c« -,> celles de h%u auront pour degré :

tu - i tu *«•+••*

Calculons le degré de la première courbe minima de BaM ,; par le même procédé

on obtient :

•"8#tt est l'intersection totale de CM _M l f tetCH • . Par suite on peut écrire u,
tU Itt-'-l tU tit i i

'*«« ; i = G _M . C w __M _^
*ît tn-i-t tu i«-H

ou, en employant les caractéristiques :

On peut ainsi énoncer la proposition suivante.

THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour que l'on puisse déduire
d'un système A réductible à un système général, par l'intermédiaire d'un seul couple
de courbes, un système réductible à une intersection totale non générale est que le pre-
mier réduit pair de A soit une intersection totale générale et que :

On peut toujours déduire de A un pareil système en utilisant un nombre suffisant
de couples de courbes.

Reportons-nous en effet au cas général. BâwJ_a est un premier réduit de A
Déduisons B ' d e B , comme B de A . B\ut est un deuxième réduit de A , . . En
continuant ainsi on arrivera après x opérations h ce que IV.w_;t soit une intersection
totale générale à laquelle se réduit A. Dans ces conditions Br ' se réduit à Finter-
sectien totale B ^ ^ . Elle n'est pas générale ordinairement. Dans le cas contraire on
voit facilement, en se servant d'une proposition suivante, comment on peut en dé-
duire une intersection totale non générale.

Réciproquement, on peut toujours déduire d'un système se réduisant à une inter-

section totale, un système se réduisant à un système général.
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Soit A un tel système dont le réduit A,_, est l'intersection totale

C .C An,-

55

Faisons passer par A deux courbes C, et C. qui se recoupent suivant le sys-

tème B. Pour que B soit réductible à un système général, il est nécessaire que la

réduction de B ne vienne pas se confondre avec celle de A . On peut toujours réa-

liser cette condition en choisissant convenablement / et z .

Supposons n impair : B,—t se déduit de A*_, par l'intermédiaire des courbes

Ct __ , C. __ . ( / , - , ^ 2 , - ^ / n , - , -h /ÏT—,). Soit [!,_, le système où Clt _ recoupe

G. (fiq> f'*), c'est l'intersection totale de C et C, . B*—i et &,_i sont
lu—i w *> ' ri,;—i ' T — i " 'T—I '

corésiduels sur G, . C, x. _ _M , courbe de plus petit degré passant par B*—,

extérieureà C, correspond sur cette courbe à C,, , , première courbe minima

de 3,—! puisque / ,__ ,—/« ,_ ,< /? ,_ , . Comme tn fc 4- c,_, — M , ^ - , < / T I> les deux

courbes minima de Bff_.t sont C. ,. _M et C, . B, est l'intersection totale,

de G. Bl et C, ' M

Posons /„_, = nirr—i 4- i . B, est constitué par /».,-, — n»_., 4- i points en ligne

droite, système dont on peut déduire un point.

B<r-2

FIG. i5.

Supposons i pa i r : B , - , se déduit de A M par l'intermédiaire des courbes C ^ ^

et G. _ . (k- 2 <j 2,_9 ̂  M,-_a —/i,-i)« Les deux courbes minima de BT_a ont pour

degré respectif : c^_2 -f / , - , — M,_a + /Ï*-I et z M 4- ^ - a — M*-, 4- w, -« . La pre-

mière recoupe C; suivant le système l (Jig. /."*). La première courbe minimade l

C, correspond sur la première courbe minima de B7__a, à celle de B,—,

dont le degré est /*-3 4- c*_2 — mT_3 — M,—a 4- n<7-1 . Cette dernière après être passée

par le système J recoupe en II C^_a_i.^__i_Wa_2 • Pour avoir BT il suffit de mener

•la première courbe minima de H .
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On a successivement :

uv—, i,,—%-rMn—i *«—a

Pour que l'intersection totale B* soit générale il suffît de prendre t et z vérifiant,
les inégalités :

hc < / < z < hc + 2 .

14. Nous finirons ce chapitre en étudiant la détermination des systèmes que
nous venons d'étudier. Donnons-nous. 21 4- 1 nombres positifs hQkt)... tels que :

Supposons en outre que Ton ait la suite croissante :

4̂ quelles conditions existe-t-il un système A cfe A points les admettant pour carac-
téristiques?

Supposons que A,v<?-, soit le dernier réduit de A contenant une irrégularité. Il
est d'abord nécessaire que A,// existe. C'est un système régulier. Les expressions-
des caractéristiques nous donnent les degrés de ses diverses réduites. Nous avons vu-
au chapitre précédent les conditions d'existence de Aa.*/.

Ces conditions sufJisent pour que A existe.
En eflet, il faut que :
i° nT.'i — l soit minima pour AV^—, ce qui est car /ta «-_,
20 A'a ?~ 1 est l'intersection totale de (].x , et Ct _ h

3° Cw q est courbe minima pour \3.«i—3 car A a . , « _ _ * < ^ k 3 ^

On peut par suite construire le système jusqu'à l'irrégularité suivante. La même
méthode permet de la construire sans introduire de nouvelles conditions. En conti-
nuant ainsi on obtient le système A.



CHAPITRE H!

[I. — Irrégularités instables; Irrégularités apparentes.

1. Nous avons étudié dans le chapitre précédent les systèmes de points qui se
déduisent des systèmes réguliers par l'intermédiaire de courbes arbitraires. Cette
hypothèse nous a permis de supposer en particulier les deux faits suivants :

a) Tous les systèmes de points sur lesquels nous avons raisonné satisfont en
chacun de leurs points aux conditions d'application du théorème de Nœther, et pour
préciser les idées ne sont constitués (nie par des points simples distincts.

h) Aucune courbe G. , G. correspondant à C,,G., qui permettent de déduire
Boi de A^ ne se décompose en une courbe arbitraire G, . ne passant par aucun point
de Aai et une autre courbe sans y être obligée par son degré.

Nous conserveronsjxmjours la première restriction, nous supprimerons désormais
la seconde. Il est alors aisé de voir que la réduction du système déduit peut présenter
des irrégularités qui ne satisfont pas à la condition de stabilité. Nous les appellerons
irrégularités instables.

Soit B le système déduit de À par l'intermédiaire des deux courbes Ct .Cz(t ^z).

Si h2%<i £<^2$+i » Ba$ se déduit de Aa$ par l'intermédiaire de C ^ e t C x (GK étant
suivant la valeur de z, Cz^ ou Cn^ _ j). Supposons que G, ^ se décompose suivant la
courbe G, ne passant par aucun point de Aa$ et Ct^_v^. Le système B^ se com-
pose de l'intersection totale E'** de C^etC,., et du système B" A déduit de A,* par
l'intermédiaire des deux courbes Cc et C^—,^ . La première courbe minima de B%*
est de degré t^ — v2$ -f za* — /*/**. Par suite si on a :

Bas présente une irrégularité. Elle est d'ailleurs instable car l'inégalité, condition de
la stabilité, s'écrit :

Elle n'est jamais vérifiée puisque t
On voit en outre aisément que la réduction continue normalement après l'Irré-

gularité.
On peut faire les mêmes observations si la conrbe correspondante à Ct qui per-

8
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met de déduire pa* de a3* se décomposait de la manière indiquée. $*$ peut ainsi pré-
senter une irrégularité instable et nous verrons plus loin (paragraphe 3) que dans
des conditions bien déterminées B*$-f 3 contient aussi une irrégularité instable.

Nous nous proposons dans la première partie du- chapitre d'étudier à quelles
conditions ces irrégularités doivent être soumises pour qu'elles aient une influence
dans la réduction des systèmes déduits.

2 . Il nous faut d'abord approfondir certaines notions déjà entrevues.
A) Soit un système A = Af 4- A" contenant l'intersection totale A' = GvA . C^ et

le système Aff situé sur Ĉ  . L'inégalité caractéristique de la présence d'une irrégu-
larité dans le système A est :

JA = vA — !** -H A. <C o.

Elle exprime en effet que la première courbe minima de A se compose de C et
de la première courbe minima de Aff.

Reprenons la figure 5 du chapitre précédent et exprimons JB du système B co-
résiduel à A sur Ctt 4- CvA en fonction de JA. Nous supposerons comme précédem-
ment tB^tA.

*) CH est première courbe minima pour A* et B*.

JA = v^ — [ iA-f / i , JB = vB — JA» 4- n,

et par suite :

0 h + tA — JB + /B.

Remarquons que ht = n -f tA — k9 . Puisque CH est première courbe minima
pour B*', il faut que tm soit supérieur à ht ou

On peut donc écrire :

p) Cn est première courbe minima de A* seulement :
La première courbe minima C^ de B* correspond h la deuxième courbe minima

C ^ d e A ' .

JA = vA — |AA -4- ii, im = v» — ̂  4. nm* » \Lm — nm* = f&A •— m**.
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Par suite en prenant la notation des caractéristiques :

â» = Ji + (L'/ —h/).

y) Clt n'est première courbe minima ni de À" ni de B*.

Les premières courbes minima de B* et A" se correspondent et on peut écrire :

J* = JA.

D'une façon générale si /„ ̂  /A, JB ̂  JA. Rappelons que Ton a aussi 1» ̂  IA.

B) Soit un système A sur une courbe CM. Construisons un système B corésiduei
à A sur Clt. Nous dirons que deux caractéristiques de A et B se correspondent si deux
courbes ayant ces nombres pour degré peuvent être correspondantes sur CM. En iden-
tifiant les deux expressions de la dimension de la série déterminée sur Ctt par deux
courbes C{ C, correspondantes, on obtient la correspondance qui existe entre les
caractéristiques de A et B. Résumons simplement les résultats :

i° Les caractéristiques centrales se correspondent.

2° Si Ctt n'est pas caractéristique paire de A .

a) n^hr les caractéristiques paires de B correspondent à celles de A .

6) n<^hc idem, mais en outre Cw caractéristique paire de B ne correspond à
rien pour A.

Si Cu est caractéristique paire de A.

a) n^hc les caractéristiques paires de B correspondent à celles de A sauf à Cw.

h) n<^hc idem, mais Cu caractéristique paire de B ne correspond à rien pour A.

3° Si CM considérée comme passant par B ne correspond pas à une caractéris-
tique impaire de A .

a) n <Chr les caractéristiques impaires de B correspondent à celles de A.

b) n J> hv idem, mais Gw_t/ w caractéristique impaire de B ne correspond à rien
pour A.

Si C/t considérée comme passant par B correspond à une caractéristique impaire
de A.

a) n<Chl les caractéristiques impaires de B correspondent à celles de À sauf
h C . , .

h) n^hc idem, mais Cn t _, caractéristique impaire de B ne correspond à rien
pour A.

Remarquons enfin que la différence de deux caractéristiques est égale à celle de
leurs correspondantes.
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3. Considérons les systèmes de points que l'on peut déduire par un seul couple
de courbes de ceux qui admettent dans leur réduction une seule irrégularité, im-
paire.

Nous savons effectuer la réduction d'un tel système B déduit de A jusqu'au sys-
tème réduit de A qui précède celui qui contient l'irrégularité. Deux cas peuvent
alors se présenter : ou la réduction de H est déjà \enue se confondre avec celle de A
et l'irrégularité impaire de V devient une irrégularité paire de B, on cette éven-
tualité n'est pas encore arrivée. Pour examiner ce dernier cas, il suflit de considérer
un système A dont le premier réduit At contient une irrégularité et d'étudier le
système B déduit de A par les courbes Ct et G. (t^z).

Pour abréger, nous supposerons que C, et G. ne passent pas nécessairement
par A,.

Rappelons que i\t et G. si z ̂  L ̂  hl sont des caractéristiques paires de B. (Nous
excluons le cas très particulier où il n'en est pas ainsi pour simplifier l'exposé.)

\ ) La première courbe minima de A ne contient pas C, .

i° Ct n'est pas minima pour B.
Soit bt le système où Cn . première courbe minima de B recoupe C .̂ La pre-

mière courbe minima de //, correspond sur C, à CM et sur Cu à la première courbe
minima de AtC% -t- CM̂ " . Cette dernière recoupe la première suivant le premier
réduit de bi \ bt = b\ 4- b"t {Jîg> i6). bm et A4 sont corésiduels sur C, + C ".
Comme C " est minima pour V\ el que le degré de la première courbe minima
de bt est inférieur à nA puisque z > n n , on peut écrire en ayant égard au para-
graphe 3.

'», = '•,+(*.*"-O). \<\-

L'égalité dernière ayant lieu si Ct n'est pas la caractéristique ht de A .

B;

FIG. FIG. 17.
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Considérons maintenant la figure 17. La deuxième courbe minima de B recoupe
€r t i en B,. Sa construction ainsi que celle de son réduit B, sont les mêmes que celles
de bt et 6a. On utilise ainsi la première courbe minima de bt.

Si J6 ^-o l'irrégulaiilé de b, n'existe pas, l'irrégularité correspondante à À4

dans la réduction de B non plus
Si J6 < o on obtient le système B2 = B't T- B",,
Bt et 62 sont corésiduels sur la première courbe minima de b^C 4-C„.". On

peut écrire :

l'égalité ayant lieu si Ct n'est pas la caractéristique h*, car dans ces conditions
CHb" n'est pas minima pour B%.

I» < h >
2 2

l'égalité ayant lieu si C n'est pas la caractéristique h** car dans ces conditions
Cn n'est pas 3e caiactéiistique paire pour bt, et la première courbe minima de Bt

n'est pas la deuxième courbe minima de Y' 4- Y" et donc de Y'.
On peut ainsi écrire :

{ JBa = 3U + ( O - h/') + (y/* - h,""*)

h
b'^eX A", sont corésiduels sur C,, ». En ayant égard au paragraphe a, on -voit que ht »

btf A ' ' A "

^t kp 2 correspondent à k0 1 et ht *. De sorte que

JB2 = JA. + (y/1 - K[), K: < y/* < C ,

où -f/" correspond à yj** et est égal à h^* si Ct et CL ne sont pas des courbes Ca».

l'égalité ayant lieu si Cr et C. ne sont pas des courbes C&J,

20 Cj est minima pour B sans que C. le soit.

La première partie de l'exposé suffit, on \oit que ^ t = kê t .

3W Ct et Cz sont minima pour B.

Bt coïncide avec A et /ft * = h9 * •
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D'une façon générale on obtient donc les résultats suivants :

Si J»2 est positif l'irrégularité ht n*a pas de correspondante dans la réduction*
de B.

Si J„2 est négatif, Bt contient l'irrégularité correspondante à celle de At.
Dans le premier cas, les courbes Ct et Ĉ  considérées comme issues de A sont

arbitraires, il est aisé de voir que considérées comme issues de B elles sont parti-
culières. Il suffit de reconstruire la figure en sens inverse. On peut donc conclure.

THÉORÈME.—Le système V déduit d'un système B régulier par un couple de courbes
arbitraires ne présente pas dans sa réduction d'irrégularité impaire.

C'est une partie de la proposition générale que nous avons invoquée au chapitre
précédent.

B) La première courbe de A contient C,A .
Les raisonnements précédents sont alors en défaut et pour arriver aux mêmes

résultats il nous faut employer un autre procédé. Faisons deux remarques prélimi-
naires.

Appelons adjoint d'un système B sur une courbe Ct passant par B le plus petit
système corésiduel à B sur C .̂

ïn Soit un système B dont l'adjoint y sur la courbe Ct contient une irrégularité.
Que peut-on dire de son adjoint (i?

La première courbe minima C de B correspond à la première courbe minima
de y C, 4- CM>„ . Cette dernière rencontre à nouveau Ct en D = D' 4- Df/ qui l'admet
pour première courbe minima puisque 7 est adjoint. Elle recoupe CM suivant l'ad-
joint de B, 8 = Js' -h £". 8 et 7 sont corésiduels sur cette courbe.

Comme Cn „ n'est pas minima pour p" :

J, = JT + ( A / _ V").

D'ailleurs ni Ct ni CB ne sont minima pour D* et :

20 Reportons-nou> au paragraphe f% du chapitre précédent. Supposons que l'ad-
joint 8 de B présente une irrégularité qui ne soit pas assujettie à être stable. Le&
systèmes p et B, sont corésiduels sur la première courbe minima de 8 C 4- C

1 và *p / f *
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Comme CMâ,, n'est pas minima poiii B*t •

Comme C n'est pâ*fe minima pour Wi

I-.--1.+ (*/'-*ƒ).

On voit en particuliei que si J? 4- (&ƒ — h* ) est négatif, B, présente encore
une irrégularité Nous nous sommes servis de cette remaique au début du chapitre.
Nous pouvons maintenant résoudre le problème.

i° C, n'est pas minima pour B
L'adjoint y de B sur Ct est corésiduel de At sur Ja première courbe minima

-de A Cv -f C„ v . Comme C„ v n'est minima ni poui Y* ni pour A' .

1 I

D'ailleurs Ct n'est pas* minima pour S." et :

D'après la première remarque, si p est l'adjoint de B on peut écrire :

FIG. 18

Si Jp est positif, p ne présente pas d'irrégularité, B, non plus.
Supposons Ijt négatif; la seconde remarque permet d'écrire .

= I.+ (*/'-*/").
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En comparant ces diverses égalités, on obtient :

J% = Jâi 4- (kf — */ ' ) 4- (*/' - * / ' ) ,

Si z et £ ne sont pas égaux à ht on voit immédiatement que IBa == ÏAX • fit en
raisonnant comme précédemment on obtient aussi :

K = K + <//" - A/"). O < x.4' < O -

Fégali té ayant Heu M t et Z sont différents de h*.

2° C, est minima pour B sans que Gs le soit.
Oti vérifie aisément que /u « = k0 * .

HEMARQIJE. — Si ïVl est négatif, \UÂ qui est inférieur ou égal à IAl est négatif
aussi. La proposition que nous axions énoncée paragraphe 9 du chapitre II est donc
établie.

Supposons I A l > o . Si Bt est irrégulier nous pouvons recommencer avec Bâ ce
que nous avons fait a\ec V; nous obtiendions un nouveau système G qui pourra
présenter, ou non, dans t̂ on réduit Ca une irrégularité Arriverons-nous ainsi à un
système n'ayant pas d'irrégularité correspondante à celle de \t?

Pour uniformiser les notations, soit V' le svstènie irrégulier à partir duquel nous
commençons. V2.. V1 seront lesdi\etvs\stèmesque nous obtiendrons après 1, ...i—1
opérations.

Le système A* contient, le cas échéant, l'irrégularité correspondante à celle de À* :

JAa = JAi -f yo — h0 ou /0 correspond a h0 ,

Si JA2>o À* ne contient pas d'irrégularité.
Supposons J t < o , construisons le système A3.... Les J successifs ne peuvent

pas décroître.
D'autre part dans l'égalité :

A " * 4 " 1

JAt-f* = JA* - j - y t h0

rr1 rr* ~ *

// correspond à h9 . Comme les ca raclé ris tiquer centrales se correspon-
dent, -// est inférieur ou égal à la caractéristique centrale h£" de Aff*. On peut
donc dire.
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THÉORÈME, — Si l'irrégularité vérifie l'inégalité ;

aucun système V n'aura perdu l'irrégularité correspondante à celle de A*.

D'autre part / / atteint sa limite supérieure kè . Il suffît de s'astreindre à ne
pas prendre pour passer du système V au système A' * des courbes de degré
égal à la troisième caractéristique paire du système dont V est le premier réduit.

THÉORÈME. — Si l'irrégularité vérifie Vinégalité :

JA* = .1A» -h hc — hf' J > o ,

on peut toujours trouver un système A* qui aura perdu l'irrégularité correspondante
à celle de A .

Les irrégularités qui satisfont à l'inégalité Jl* ̂ >>O sont dites apparentes. Nous les
retrouverons dans le paragraphe suivant.

REMARQUE. — Dans l'hypothèse où Jv»<Io, lorsque JA* aura atteint son maxi-
mum, comme il ne peut pas décroître, il restera constant. Les caractéristiques paires
de A"* sont toutes égales.

4. Étudions maintenant les systèmes de points que Ton peut déduire par un seul
couple de courbes de ceux qui possèdent dans leur réduction une seule irrégularité
paire.

La réduction d'un tel système se poursuit normalement jusqu'au réduit pair qui
contient l'irrégularité si les deux courbes correspondant à ce réduit et qui servent
à faire la déduction n'ont pas une partie commune.

V) Considérons d'abord le cas particulier où le système V = A' -h V contient
une irrégularité, le système B étant déduit do \ par l'intermédiaire de C. et de la
première courbe minima de A, C,A -+• CM*A„.

I° z>kt\
La courbe C,A + C^,, est aussi minimapour B = Br + Bff (ftg. 19). Menons

l'autre courbe minima de B, minima aussi de B* comme nous savons. On obtient
ainsi B t. Bt et A sont corésiduels sur C,% 4- C^,,, d'ailleurs B, est l'adjoint de A,
On peut doue écrire ;
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Si JB| est négatif, Bt contient uue irréfularité correspondant à celle de A. Sinon
cette dernière n'a pas de correspondante dan** ia réduction de B . D'ailleurs la réduc-
tion de B est facile à concevoir puisque B*t est l'adjoint de \*.

La courbe G, 4- Cn „ n'est pa*> minfma pour B Repienons la figure 19 en subs-
tituant aux lettres B | t %% pour exprimer le premier adjoint de A .

FIG. 19.

On voit aisément que l'adjoint p1 de B se déduit de a1 par l'intermédiaire de la
piemière courbe minima de x4 et de Cs correspondante à Cz. Si Ja est positif,
x n'est pas irrégulier, B1 non plus et B n'a pas dans sa réduction d'irrégularité cor-
respondante à celle de A. Si J, est négatif, pl se déduit de a1 comme B de A. Il
•se compose de l'intersection totale B' confondue avec B' et d'un système jï" . On
peut donc raisonner sur le premier réduit $\ de Ô1 comme dans le cas piécédent
sur Bf.

Prenons le cas général : Appelons x* et p1 les êèm6S adjoints de A et B, G la
courbe passant par a, correspondante à tCz

Si fc«+3 < * < * « + ! » on voit aisément que fc/*1"*"1 <CZaj+, < ^I*
al+I. Si Jaa<+i

ou Fun des J des adjoints précédents est positif, l'irrégularité de A n'a pas son cor-
respondant dans la réduction do B Si h™+* est négatif, p3H-* se déduit de ««+*
par l'intermédiaire de la première courbe minima de a2l+l et de C2 . Son pre-
mier réduit e>t aat+3 [3aï+« joue le rôle de B, a*1 -̂* de A], Or 8t

2H-i est l'adjoint
de Bai+i, par suite B2,_|_3 est confondu avec 22J-}-3.

Si /i*îi+3<2:</îai-f3, ce qui donne k**1 a < zn+2 <A4
3I+3, on peut raisonner de

même. En particulier si Ja3i+a est négatif, le premier réduit £,»«+> de P2l+2 se confond
avec «al+3

f or p,2l+a est précisément Bti+$ : les conclusions sont donc les mêmes.
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Remarquons que V"<+3 est le a« -+- 3e adjoint de A."; on peut écrire :

J -« + i =
J * + <*«+»-V") .

THÉORÈME — Si k2l+s <^ z < k-n+x, l'irrégularité correspondante à celle de A
n'existe pas dans la réduction si J* + (k»,'+À — h*") est positif. Dans le cas contraire,
elle existe dans le réduit B2t+3.

Bf/
2i+3 est d'ailleurs le ii -f- 3e adjoint de Vf/, sa réduction se pou»suit normale-

ment.

REMARQUE — Les adjoints successifs de B jusqu'à pal+a inclusivement contien-
nent l'intersection totale B".

B) Supposons que B se déduit du système A précédent par deux courber

Soit a le système où la première courbe minima C de A recoupe Ct (Cn est
composée comme précédemment de C, et Cn n) at est le premier réduit de a (fig- 20).
La première courbe minima de B4 passe par aK de sorte que Ba se déduit de ai par
l'intermédiaire de cette combe et de la première courbe minima de a4.

Les passages de A à a, de at k B4 sont de ceux étudiés dans le cas A .

Si tó+3 <*<Cfc*i+,, la réduction de a présentera une irrégularité dans a*i

J , + (*«+, — h.A")<o.

BM+4 se déduit de «« -̂s par l'intermédiaire de la première courbe minimade
et suivant les valeurs de z, de C. 3 ou de la première courbe minima de a
Dans les deux ca** B2,+.> est confondu a\ec aai-f-4
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THÉOBÈME. — Si kU+$<t<Ckn+i, l'irrégularité correspondante à celle de A

n'existe pas dans la réduction de B si JA 4- tâi+à — ̂ / ^ ° • ^ a / l 5 fe c a s contraire

elle se trouve dans Bn+$ et elle satisfait aux égalités :

Si en outre *î/+3<£<A>v+.i , à partir de B,y+4 inclusivement les réduits pairs
de B et leurs adjoints ont une partie commune, intersection totale.

C) Si / < C ^ < - > G, se décompose suivant G, et C*_, . Les raisonnements
seraient tout à fait analogues à ceu\ faits dans le cas A. Les conclusions relatives
à l'existence dans la réduction de B d'une irrégularité correspondante à celle de A
sont identiques.

D) Enfin si 1<^Z<C\LX, il suflit de reprendre la méthode du paragraphe 3, en
allant en sens inverse : B contient toujours une irrégularité correspondante à celle
de A.

Remarquons enfin le cas z = u. qui fait toujours disparaître dans la réduction
de B l'irrégularité correspondante à celle de A .

On peut donc conclure.

THÉORÈME. — Si une irrégularité A satisfait n l'inégalité Je = h ~h /*c — h^ < o
elle aura toujours sa correspondante dans la réduction d'un système dérivé par un seul
couple de courbe, sauf si le degré de F une délie est t/.v.

Comme les caractéristiques centrales se correspondent, la quantité Jc est la même
pour les deux irrégularités correspondantes. On peut ainsi étendre le théorème pré-
cédent à un système déduit quelconque.

Tout ce que nous avons dit dans les paragraphes 3 et 4 se généralise aisément si
le système À possède plusieurs irrégularités dans sa réduction,

THÉORÈME. — La condition nécessaire et suffisante pour quune irrégularité de A
ait sa correspondante dans la réduction d'un système déduit B est quelle ne soit pas
apparente.

On peut observer d'ailleurs quelles seules ont une influence sur l'expression de
la singularité.

Remarquons que 1 ne peut que diminuer lorsqu'on passe d'un système à son
déduit, par un seul couple de courbes, ou tester constant.

Les irrégularités instables tendentt à mesure que le nombre des déductions augmente
à avoir des irrégularités correspondantes stables.

C'est la justification de leur nom.



SUR LES SYSTÈMES DE POINTS DU PLAN. 6§

Considérons le cas où l'irrégularité À n'a pas de correspondante dans la réduc-
tion de B. Les courbes Ct et C. qui sont arbitraires considérées comme passant
par A, sont particulières considérées comme issues de B. On le voit aisément en
construisant la figure 20 en sens inverse. On peut donc conclure.

THÉORÈME. — Le système A déduit d'un système B régulier par un couple de
courbes arbitraires ne présente pas dans sa réduction d'autres irrégularités que celles
dues aux degrés des courbes qui servent à faire la déduction.

Cette propriété, ajoutée à celle analogue du paragraphe 3, justifie la proposition
générale que nous avons invoquée au chapitre Ü.

II. — Systèmes symétriques et dissymétriques. Systèmes complets
et incomplets.

5. Soit A un système de points appartenant à l'ensemble de ceux que nous avons
étudiés jusqu'à présent. Faisons passer par A et a*, points du premier réduit
A4 = a1, 4- a8, deux courbes C^etC. qui se recoupent en 61. Soit B le système com-
posé de 61 et de 6* = d\. Les deux systèmes A et A -h a\ ont mêmes courbes mi-
nima. Si / est supérieur aux caractéristiques centrales de 6* et de B, on peut écrire :

*'. = H + *i4
4, (/ = z + / —M + /4),

où H désigne la même fonction de / dans les deux égalités.
Si / est assez grand pour que s*\ et sli soient nuls, les singularités de B et de 6*

seront égales. Les points />2 sont indépendants pour les courbes Ĉ  passant par 61,
ou encore, les points // présentent la même singularité pour les courbes générales Ct

et pour celles qui sont assujetties à passer par b*.
Cette particularité n'existe pas dans le cas général précédemment étudié.

Soit en effet un système B = b1 -t- b* tel que .ç'B = s\* pour des valeurs de / qui
n'annulent pas le.s deux membres de cette égalité. Il est nécessaire que B et 6* aient
la même caractéristique ht. Cela exige que B4 et le système b* -^ Bt aient des pre-
mières courbes minima de même degré. Si la première courbe minimade T\ est
déterminée, il faudra que 6* se trouve dessus. Si elle est variable, et cela exige A* = fc*t

il sera nécessaire que b* soit formé de points appartenant à B t . Si enfin Bt est lui-
même variable, et cela exige en outre fr" = A", lorsque s^ets* s'annulent, H s'an-
nule aussi et par suite sl

n et $\*.
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Nous dirons que les systèmes étudiés précédemment sont symétriques et que ceux
que nous venons de construire sont dissymétriques. Les 6* points seront dits former
un groupe indépendant pour les courbes Ct de degrés convenables. Le système B,
du début du paragraphe possède un groupe indépendant b* pour les valeurs de V
supérieures à h3. On peut construire des systèmes admettant un groupe indépendant
pour des valeurs de / supérieures à une caractéristique impaire. En effet supposons
que At admette le groupe at

t = b*, comme groupe indépendant pour lt supérieur
à h3 *. On voit aisément que B admet ce même groupe indépendant quand / est
supérieur à A*.

THÉORÈME. — Soit un système B dissymétrique, admettant le groupe indépendant b*
pour />^3t_|_,. Les réduits pairs de B jusqu'à B,t_, inclusivement sont dissymétriques
et admettent le groupe indépendant b* pour des valeurs convenables de l.

Puisque B présente le groupe indépendant b* pour />/*", B̂  contient bt groupe^
indépendant pour les valeurs de /4 supérieures à /*"?-, . On recommence ainsi le
raisonnement jusqu'à Bit—, inclusivement. Bât contient d'une façon symétrique b*.

On pent avoir des dissvmétries plus compliquées. Supposons le réduit \̂  décom-
posé en 3 groupes a1^1^^, ai

i étant groupe indépendant pour lt^> /iai— f . Faisons-
passer les courbes Ct et C, par ka*^4^ Elles se recoupent en 6* et posons-
B = 61 + a\ -f- a\ .

Écrivons comme précédemment :

*'*•+<,* = H +&+„*,
t t i.

5'. = H +s[\,

s'b, = H + .<& .
1

Comme par hypothèse s1* = Sa*+aa P o u r h

$'m = s^t+aj pour

a\ est groupe indépendant de B pour / > ^ * Î 4 - , ; on a d'ailleurs toujours :

sl
m = s'è pour

a*% + a*t est groupe Indépendant de B pour
On peut représenter ces résultats par le schéma suivant qui s'explique de lui*

même.
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D'une façon générale, on obtient des systèmes représentables par le schéma :

B = 6 4- [6, 4- [6. + ... + fc + [k+t\f .. . ] \

-oà / # < / t < . / t . . . < / , ; lH . . . /# étant des caractéristiques impaires de B.
La réduction de ces systèmes se fait aisément. Nous n'insisterons pas.

REMARQUE. — On peut concevoir d'autres systèmes dissymétriques. Ainsi le sys-
tème formé par la somme de plusieurs systèmes ayant les uns par rapport aux autres
des positions arbitraires. Nous ne les étudierons pas ici.

6. Soit A un système dissymétrique dont le schéma est :

A = a + [a4 4- [a, + . . . + a, + [a.+J*]** .. . ] '* .

Faisons passer par A deux courbes C, et G5 qui se recoupent suivant le système B.
Supposons /, = /*2H-i et appelons a, le système a, 4- a» 4- • • -h a,+i : A admet

a, pour groupe indépendant quand />^ 2 |+ , . Les réduits pairs de A jusqu'à Aat

inclusivement possèdent le groupe a,. Les courbes minima des réduits impairs de A
jusqu'à A3;_, inclusivement passent par ?,. Par suite les courbes C/t passant par At

de degré inférieur à h2\ contiennent nécessairement y,. Il en est donc de même des
courbes Cl passant par B de degré inférieur à la caractéristique paire de B
z + t — M + h%.

Si /,—, = hai^-2j+i et a,_, = at 4- az 4- . . -f- a, les courbes Ct passant par B de
degré inférieur à z 4- / — M 4- tó+ay contiennent nécessairement a,—,, etc.

On peut ainsi rattacher au système B une suite de systèmes complémentaires B%f

Bt est le complémentaire de B quand
a, est le complémentaire de B quand l<^h*t . . etc.
B sera dit système incomplet lorsqu'il admet des systèmes complémentaires pour

^ K- Dans le cas contraire, il sera dit complet.
Tous les systèmes étudiés dans les chapitres précédents sont complets.

7. Nous finirons cette étude géométrique par rétablissement d'une proposition
qui montrera la généralité des systèmes de points étudiés. Considérons un système A
et construisons sa réduction. Le seul fait qui puisse empêcher de pousser la réduction
de A jusqu'au système général est celui où deux réduits consécutifs admettent les
mêmes courbes minima. Nous allons montrer que cette éventualité est impossible.

Soient A et B deux systèmes dont l'ensemble forme l'intersection totale des deux
courbes CM et CTO {m^>n). Nous pouvons toujours supposer Cm indécomposable.
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C,, pourra être composée de courbes Cw Ctt . . . C,, . Supposons que Cm et Cw soient

minima pour À et B . Puisque Cm est deuxième courbe de A, on ne peut pas faire

passer par V une Cw_f indécomposable. D'après le paragraphe 3 du chapitre 1.

Gomme CIM est aussi deuxième courbe minima de B,

(»—I)(#I — a)
B > ( m — r ) / i -

Ou en ajoutant :

(n— a),

ce qui est incompatible avec l'hypothèse
Cn n'est sûrement pas première courbe minima de B, car de l'inégalité (ï) on?

déduit :

Si Cn est deuxième courbe minima de B, elle ne sera pas minima pour son premier
réduit Bt Soit en effet Cm' la première courbe minima de B. Elle est minima
pour B, puisque Bt et À sont corésidueis sur Cn: B et B( admettraient alors les
mêmes courbes minima si Cn était minima pour Bt

Nous avons ainsi étudié tou< les systèmes dont les divers réduits sont constitués
par des points simples distincts Ces restrictions sont trop grandes et les résultats
obtenus peuvent s'étendre à beaucoup d'autres systèmes. Nous n'insisterons pas sur
ces considéra lions dans ce travail.

III. — Équation générale des courbes d'un degré donné passant par un système
de points déterminé.

8. Soit V un système de points que nous avons construit dans les chapitres pré-
cédents. Nouh nous» proposons de trouver l'équation générale des courbes passant
par ce système Reprenons pour cela la figure ? du chapitre I, convenablement
modifiée.
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Les courbes Ĉ  passant par A2 de degré inférieur à hx/ contiennent nécessaire-

ment le réduit 4,. Si on représente par Cu le premier membre de l'équation de la

courbe Ctt, on peut écrire d'après le théorème de Nœther :

où a§ et 8S sont deux polynômes de degré l% — n% et lt — mt•

Soit Cx la courbe passant par x et correspondante sur Cw à €t . Lacourbecom-

posée Ci + Cm passe par l'intersection totale de Ct( et de C, -f- Cw . Par suite :

(i) C ^ C ^ A C ^ + a C ^ . C , ,

où a est une constante. Si Ctl _h1t_m et Cm M_m sont les courbes passant par a et

correspondantes à Cw et C^ , on a de même :

(») C, . . - . . C . . = V'C,_ + a'C,_C,

(3)

S i 1

„ , M , „
S 1 i

I <3l

En multipliant les deux membres de Fégalité (i) par - , de l'égalité (2) par •,

de l'égalité (3) par —-^- et en additionnant membre à membre on obtient :^

r Pc F tj*i*.—. ~ iT " '".-"r. J ~ L a ~ a' *' a' \ \ S *

A A' A"
Le degré du polynôme r a i g- 8t est égal à X + m§ — nt. Or ce nombre

est supérieur à mt puisque CM est courbe minima pour a. De sorte que Ton doit

conclure :

A A' V f c T r

Cette équation représente toutes les courbes C# passant par a lorsque
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On peut reprendre la même méthode pour passer"de oc à A. On a ainsi successi-

vement :

C , . ^ — BC. + bCm [«C.„ t_ t + '?CB^n^t + YCJ .

(4) « V ^ B ' C . + fc'C.C.,.^.

(5) C.C. -B"C„+A"C„,C^„,_„,.
a i * t

Puis en ajoutant membre à membre ces égalités après les avoir multiplées par

des constantes convenables :

ou

Le degré du polynôme -r a-— p— est égal à / 4- nt — n . Il est supérieur

à n4 car Cw est courbe minima de A. Il faut donc en conclure :

De sorte que, avec la notation des caractéristiques.

C'est l'équation générale des courbes C, passant par A quand / < A4.

' I !
THÉORÈME. — D'une manière générale, si A est un système régulier, admettant les

caractéristiques paires hoh\ . h%ukiU> Véquation générale des courbes C; de degré

inférieur à la caractéristique centrale ht, passant par A est

Si l<Lhv son équation peut se mettre sous la forme

j—«

tes polynômes uetv a"indice supérieur à ij — a sont nuk.

Ce théorème se démontre aisément de proche en proche.
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Nous avons vu que tout système de points, de l'ensemble étudié, peut se déduire
d'un système régulier. Considérons par exemple le :>\stème A déduit du système
régulier \ t par l'intermédiaire de deux courbes CH et Cm qui ne sont pas minima
pour A. En suivant la même méthode, et en prenant les mêmes notations, on arrive
d'abord à l'égalité

les 2J étant étendues aux caractéristiques paires conveuabtes de oc. Le degré du

\. vi /A \ ' \
polynôme >j ( —^«„ + 1~rLv,t ) est égal à A 4- mt — /*,. Or À < /*« = n - m

Si m 4 >/i — ni + hc
% on n<^nt -{- mi—hK

c
% le polynôme en \ sera toujours

identiquement nul. Or Cela signifie que nt est supérieur à la caractéristique centrale
de a . Cw est une courbe caractéristique paire mixte.

Gx peut ainsi s'exprimer linéairement en fonction de courber caractéristiques
paires de degré inférieur à X; d'une façon générale.

THÉORÈME. — Si A est un système de points admettant les caractéristiques paires
hQkQ . . . hiUh%lt (à l'exclusion des caractéristiques paires mixtes), l'équation générale
des courbes Ct d'ordre l inférieur à la caractéristique centrale h!i est

la suite des indices présentant des lacunes dues aux caractéristiques mixtes.
Si l<hv, les polynômes u et v d'indice supérieur à 2/— 2 peuvent être pris nuls.

REMARQUE. — Cette équation générale ne peut pas s'exprimer linéairement avec
des équations de courbes d'ordre différent des caractéristiques. On s'en rend compte
aisément. Ainsi il est nécessaire qu'elle contienne C, , puis quand / = k il faut
introduire une CA . Tant que / est inférieur à ht, l'expression obtenue est bien
l'équation générale. Mais quand / = /i„ il faut de nouveau introduire un terme Ĉ  , etc.

Application. — On peut retrouver la singularité du s\stème A en utilisant cette
équation générale. Pour simplifier les écritures, reprenons le cas précédemment
traité.
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Nous supposons ainsi que n, m, M — Mt -h n9, M — Mt + m8 sont les quatre pre-
mières caractéristiques paires de A, c'est-à-dire m^>n^mt -h nt — h*. Soit p* le
nombre de paramètre^* dont dépend le système de polynômes I J W , tels que :

(6) l „C, * \ .G,, - L ,CM_Hi f ,i2 - \ S C M - M | ^ s o.

La dimension du système de courbes Ct est alors :

a) _ ( A __ ̂  _ ^n _ ^ + ^ ^ — /; -f- 4.CM _ M, 4- «t — /)

En considérant les égalités analogues à 4 et 5, et en reportant dans 6 les valeurs
que l'ou en a tirées pom CM—1*4-1-112 et CM—Ui+m21 on obtient :

(7) CM[U0(\ + l t B ' + Yjr] f C J \ 0 ( x r / / l . C M „_m% -t- W . C , ^ „ J = o.

a) Si / — m 4-n t, degré du polynôme facteur de Cm, est inférieur à n9 l'iden-
tité 7 nécessite :

(8) V.CBj 4- ft'L.C^. _% 4- 6'ViC1M.t_1.i s o.

(9) U,C,i + ü 1 B 1 ' + V , B ' s o .

Réciproquement si l'identité 8 est vérifiée, il en est de même de (7). En éliminant
6'CmC„ „ _ m t et ft'C.C. „(j „,( entre 4, 5 et 8 on obtient :

V.CM|C. + V,C,Cm_Ht+ni + V . C ^ C , ^ ^ - ( B ' U , + B"V.) Cn = o,

ce qui montre que B'La -f B
f /\ t est divisible pai Cw . En remplaçant cette quantité

par — UOCW et en divisant par Cw on obtient l'identité 7.

b) Si l — m -4- ni est supérieur à n, l'identité 7 nécessite :

<8') V.C.f + ft'L.C.. „i_.i 4- //N ,C. ,„ _. ( = HCB.

Réciproquement si (S') est vérifiée, il en est de même de (7).
Comme l — m4-n§ est inférieur à la caractéiistique centrale de x, puisque l<Zhk,

l'identité (8') s'obtient en prenant poui H un polynôme arbitraire de degré / — M + rc .
Si p* est le nombie de paramètres dont dépend le système V'0U

f
fVt tels que :

V'.C 4 - f . C . „_„, +\\C. ,„_„, = 0 ,
i t t t I

on a
p4 = ?v 4-^(M — nf — t).
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Or on voit aisément que :

(X + i)(X 4- 2)

On obtient donc la formule :

C'est l'égalité que donne la considération de la série déterminée sur Cn par les
courbes correspondantes C, et C,.

Passons maintenant au cas où / est supérieur à la caractéristique centrale de A.

THÉORÈME I. — Toute courbe passant par un système général, de courbe minima

d'ordre n, a une èquatioi\ qui peut se mettre sous lajorme :

Les G*n étant des courbes minima convenables.
La réduction adjointe du système général se termine par une intersection totale

générale. L'équation générale des courbes'qui passent par cette intersection totale
s'exprime linéairement en fonction des équations des deux courbes qui la forment.
"On voit aisément, par la méthode employée précédemment, que l'éqnation générale
des courbes passant par l'adjoint piécédent s'exprime linéairement en fonction des
équations de trois courbes minima, et ainsi de suite jusqu'au système donné : Le
nombre 7 est égal au nombre d'adjoints, nécessaire pour arriver à l'intersection
totale générale, augmenté de a.

REMARQLE. — Nous \errons plus loin que si / est assez grand, il n'est pas néces-
saire d'employer les 7 courbes minima pour avoir l'équation générale des Cl passant
par le système.

THÉORÈME IL — Toute courbe passant par un système régulier, a une équation qui

peut se mettre sous la forme :

o o

les CV sont T courbes de degré /ic choisies convenablement.
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Le théorème a été démontré quand /</*c, ü suffit d'annuler les u><. Tout sys-
tème régulier se réduit à un système général. Considérons les T courbes minima du
premier adjoint général, et continuons à appliquer la méthode précédente pour
remonter jusqu'au système donné. Les T courbes rninima donneront T courbes de
degré égal à la caractéristique centrale h< du système. Les passages successifs d'un
adjoint à l'autie donneront les courbes caractéristiques paires de l'expression.

THÉORÈME III. — Toute courbe passant par un système de points, de caractéristiques
paires, mixtes ou non, hokQ . . . htuktu, a une équation qui peut se mettre sous la forme :

c, = S O..c w'

les polynômes u%lv%lwt peuvent être pris nuls si les courbes Ch Ck C*ft sont d'un
degré supérieur à /;

En effet tout système irrégulier peut être déduit d'un système régulier. En pas-
sant de ce dernier au premier nous aurons l'occasion d'introduire les courbes carac-
téristiques paires mixtes si l est supérieur à la caractéristique centrale. La proposi-
tion est d'ailleurs déjà démontrée si l est inférieur à hc.

REMARQUE I. — On voit aisément que les polynômes utlvîlw1 peuvent être pris
de degrés /—h%l, l — ku9 l — h .

REMARQUE 2. — On doit choisir convenablement les courbes caractéristiques.
Ainsi Ch ne doit pas être fonction linéaire des équations des courbes caractéristiques
d'indice inférieur. De même les Cl

A sont linéairement indépendants entre eux, et ne
doivent pas s'exprimer en fonctions linéaires des équations des courbes caractéris-
tiques paires.

9. Lorsque / est suffisamment grand, il est inutile de prendre un aussi grand
nombre de courbes pour exprimer linéairement en fonction de leurs équations,
l'équation générale des courbes C, passant par le système donné. Ce qui suit le
montrera clairemeat.

Soient trois courbes C^C^C^ qui passent par le système A. Dans quelles condi-
tions Véquation :

C, = A.C^ + \,C„5 + A,CV <«.>«.>&,),

sera-t-elle l'équation générale des courbes C( passant par A?
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Si o désigne le nombre d'arbitraires homogènes dont dépend le système des poly-
nômes At \^Aa tels que

4tGtt -h ASCM 4~ A3C„ = o .
t 3 3

On doit avoir dans ces conditions l'égalité :

, < N _ (* — *, 4- i ) ( / - - / * t - i - ^ , U — * , 4 - i ) ( / - - J i t 4 - a ) , (/ — /i8 - f i ) ( l — n> -h a)
— (A — SA) — 1 • r '

2 3 2

Calculons le nombre*© On a

Soit B le système suivant lequel Cn et Cw se recoupent. Aa doit être le premier
membre de l'équation d'uoe courbe passant par B

Considéions d'abord le cas où il n'y a pas de courbe de degré / — n3, passant
par B. p = o, dans ces conditions il est nécessaiie que ntntn3 soient égaux aux
caractéristiques paires h0koh^. B admet alors la premièie courbe minima Ch_^k_h ,
et par suite il faut avoir l'inégalité

On vérifie que cette expression est supérieure à kt. On peut donc conclure qu'il
est nécessaire d'employer les courbes caractéristiques paires CA C* Ch pour représenter
F équation générale des courbes d'un degré déterminé /, inférieur à kt,

S'il existe des courbes Cz_n passant par B, \é dépend de

(*—*,+ ! ) ( * - * , + a ) i-*,. (B — 5B )

paramètres. D'ailleurs si V3 est déterminé, Àf et At dépendent comme on le vôtt
aisément de d(nf -f n% — /) paramètres :

En se servant de l'identité :

on obtient l'égalité
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Si l^ nt 4- nt — a, l'égalité exige que sl
h et s1*"1* soient nuls.

l^K — 2, / > / t l
B 4 - / i J - 2 .

Comme à€
B = /it 4- /ia — /*/, ces trois inégalités se réduisent à :

/ > nt 4- /it + «3 — A/-— 2 •

Si / < fit -h nt — 2, le terme y(nt -h /i2 — t) n'appartenant sûrement pas à l'ex-
pression de sl

A puisque nt -\- n1>A1
A, il est nécessaire que :

II faut donc :

L'égalité exige que n3 soit le degré A0
A de la première courbe minima de A. Si

est la plus petite caractéristique paire de A différente de h0
Â, et à l'occasion de ^

"Les deux inégalités se réduisent à

THÉORÈME. — Véquation générale des courbes de degré l passant par un système A
être mise sous la forme ;

C,= V.Ĉ  + A.C^ + A.C^ si / > n t + n , + nt — * / - « •

et sous la forme :

/a p/«5 pe/f^ caractéristique paire différente de h9ntnt.
Le minimum de nà -t- n% -f h^ — / est /^ + A-# -f ht — /r8.

Si l^h9 -t A-# + As — A-t — 2, on peut écrire l'équation générale des Ĉ  sous la,

forme :

c, = «,<\ + i..cs + « , c v

Rappelons que c'est aussi l'équation générale quand l<Zk
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On peut étendre ces résultats au cas où l'on emploie plus de trois courbes pour
former l'écjuation générale, mais on obtient des propositions moins précises.

Soit un système \ dont l'adjoint est a. C, et C, sont les courbes correspondantes
sur CM passant respectivement par A e l a . Si / est Mipéiieur à h* * kx

o f- h* — /»•* — a,
l'équation générale de^ G, contenant a est :

Or, comme précédemment, nous pouvons écrire successivement

C , . C . . = VC. + C..C*.

C;i*CA«== VG^ + C^C,,,,

En multipliant les membres de ces égalités par —«0—vQ—i#s et en ajoutant
on obtient

CA« [C, - o .C. - U.C.* - «.C^J = C, [A - v,A' - «.A"],

et puisque / > / i , on peut écrire en prenant la notation des caractéristiques :

(•) C, = A.Ct* + B.C.; + A.C.» + B.C. . .

C'est la formule générale des courbes G, lorsque 1

i>kK + C + K + C - KK -K-**

Mais on ne peut pas assurer dans tous les cas que c'est là vraiment la limite

inférieure de / . En effet soit une équation de la forme (t), cherchons si c'est l'équa-

tion des courbes Ct passant par V. En tenant compte de^ égalités précédentes on

obtient l'identité :

C. [ V - À.Cà; - \ .À' - Bt \
f ] + C;M [CA - BaC, ; - A.C,« - BtCà«] = o .

Le degré du polynôme facteur de Cm est égal à ! 4- K — n :

Si l -4- hl — n < m ou / < h' l'identité précédente impose :

(a) C. - B9C,« - \SC4 ; - B tCà; = o .
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Pour que l'équation (i) soit générale, il faut et il suffît que (2) le soit. Dans ce cas
la limite précédemment trouvée est bien la limite inférieure Cela exige la condition

A/ + * / + A/ + * / ~ A/ < aA/ •

Si / 4- /1* — n^m ou t^>h* l'identité exige que

C. - B0CA« -r *,C t; 4- B.C.; + q.CH.

Il faut savoir bi cette équation représente toutes les courbes Cx. Nous revenons
au problème d'où nous sommes partis

On pent de nouveau leprendre la métbode en considéiant l'équation générale
des C, comme fonction linéaire de quatie combes et en déduire à nouveau une
limite inférieure de la valeui de / poui laquelle l'équation généiale peut être consi-
dérée comme fonction linéaire des équations de cinq courbes Cette limite sera la
véritable si elle est inféneuie à hf

K, ce qui s'exprime par la condition :

V + 'C + */ 4- */ +:/>; - k; - H; - /,-; < h;

si l'on veut que l'équation générale soit :

G, = V.C,A + Bo(vo + AtCAÎ + B.Ct4 + A.Cfti.

Il faut en outre que le système a satisfasse à la condition trouvée précédemment

ce qui s'exprime tacitement à l'aide des caractéristiques de À.
On généralise aisément. On obtient des limites inférieures exactes pour les sys-

tèmes satisfaisant à certaines conditions, et des limites inférieures approchées pour
les systèmes arbitraires.



CHAPITRE IV

Application à l'étude des courbes gauches.

1. Énonçons quelques définitions et propriétés qui vont nous servir dans ce
chapitre. Nous désignerons par FM ou * w une surface d'ordre m. Nous réserverons
spécialement la lettre 4> au cas où cette surface est variable. Nous aurons souvent
l'occasion de considérer le système linéaire de coui bes déterminées sur FWI par toutes
les surfaces (Pt de l'espace. Une de ces courbes sera représentée par ?n le système
linéaire par |a>J . Nous prendrons d'ailleurs les notations classiques de cette théorie,
([ne Ton pourra trouver dans les premiers chapitres du tome 11 des Fonctions algé-
briques de deux variable*», de MM. Picard et Simait.

Une courbe C de la suiface Fm étant donnée, elle détermine un système linéaire
|C| complet, pourvu que l'on se donne au préalable le système de points-base que
l'on veut imposerai! système |C|. 11 est possible que |C| admette d'autres points-
base. On les considère dans cette théorie comme virtuellement inexistants. Le genre
virtuel du système [C| esl le genre d'une courbe générale C , en ne tenant pas compte,
à l'occasion, des points-base multiples inexistants virtuellement On appelle aussi
degré virtuel de |G|, le nombre des points d'intersection de deux courbes générales C,
en dehors des points-base préalablement fixés. En particulier, le genre virtuel du
système \vt\ est égal au genre propre d'une couibe générale il puisque le système
n'admet pas de points-base. Son degré virtuel est mt.

Dans ces conditions nous donnerous à rlt dimension de |îp,| l'expression sui-

vante :

-— II, 4- i — 5'f,

où Po désigne le genre arithmétique de la surface Fm , 11̂  le genre virtuel ou propre
de \ft\, Z'( un terme complémentaire dont il est inutile, ici, d'approfondir le sens.

Le théorème de Nœther t') dont nous nous sommes servi dans le plan se généra-
lise dans l'espace et s'applique aux surfaces. On peut comme dans le plan en déduire
la conséquence suivante :

THÉORÈME. — Si on fait passer par F intersection totale générale de deux surfaces Wm

et Fw, une <î>, elle recoupe ¥m suivant t intersection totale de ¥m et d9une F#_„.

(') PtcAKT et Situur. tome Ü, p. 17.
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2 . Dimension de la série déterminée par les surfaces de degré l sur Vintersection

totale F r t .Fm

Soit Cm „ ( m ^ n) une telle courbe de genre p . Faisons passer par Cmn les sur-

faces <ï>/? et cheichons deux expressions différentes de la dimension du système

\ft — Cm ni deteiminé pai les <I>Z sur Fnt.

Si mnl — p — o, est la dimension de la séiie déterminée par les <Pl de l'espace

sur la courbe Cm n , une premiète expression do la dimension de |v, — Cmn\ est :

pa 4- m/2 — I I , 4 T— 5', —[/im/ —p —8,4 *] •

D'autre part ce système peut être découpé sur Fm par les <lv«. On peut donc

écrire :

P o 4 - m f - n , 4 ~ i — 3 ' , —[«Mi/ — p - h 4- i] = P t t 4~/n( /~ *)- — 1 1 , ^ + i - £',_*•

Or on connaît le résultat suivant(*) :

En îeportant cette valeur de II, dans l'égalité précédente, on obtient :

(o *,=*'«-«'_•

THÉORÈME. — Le terme complémentaire ot de la série déterminée sur Cmn par $t

est égal à la différence des termes complémentaires o'lo
f
l_n des systèmes déterminés

sur F m par les <i>( et <ï>t_n.

Cette proposit ion va nous permet t re de trouver la valeur de o^. On peut en effet

écrire :

h = (*r, - o'M) 4- (s v , - »'*-*) + . + c»^ 4 - y ^ ) .

Et en appelant cfM le terme complémentaire de la série déterminée sur une section
plane de F„ par les <bu.

Or nous connaissons la valeur de du [Chapitre I, paragraphe 3].

Si / - n + i > m - 2 ou / > m -{-n — 3, tous les cf sont égaux à Ili.m—pu»,
n i m étant le genre maximum d'une courbe plane de degré m, p, m le genre de la
section plane générale de Fw

—p I W ] .

(*) PlCARTet SlMART, tOHie II, p. IO7.
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Or Cm n est une courbe du système \n . C, m | , C,.« étant une section plane de Fm.
Son genre virtuel ('), qui est égal à son genre propre comme on la déjà remarqué,
est égal à :

, N nin — i )
(2) pmn = n.pt m -j m — (n — 1).

D'ailleurs le genre maximum IITO „ d'une Gm „ est donné aussi par l'expression :

IIm n = n.I I i m A -m - (n— 1).

On peut donc écrire :

ol = Hm n — Pm n •

THÉORÈME. — Si l^m + n — 3, le terme complémentaire de la série déterminée

sur Cm n par les <!>, est égal à l'excès du genre maximum dune telle courbe sur son

genre propre.

Supposons o<Cl — n-f-ï<C/« — ** ou n ̂ / < m 4- AI — 3.

1

hl = n[Uim— Pi.m]— ^ -f (m — i)

= IImn —Pmn— V. <ï{m — i) 4"

Or on a l'identité :

)(u — l — a)(u —/ — 3) ( a ~ / — a ) ( « — < — 3)(n — / — 4) _ (a — ̂ — a)(a —
6 6

Un calcul facile donne :

8, = ïlm « — Pm n — ? t(m + H — 0 + ?tCm ~ 0 •

En posant :

-0 = ^- < -O( B - < - a ) (»- < - 3 > si /<«-3 et f.(«-/) = o si
6

Cette méthode ne peut pas nous donner S, lorsque f est inférieure n. Considé-
rons d'abord la section plane générale de Cm». Pour qu'une * t t passe par ce sys~

(f) PICART et SIHART, tome H, page 107.



86 M.

lème de points, îï faut'qu'elle contienne la section plane correspondante de Fn.
<ï>H recoupe FH suivant une courbe Cnn_, intersection totale de Fn et Fn__4. En par-
ticulier le nouveau système de points où <Pti recoupe Gm n est l'intersection totale de Cm.*
et de <I>;i__t. On peut par suite écrire l'égalité :

tnn — p — oH —
( *+ 2)

i \ =— i \ = mn(n

OU

m/i —

Supposons maintenant qu'on veuille faire passer par une section plane de Cm.*
une <Pt de degré l, inférieur à n — i . Il est nécessaire que cette surface contienne
le plan. En raisonnant comme plus haut, on a aussi l'égalité :

^ - p - o , - ( / + > ) ( / + 3)
=,nna-,)-P-o,_t

1

OU

o = o # 4 ma.
2

Ces deux remarques permettent de calculer ol quand / est inférieur à n. On
peut ainsi donner le résultat général suivant :

Rappelons d'ailleurs que :

21 \mn — 2 = mn(m -f n — 4).

3 . Singularité du système de points? intersection totale de trois surfaces.

Rappelons la proposition suivante(*) :

Les surfaces qui passent par Vintersection totale des trois surfaces FH Fn Fn ont

des équations qui peuvent se mettre sous la forme :

où FH est le premier membre de l'équation de Fn et À, un polynôme de degré / — nt.

Considérons la courbe C M , intersection totale de F et F . Coupons oar la

surface Fn . Faisons passer par ce système de points A une Ft. Elle recoupe Gn n

aux mêmes points que la surface dont l'équation est A, = o.

(') Hendieonti... dei Lincei, VMII,. Se\ori.
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THÉORÈME. — Si une surface ¥t coupe C n en ses points d'intersection avec ¥n ,

elle recoupe cette courbe en ses points d'intersection avec une F,_w

Cette proposition va nous permettre de trouver la singularité du système de
points A, intersection totale des trois surfaces ¥H Fw ¥f> (ni^ni^nt). Exprimons
de deux manières différentes la dimension delà série déterminée sur Cni ^ parles 4>t

passant par A . Si l^ni on a l'égalité :

ou
a 'w3

f,K -

4. Considérons maintenant les courbes gauches que Ton ne peut pas considérer
comme intersection totale de deux surfaces. La surface de plus petit degré Fn qui
peut contenir une telle courbe C, sera appelée première surface minima. Elle peut,
suivant les circonstances, être unique ou dépendre de paramètres. La surface de plus
petit degré ¥m qui peut passer par C sans se décomposer en la précédente et une
surface arbitraire de degré convenable, sera dite deuxième surface minima. Elle n'est
jamais unique.

Considérons une section plane arbitraire À de C. Le système A admet deux
courbes minima. Nous supposerons essentiellement, à moins d'avis contraire, que A
admet aussi des courbes minima de degré n et m . Cette condition restrictive exclut
par exemple la quartique de Steiner. On sait en effet que cette courbe admet pour
surfaces minima, une surface du 1" degré et une du 3e, tandis que sa section plane
a pour courbes minima les coniques.

Les deux surfaces FM et Fm se recoupent suivant la courbe C,, appelée première
réduite de C . La première réduite de C4 est la deuxième réduite de C . L'ensemble
des réduites de C constitue sa réduction. Nous faisons sur les réduites C f .C t . . . la
même restriction que sur C, de sorte que si on coupe la figure par un plan, les dif-
férentes sections A A ... seront les réduits successifs de A*

Pour faciliter les raisonnements nous utiliserons encore des figures schématiques.
Nous représenterons une courbe par un point, une surface passant par cette courbe,
par une courbe passant par le point image de la courbe. Deux surfaces qui se cou-
pent suivant deux courbes distinctes seront ainsi représentées par deux arcs de courbe
convexes qui se rencontrent en deux points. Enfin la lettre qui représente la courbe
donnera aussi son degré.

Soit une surface Fn sur laquelle se trouve la courbe A. Faisons passer par A
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deux surfaces Fx et Ff qui recoupent la surface FH suivant les courbes B et G, Ces

courbes B et C sont dites corésidiielles sur la surface F,,. Si on fait passer par B

une surface Fx ' , on voit aisément, grâce au théorème de Nœther, qu'il existe une

surface Fv> passant par C et découpant Mir F,, en dehors de C la même courbe que

Fx ' en dehors de B. On a d'ailleurs la relation :

(3) ƒ — y = x'~~x.

Fxr et Fy' sont dites deux sur/aces correspondantes; F^ et Fy se correspondent

sur F n .

Nous appellerons courbe générale une courbe dont la section planeest un système

général. Nous verrons uu peu plus loin comment on peut construire de telles courbes.

Soit une courbe C, de degré C, générale, de surface minima FM, de première

réduite Ct, courbe générale aussi à cause de la restriction énoncée plus haut. Faisons

passer par C, deux surfaces F, et F. [z^t) qui se recoupent suivant la courbe F

de degré F . Les surfaces ¥t et Fw se rencontrent à nom eau suivant la courbe y, de

degré y. Appliquons à cette figure une méthode calquée MIT celle que nous avons

employée dans le plan.

Les courbes y et Ct sont corésiduelles sur FM. Soient <K et ihl deux surfaces

cor repondantes sur F;< et passant respectivement par 7 et C,. Elles déterminent

sur F;l le même système de courbes dont nous allons exprimer de deux façons diffé-

rentes la dimension. Si CJt—pc — 0 / est la dimension de la série déterminée

sur Ct par les <ï>, , une première expression de la dimension du système précédent

est :

P \ + < -pt± + 1 -*\-[CJt - P r . f - 8 ^ 4- i ] ,

où PH
a est le genre arithmétique de Ftt, pt Le genre de vt sur FH .

Si A est le nombre de conditions imposées à <K pour contenir y, une deuxième-
expression de la dimension est :

On peut donc écrire fégalUé :

(4) P". + nF, -p, + . -V,t - [ C , / , - ^ - s ? ' + ,} = p«a + nl<-p„ + i - 5 \ -

La formule a permet d'écrire, en appelant p, le genre de la section plane de

(5) p.-plt = Q.-l,)Pt +
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D'autre part, d'après l'égalité (1) :

*\ — o'u — d, 4- </*-. 4 - . . . + rff|

où les dt sont les termes complémentaires des séries déterminées sur une section
plane de ¥n par les 4 \ . Si AI, est le degré de la surface minima de C#, iâ 4- 1 est
supérieur à ni -f- 1 et comme nl^n — a, tous los </ sont égaux à leur valeur

maximum

(6)

L'égalité 4 en tenant compte de 5 et 6 devient :

(7) ILo % _>. / | ) ( / i - . / l _/ | -«)) = :C l / l -7 \—S?* + 1—^-

Aux surfaces <î>) passant par y coriespondent sur Ft les <&t passant par F . On
peut encore éciire de deux façous différentes la dimension du système de courbes
découpées par ces surfaces sur F f . On obtient symétriquement :

(8) i . ( x _ / ) ( / _ 4 —/ — A ) = r /—p 1 —0/ + 1 — A .

Betranchons membre à membre 8 de 7^

( x - i j ( « - 4 - / , - x ) + ^(i-A)(i — ^ - / ^ x ) ==[c,i,-/»st — « ? ] - [ r i - p ^

La différence s/ — ôri* /̂ d dépend pas de L En effet on a :

c,/, — r/ = ea — /,) + ns/t—zti.

L'égalité 9 s'écrit alors en tenant compte des relations qui expriment la corres-
pondance entre 4>, «ï>* et <&t.

1

X — lt = t — n, / — X = z — n.

—a/t 2^— ===C(l—0 — (^

On vérifie aisément que le premier membre est indépendant de t. Par consé-
quent lt ne dépend de / que par l'intermédiaire de Z^ . Posons :
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Cherchons l'expression de 0/ . Elle ne dépend pas de /, de sorte qu'on peut faire
le calcul en posant l{ = n%, I = u =s z 4-1 — a/i -h nt. L'égalité 9 devient :

Or le deuxième membre peut se mettre sous la forme :

3

(Pour le sérifier, le plus simple esl d'exprimer « A el lt en fonction des quantités
indépendantes z t n et nt).

Si nous voulons que V >oïl une courhe générale, il faut astreindre t H z h satis-
faire aux inégalités n-^t^z^'jn — nxi / ^ ^ < a « — nt; par conséquent les termes
en u — / et n — z sont nuls. Comme d'ailleuts ni ^ n — •*, oiv peut écrire :

Remarquons que u est le degré de la surface minima de F . Cette expression est
donc de la même forme que celle de oj,1.

Effectuons la réduction de la courhe C, Comme le système Â se réduit à une
intersection totale générale, la courbe C *e réduit à une courbe générale, intersection
totale de deux surfaces. Ce ne peut être, d'après ce que nous avons \u dans le cha-
pitre 1, qu'une droite, une conique ou une biquadratique. Dansleb trois cas l'exprès*
sion précédente donne le maximum de la valeur que peut atteindre o,. Cette remarque
est é\idente dans le cas de la droite ou de la conique. Pour la biquadratique, le
résultat du paragraphe :* donne :

C'est précisément la valeur trouvée par l'autre formule. On peut donc conclure.

THÉORÈME. — Le maximum du terme complémentaire de la série déterminée par
les <ï»f sur une courbe générale C, de degré C, de genre p, de surf ace minima fH esl:

D'après ce qui précède on voit que o, est constant quand l^-n.

REMARQUE. — La construction d'une courbe générale est aisée. La courbe V,
comme C, satisfait à la condition restrictive puisque la formule qui donne l en
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fonction de 7t est la même que celle analogue dans une section plane. ïî suffit par
suite, de faire passer par uoe courbe génerale (droite, conique, biquadralique) deux
surface* de degrés convenables qui se recoupent Minant une autre courbe générale.
On peut recommencer l'opération autant de fois que Ton veut.

THÉORÈME. — En général, le maximum du terme complémentaire ot est égal à l'excès
da genre maximum 1I] dune courbe ayant même réduction que Y sur le genre de F.

•s, = n r - / > , -

Rappelons que la dimension de la série déterminée sur 1" par les •!>. t_4 conte-
nant la courbe G et les points multiples de F est égale à /> r—i(') . La dimension
de la série découpée sur F par les <K t A passant par G est égale à :

(t + z-\)V-Pv-l> -<,_,

où h est le nombre de points communs à C et F et dz+t—\ un terme complémentaire.
D'ailleurs comme G et F forment l'intersection totale des surfaces F/ et F., on peut
écrire d'après le paragraphe 9.

Si kr représente le nombre de conditions imposées aux <K t_4 passant par C
pour contenir convenablement les points multiples de F, on obtient l'égalité :

r L T1 ~mt 6 _J r

Dans le cas général nt = n — 2 et u = z -f- / — n — 2. L'égalité (10) s'écrit
alors, en remarquant en outre que :

Le genre maximum d'une courbe de même réduction que F est donc

en posant

C*r_t — g •

(•) NGETHEB. Matenmtischfn Annalen, t. ̂  fff» p. 5io.
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Or on vérifie aisément Fidentité suivante :

Dans le cas particulier actuel Ca
w^ t et C3

W__. _t soot nuls et on peut écrire ;

€t par conséquent :

ï /= I I r -p p . c. q. f. d.

REMARQUA. — Si nt — n <— r, ce qui a lieu si C = , on voit de la même

façou que :

ou

«t par conséquent :

V est une courbe générale. En se reportant au premier chapitre on voit que F •
est la courbe de degré maximum ou minimum qui admette Vu comme courbe
minima. On a d'ailleurs (l) :

- r r r u(t t—i)

(') Supposons pour simplifier p = II . Dans le raisonnement précédent nous avons
fait l'hypothèse implicite que la courbe composée F + G pouvait être considérée comme la
limite d'une courbe Cgi, intersection totale de F, et F8, sans points multiples. Gela nous
a permis d'écrire :

où h est bien exactement le nombre des points communs à F et C „
Nous avons ainsi retrouvé dans le cas général, une proposition bien connue, établie elle-

même en faisant cette hypothèse Les surfaces d'an degré l suffisamment grand découpent
sur F une série complète.

Mais dans le cas très particulier où F est la courbe dp degré maximum ou minimum
qui admet ¥H comme suiface minima, cette h\pothèse nous conduit à un îésultat mani-
festement faux. Le *>/ que nous obtenons est négatif, ce qui est impossible puisque pour
les grandes valeurs de / ïa série correspondante n'est pas spéciale Cette hxpothèse n'est
donc pas vérifiée et C — F n'e^t plus la limite d'une Cz t sans points multiples. Dans ces
conditions h— h' dos points» communs à C et F sont les positions limites de ces points
multiples et

P., = Pr 't- pc -t- h' — i .

Comme nous n^ savons pas st dans ces conditions les séries découpées sur F par les
surfaces d'un degré suffisamment grand sont complètes, nous pouvons seulement affirmer
que Sf tend *ers une constante posithe ou nulle et que pai suite
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5. Faisons passer maintenant pai C deux surfaces de degré z et t tels que
z^t^> 2H — nx. La section plane de Y est un système de spécialité un. Nous
dirons aussi que I' est de spécialité un En noib leportant au calcul précédent, on
obtient si t^-hf

*; = rih%-1) t- i - c \ . + c v _ v , + c%s_,o %-Pr

en appelant h@koht les caiactéristiques de la section plane B de F . INous dirons
simplement que ce sont les caractéristiques de Y. Le îaisonnement précédent
montre aussi que dans le cas général le genre maximum (Tune courbe de spécialité i
est :

Mais si C =

nr = r(*,-.) + . - c - v , +

Dans le premier cas, on a toujours :

5/ = Ur-pv

et dans le cas partïculiei (*) :

REMARQUE. — M. Gastelnuo\o a démontré que si une courbe C est sur une sur-
face du 2e degré, son genre maximum est égal à

"ƒ(€ — a ~ /) ou — — | ^ C / < •
2 2

Il est aisé de voir que nous obtenons le même résultat. Dans ce cas particulier
on a h9 = a, ht = k\ et

II r = F( / i t ^ ,) + i - C 3
V , + C\f = r ( * , - 0 + « - * V

Si r est pair ht = — et 1^ = -^—-—~. Or % = et la formule de

M. Gasteinuovo donne le même résultat. De même si Y est impair on trouve

H ^

(*) Voir la note de la page 116.
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6. Considérons le problème plus général suivant : Soit € une courbe de surfkces
minima Fn et Fm. Ct est sa première réduite. Faisons passer par G deux surfaces
Ft et F. telles que z ̂  t ̂ > m -f- n — ni. El les se recoupent suivant la courbe T dont
elles sont surfaces minima. Reprenons la méthode du paragraphe t\. Signalons seu-
lement les modifications. Un a encore l'égalité

o', — o'^ = t4 -h <*-*-, + . . . -4- c/̂

Mais ici les d ne sont pas tous égaux à leur valeur maximum, de sorte que l'éga-
lité 6 devient :

On obtient ainsi à la place de l'égalité 7.

De même l'égalité 8 devient :

Et en retranchant membre à membre

Remarquons en outre les égalités suivantes qui expriment la correspondance des
surfaces <bt, «I^ ,^ .

X — /, = f— m, / — X = 2 — n.

On a d'ailleurs :

Ct lt — VI = C(* — /â) 4- mnlt — ztl.

On peut vérifier comme précédemment que l'expression suivante esi indépen-
dante de I.

±(l __ /t) (n _ 4 _ i% _ i) + L(jt _ \) (t — 4 — / — À) — mnl% + ztl.

Zt est par suite fonction de / par l'intermédiaire de ô 1 etde ^3(^â — /), ft(kt — ().
Supposons que si w4 est la caractéristique centrale de Cf on ait :

o?t
4 = («t _ 1) C, -h 1 - C\, + , - p c , + H , r
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Pour calculer ^ on peut remplacer / par la caractéristique centrale OJ de F sauf
dans les termes f%(ht ~ l) et z,i(kl — /) On obtient ainsi :

0/ — Pr + F(IÜ — i) — 1 = ~ ( > — o>#) {/l — h — cof — >) + — (c,i _ ) ) (I _ 4 — ai — À) — lîlfl + Zl —

— * . ( * . - ' ; - ? , ( * , - 0 .

Or la partie surlignée s'écrit comme on peut le vérifier en remplaçant <o et X en
fonction des quantités indépendantes ztmni»At

Par suite en remplaçant < et z par ^0 et /?0 en se servatït de la notation des carac-
téristiques

^ o + , - h C 3 - A o + , — Ca._jki+a — C s - * 1 + , — Pj 4-Hc

Supposons que Cf soit une courbe générale. Quand /4 est supérieur à ntt H C l ^ o .
La formule précédente, où l'on fait HCl = 0, donne l'expression du o/ d'une

courbe F régulière de spécialité 2, quand / est supérieur à la caractéristique cen-
trale de F (Nous disons que F est régulière parce que sa section plane est un système
régulier).

Si Ct est une courbe régulière de spécialité 1, le paragraphe 5 montre que

si 1 , ^ - o v H t l = ( / x—h*o-T* 4- C x _*i o + J

où h\ et k\ sont des caractéristiques de C4. Or :

Le terme complémentaire S^ d'une courbe F régulière de spécialité 3» quand
est donné par :

= r(« — o + 1 — c\+,

D'une façon générale, on peut énoncer la proposition suivante :

THÉORÈME. — Le terme complémentaire de la série déterminée par les #â sur mm
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courbe V régulière, de spécialité s, quand l est supérieur à la caractéristique centrale <*>
est donné par l'expression :

- 0 + ?,(**+. - 01.

où u et v sont les plus grands entiers inférieurs respectivement à — et —.— .

Quand l croît, Si croît. Son maximum est atteint pour les valeurs de / supé-
rieures à /it — 4.

Reprenons le raisonnement qui nous a donné précédemment le genre maximum
d'une courbe V régulière. Soient <o et «>' les caractéristiques centrales de F et G.
On voit aisément que si Cj et Ç,-+t sont les deux premières courbes générales de la
réduction de C :

• * ~ «* J * J 1 *

Dans le cas générai n, 4 f = iij — 2 et

Posons pour simplifier puisque z + / > ^

O^ \tO I ) \J -f I IJ «./-fa -h fie

où Hc ne contient pas : + /.
On obtient, en faisant les mêmes calculs que précédemment :

l L f — (<*> — 1 ; tui — L. 74-1—«̂  -r « c = P r 4- # .

Le genre maximum d'une courbe de même réduction que F est donc :

r = ( M — 1 ) 1 - f I — L, M,_r.i - f t . , -Ao-f 2 4- t* ,.,—Ao+2 -h H c .

La transformation de Hc se fait aisément, à l'aide des identités connues :

« a i + i Z -f- l n%i. /i*ai4-i = = Z -f- l — K*ti + i »

Et on obtient :
U V
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Et ou peut aussi conclure,

8l
mttK = n r - P p .

THÉOHÈME. — Le maximum du terme complémentaire olt dans le cas général, est
égal à l'excès du genre maximum IIp dune courbe de même réduction que V sur le
genre de V.

REMARQUE. — Si Ç, = ^ ^ l-l, n}4I = «,—- i et on obtient :

La valeur de II devient :

II r = (« — i) V + C -f i — CV.+, + C3 ,-^4.,#+ C8.»_fro+2 4- Hr •

La transformation de HL est un peu plus compliquée. On a par exemple :

De sorte que

Et Texpression qui donne le maximum de §ê devient (f) :

= ii, -px + y,i<?.~ka+. + c \ _ * a i + I ] - 2ic'..-*,1+l+. + c * ^ i l + i + I ] - I A . * . - r j
o o

7. Considérons enfin le cas le plus général que peuvent présenter les courbes
satisfaisant à la condition restrictive énoncée précédemment Une telle courbe peut
se déduire d'une couibe légulière par rinteimédîaîrc d'un certain nombre de cou-
ples do surfaces F, et F , puisque cette propriété exihte pour sa section plane.

Supposons d'abord qu'elle se déduise d'une telle courbe C pai un seul couple de-
surfaces F, et F La méthode déjà employée peut de nom eau être appliquée. La

{*) Voir la note de la page 116.
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seule modification introduite est due au calcul dfe 8\ — Z't . On a en effet dans ce
cas :

La modification analogue a lieu sur la surface Fe, de sorte que si /^-OJ, on
obtient :

.(*•<+. — ') + ?,(*«'+• - 0] + ?,(i - 1 ; + ?,(« - 0 •

REMARQUE. — z et t sont des caractéristiques paires, mixtes ou non, de F . Dans
les deux cas z et l interviennent, sous la notation des caractéristiques, dans la

«

somme ^ [C3,.,-̂  ̂ .À + C"*,—*it+a]. Les termes ?3(V— /) et cp3(z — t) sont identique-

ment nuls si z et t sont de^ caractéristiques paires.

On trouve de même la valeur maxima du genre d'une courbe avant la même
réduction que F . L'expression est la même que précédemment, mais les hitktl sont
des caractéristiques paires, mixtes on non.

F,n utilisant un raisonnement de proche en proche, on peut étudier le cas général
où F se déduit d'une courbe régulière par l'intermédiaire d'un nombre arbitraire
de couples de surfaces. On obtient ainsi la proposition suivante :

THÉORÈME. — Dans le cas général, le terme complémentaire de la série déterminée
par les «1̂  sur une courbe F de spécialité ?, quand l est supérieur à la caractéris-
tique centrale <•>, est donnée par l'expression :

v p

s/" = i ir - pr - x [?,< ̂ «+i—o + ?,(**!+» - '>j + 2 ?,(*,*—o,

H r = („ - i) I'

les h et les k sont les caractéristiques paires et impaires, mixtes ou non de F, u et t?

les deux nombres niavima inférieurs à — et
2 2

11 serait aisé de donner l'expression de ùn dans le cas particulier que nous avons
signalé à la fin du paragraphe 6 et de faire la même remarque.
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8. Proposons-nous de calculer le terme complémentaire of
r, lorsque / est infé-

rieur à la caractéristique centrale de V .
Il nous faut d'abord tiouxer la dimension s, du système des courbes \ot\ décou-

pées sur la surface Fw parles «I», de l'espace. Elle est égale à celle delà série caracté-
ristique(l) de ce système augmentée de un. Cette dernière n'est autre que celle déter-
minée par les *f>( sur la courbe %,t intersection totale de Fm et de F r On a par suite

h = m? ~ Pi - *« + i .

Or le paragraphe 2 donne :

o, =s Um 1 —Pl 4- *,(/n — /) — CV_«.

Et par conséquent :

f, = ;nr 4- 1 — Um 1 — *Jm — l) + C ^ ^ .

On vérifie aisément que cette expression est égale à

où

(m — /— i)(m — / — a) (m — / —3)
<K(w i) = si / > m et ij,s(m — 0 = ° 8Î

Reprenons la figure habituelle, en supposant que C, est une courbe régulière de

spécialité i, rie caractéristique centrale o>i. Si i l ^ / t < / w l le.s <I>, passant par Ct

doivent se décomposer sui\ant la première surface minima F)t et une *ï>t _n . La

dimension du ^NStème déterminé par ces» «I>; est donc C\__ti 3 — i . Si / n ( ^ / t < w , ,

4>, est assujettie à passer pai l'intersection totale de Fw et de FTO . Le terme com-

plémentaire de la série déterminée sur cette courbe par les <!>, de l'espace est :

S,i = IImi, l t ~~pmtni -?,(w», - f - w f - 0 + ?,(!», — /) 4- ^ (« f —O-

En utilisant l'identité :

on peul aussi écrire :

oi# = m, #*f / 4- i — C^+s — f » (#i§

(•) PICÜIIÖ et Srw\iu>, t. Iff p. 97.
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Comme li<lni la dimension du systèmedécoopésur F, parles ^ précédentes
est égale à

C',1+3 — i — [m^J — pmini - 8f| 4- i] = — +,(nt — 0 - f ,(mt — Q — i -

Cette formule est valable aussi lorsque « ^
Les deux égalités ordinaires qui expriment de deux façons difYéientes la dimen-

sion du s\sterne découpé sur Vn et F, par les surfaces correspondantes ^P\il*l ,
<IyK sont .

- -h(n, - /,) - +,(1», - / , ) - ! = CA+3 + •*,(« - *) - i — A .

c , + J - i — A = c,+3 + < K « — o - ' i - [vi—pr 8«r + i] •

En ajoutant membre à membre :

Vl — pv - 5,r + i = C',+* + «< - 0 + +,(« - 0 + +,(«. - '.) + +J<m, - 0 •

z et t sont deb caiactéristicmes paires mixtes ou non Les ternies coirespondant
existent que si elles ne sont pas mixtes. ni — lt et mi — /t sonl égaux à l'excès d'une
caractéiistique paiie de F sur / .

Faisons passer par F deux surfaces F*'F/'. Elles se recoupent suivant la courbé F',
qui peut avoir, comme on l'a \u, des iirégulantes impaires. La méthode montre
qu'elles interviennent dans l'expression de oz. On obtient en effet :

VI—pr,-8/' + i = C\+3 + +,(*. — /) + +,(*-.- /) + + , (* . - 0 + +,(*".-0 - ' K ^ + l'-t-l)- -^(z' 4 / ' - r -

Si / est inféiieui au degié de la piemièie surface minima de F, ii suffît de
reprendre la méthode déjà employée dans ce cas poui les courbes, intersections
totales de deux surfaces. On obtient ainsi :

S, = 17-/1 , + ,_<? ,+»•

On peut ainsi énoncer la proposition générale suivante :

THÉORÈME. — Le terme complémentaire de la série déterminée par les «1̂  sur une
courbe F , de spécialité <r, quand t est inférieur à la caractéristique centrale t» est
donnée par l'expression :

V = 17 - Pr + . - cv» - E t'M*» - 0 + +,(*» - d + S *,(*./-. - 0 ;
o i

les h et Ar sont des caractéristiques paires de F, certaines lacunes pouvant exister
dans les indices à cause des caractéristiques paires mixtes. Les k3j—i ^ont les carac-
téristiques impaires mixtes.
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9 . Tout ce que nous avons dit sur les systèmes de points dans les chapitres H
«t III peut être redit pour les courbes précédentes. On énoncera, en particulier, faci-
lement les théorèmes relatifs à l'équation générale des surfaces passant par nue telle
courbe. Nous dirons que ces courbes sont congrues au plan. Comme nous Taxons déjà
remarqué à propos de la construction des courbes générales, toute courte déduite
d'une courbe congrue au plan est congrue au plan. Considérons une courbe quelconque,
nous poux ons toujours effectuer sa réduction à moins que deu\ réduites successives
aient mêmes surfaces minima. Excluons d'abord ce cas. Comme les réduites paires
ont leurs degrés qui décroissent quand l'indice croît, on arrivera certainement à une
réduite, intersection totale, générale ou non, de deuv surfaces. Or cette dernière
courbe est congrue au plan, par suite les courbes admettant une telle réduction sont
aussi congrues au plan. L'existence de courbes non congrues au plan dépend de celle
de la figure formée par deux courbes C et V dont /'ensemble forme t'intersection totale
de deux surfaces FwF,rt, qui sont minima pour C et V .

Bornons-nous à en donner un exemple. Soient m génératiices d'une même famille
d'une quadrique F. . Faisons passer par ces m droites C, une surface V)fi qui re-
coupe F4 suivant la courbe V. La courbe 1" est constituée par m génératrices de
l'autre famille. Faisons en effet passer par un point de V la génératrice de cette
a* famille; elle rencontre FW1 en m -+- i points et par suite esl tout entière sur F .
Les courbes C et V admettent ¥tet ¥m pour surfaces minima. Si en effet on fait passer
une F,n'(rn'<Zm) par C, elle contiendra la quadrique F t , puisque les génératrices
de la 2* famille la lencontrent en plus de m' points.

THÉORÈME. — Les courbes qui peuvent se déduire de m génératrices d'une même
famille d'une quadrique ne sont pas congrues au plan.

Il est à remarquer que les raisonnements faits dans le cas où la courbe est congrue
au plan, peuvent encore partiellement s'appliquer au cas général. Unsi, tant que la
surface <l>f n'aura pas de conespondantes passant par la réduite qui forme avec la
suivante la figure précédente, on aura la même expression pour la valeur de ot (fin
du paragrapbeS). Les quantités h%lktt n'étant plus les caractéristiques du système
de points, section plane de la courbe, mais les caractéristiques propres à la courbe.
De même, si on connaît l'expression de ol pour cette réduite, par la même méthode
on trouvera la valeur de o, pour une courbe qui s'en déduit.

1 0 . Montrons rapidement quelles sont les difficultés qui se présentent dans
Tétude des svstèmes de points de l'espace. Soit V un tel système. La surface de plus
petit degré Vp qui peut passer par A sera dite première surface minima. La surface
de plus petit degré Fv qui peut passer par A sans nécessairement se décomposer
en la précédente et une surface arbitraire de degré convenable sera la deuxième sur~
face minima. La surface de plus petit degré F r qui passant par A ne contient pas
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nécessairement la courbe intersection totale des deux surfaces minima précédentes
sera la troisième sur/ace minima. Ces trois surfaces se recoupent suivant le système A t,
premier réduit de \ . Le premiei réduit At de \t est le deuxième réduit de A, etc.
Toutes les coin entions do langage dont nous nous sommes servis dans le plan peu-
vent être employées dans l'espace.

Calculons» la sin#ulaiit<' de V en fonction de celle de V, Soient F F_ F les
surfaces minima de \ t . La courbe C , intersection totale de F petde F^ est recoupée
par FK suivant le système a La combe C , intersection totale de F et de FD est

Pj I Pf P Ft

recoupée par F„ suivant le s\stènie 6. Enfin C est recoupée par F suivant A..

F l G . 2 1 .

Nous avons vu au paragraphe 3, pour les courbes intersections totales de deux
surfaces, le théorème analogue de celui qui nous a servi pour les courbes planes.
Nous pouvons en tirer les mêmes conséquences. Les systèmes 4 et a, x et p, p et A4

.sont corésiduels respectivement sur C , C , C , . Soient 4>.<&/«î>̂ 4>, les surfaces
correspondantes passant par \ , a, fi, A t. Ecrivons de deu\ façons la dimension de
la série déterminée par ces «!>, et «1», sur CM on remarquant que

n — p - ? a ( p + ? - / ) ] - ( À - * \ ) = W ^

où P est le genre de Cpg. Comme d'ailleurs /—r = X — pl% on peut écrire :

= *\ + f, (P 4- q + r — pt — l) — ?,(p + r — Pt — i) — f 3(ç 4- r - p, — /) — ̂ 3(p + q — 0 •

De même la série déterminée sur Cpp par le> 4»/ et <ïv donne :

+ r ~ ^ ~ 0 ~ ? , < P 4 - g + r~/i ,--7 t--/)--< ? $(pH-r — /)—?,(^ + ^ ~ 9 , ™04-?3(p+r —p,

La série sur CB _ donne aussi :

+ V + '• - r, - 0 - ?,(p + q + r - g, - r, - /) - ?,(p + q + r — p,-r, — /) — ?,(ç + r — 0

+ ?,(« + r - - ?, — 0 + ?,fo + r —i». — 0 •
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En ajoutant membre à membre ces trois égalités :

s\ = *£ -f ?,(p -h q + v — pt ~~ l) 4- . . . _ *Jp + ^ 4- r _ P t __ r / | _ / ) _ _ . _ ? j ( p 4. f/ - f) —

/ = P + 7 4- r — pt — 9, — r, + l t .

Comme dans le plan, on peut mettre cette relation sous la forme :

4- 'WP 4- </ — /) 4- . . . — t,(P — 0 V* • • •

Remarquons simplement que pour que FpFq¥r soient surfaces minima de À , il
faut et il suffît qu'ils vérifient les inégalités :

P 4- 9 > P , + q% 4- f\ — p t , 9 + r > p , + ^ 4- rf - p t , r 4 - p > p , 41 q% 4- rf — P t •

Cela nous permet de construire des systèmes de points se réduisant à un système
général (e'est-à-diro un système dont la singularité est nulle pour >a première sur-
face minima), ou à une intersection totale de trois surfaces. La singularité de tels
systèmes est facile h exprimer. Nous n'insisterons pas. Qu'il nous suffise d'indiquer
seulement les deux di(Téronces fondamentales que cette théorie présente avec sa cor-
respondante danb le plan.

i° II existe des figures formées par deux systèmes de points A et B dont l'ensemble
forme l'intersection totale de trois surjaces Fp¥qFi qui sont minima pour A et B.

Pour le voir simplement, il suiïit de considérer deux courbes C et F dont l'en-
semble forme l'intersection totale de Fp et ¥q surfaces minima respectivement pour
C et F , et de les couper par F, r^q^P* Les. deux systèmes \ et B sectionf
de C et F par F r admettent FpF7F r comme surfaces minima.

2° La correspondance que nous avons établie au chapitre II entre les réduits pairs
de deux systèmes de points déduits l'un de l'autre par un nombre arbitraire de couples •
de courbes n'a pas son analoyue dans l'espace.

Il suffît de calculer le nombre de points du deuxième réduit Bt du système B
déduit de V par l'intermédiaire des trois surfaces F_,FVF., pour voir que le nombre
At 4- B2 nVM pas le produit de trois entiers.

Terminons ce sujet en faisant une remarque qui \a nous servir plus loin.
Si le système A, intersection totale d'une courbe C et de la surface F r , admet

les mêmes surfaces minima F^ et ¥q que C, >on premier réduit \ t est l'intersection
totale de (\ première îéduito de C avec F r . Il peut arriver que tous les réduits
de A soient les intersections totales de F r avec tmites les réduites de C fen parti-
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culier si r^>q^p). La réduction de \ se fera ainsi tout entière sur F# . Les for-
mules précédentes sont applicables en y faisant /• = i\ . Eu particulier :

Cette relation est identique à celle qui lie les degrés des surfaces corrépondantes»
passant par G et C t. Par suite la condition qui exprime que F^ est surface minima,
de C est la même que celle qui dit que ¥p est surface minima de A.

Nous dirons que la courbe C est congrue à la surface F r, lor>que la réduction
de l'intersection totale de Fr et de G se fait de la manière indiquée précédemment.

Une courbe est congrue aux surfaces de degré supérieur à sa deuxième surface
minima. Car le système \ admet alors» les surface> minima F F F , . Comme At est
aussi l'intersection totale de C, et de F, et que ql^q<C.ri \ t admet comme sur-
faèes minima Fp VQ F,, etc.

La remarque précédente montre en outre que toutes les courbes déduites d'une

courbe congrue aux surfaces Ft est aussi congrue aux surfaces Vt .
Par conséquent, pour sa\oir à quelles surfaces est congrue une courbe, il suffît

de savoir à quelles surface* esl congrue sa dernière léduite. En pai lieu lier :

l ne courbe est congrue aux surfaces de degré supérieur à la deuxième surf ace-
mini ma de sa dernière réduite.

On peut donner une limite inférieure du degré des surfaces auxquelles est congrue-
une courbe. Il suffit pour cela de considérer sa dernière courbe réduite. Nous excluons-
le cas déjà étudié, ou c'est une droite, une conique ou une biquadratique. Supposons
donc que C et Y forment l'intersection totale des deux surfaces Vp et F,; ( p <^q) qui
sont minima pour C et V. Coupons-la figure par la sui face F̂  de degré ./ inférieur
I q. Les systèmes \ et B admettent Vp et F_, comme sui faces minima Pour que G
et F soient congrues h Fc , il faut en outre que \ el B admettent Fq comme sur-
face minima.

i. Supposons x^q — p-f 2.

Puisque les surfaces F^ , , passant par \ ou B doivent contenir la courbe Cp*^
intersection totale de F r et Fp, on doit avoir les deux inégalités :

— 1) — llpx*

h>pxiq— 1)— 11^.

Et comme À -I- U = pqx, il faut et il suffît que :

px(q — 1)— ÏI /»a< A ̂ px 4-
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La condition de possibilité s'écrit :

px(q— i) — llpx<px + llpX

ou

Il est donc nécessaire que x — q — p -f a . Dans ces conditions, il faut :

A = B = px(p + X ~~~ 2 ) .
2

Un exemple de ce cas est celui de G et F sont constituées par q génératrices des
deux familles d'une quadrique.

2. Supposons x^>q —p -j- 2 .

La même remarque permet d'écrire :

0 ) P(q— i)x— IIpx4-<?3(p-f <*? — q+ i)< A</wr + Hp r̂ — 5J(p + x ~ g + r) .

La condition de possibilité s'écrit :

On vérifie aisément que :

./(o)<o, /(g— p)>o , / ( g - p + a)<ó, 7(4)<o, ƒ(+ oo)>o

La condition de possibilité est donc toujours vérifiée quand r/ — p 4-

THÉORÈME. — £//ie limite inférieure des degrés des surfaces auxquelles une courbe
est congrue est égale à l'excès du degré de la deuxième surface minima de sa dernière
réduite sur celui de sa première surface minima augmentée de deux.

Soit xQ une valeur de £ pour laquelle 1rs inégalités u) sont vérifiées. On voit
facilement que, lorsque x est compris entre q —p 4- 2 et q, le premier membrede
la première inégalité est fonction décroissante de / , et le deuxième membre est
fonction croissante de x. Par suite les inégalités ( |) seront \ér!Ûée> à fortiori quand x
est supérieur à x^.

THÉORÈME. — Si une courbe est congrue aux surfaces de degré x#» elle est congrue

aux surfaces de degré supérieur.
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1 1 . Soit la courbe C, coupée par la surface Fu suivant le système A. La dimen-
sion du système de courbes o/ découpées sur Fx par les 4*( passant par C est :

en appelant <•>/ le défaut de ce système par lapport à relui déterminé sur F
les «1», passant par A . D'autre paît si r{ et rt_, sont les dimensions des <l\ et
passant par G, on a l'égalité :

'Y-i = ri — (?/ — < + 0 .

d;où

x ) ^ / i - V , + i] = CV3- i,~ [C/—p- o, + i]

ou comme t^

Cette relation va nous peimettie d'étendre, dans une certaine mesure, aux courbes
gauches, le théorème démon lié pour les courbes intersections totales de deux surfaces
au paragraphe 3.

Reprenons la flguie qui nous a seni pendant tout le chapitre, et supposons, pour
simplifier, que F cl F, soient surfaces minima de V.

THÉORÈME. — Si / , > # , le défaut <•>/ relatif à la courbe V est égal au défaut o>̂

relatif à la courbe C t .

Reprenons les calculs faits au paragraphe 6. Avec les mêmes notations on a :

- 4 - / , - > ) + -t{l - X) (l- U ^-l - \) - ? l (« - /,) - ?1f / - X) = [C, l, - / * . , - ?;;] - [VI - / > , - 3/ J

D'autre part, J étant une fonction convenable indépendante de /, on a vu que

^(X — lt)(n — h — /, — >) + - ( / — A)(t— 4 — l— X) = J +- mnit — ztL

Et par suite en remplaçant l par OJ , I, par c*>t,

—(1 — <of) (n — 4 — <•>, — A) -i («M — X) (l — 4 — o —- X) = J -H iitfiw, — £li*>.

D'ailleurs on a l'identité :

% ) ( n — 4 — ci, — X> -h -(«.» — )) (I — h — w — » = C'^-i+ti 4- G*_ s + , — Cg.^« + C ^ + f - CV-»* , — (/ ,-m-h
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Pat suite :

On obtient l'égalité :

On peut alors aisément faire la différence

ou l'on suppose lt — a ? > ^ 4 pour que <l>/1—x ne soit pas obligée de passer par C,.
On trouve

5 <
r _ 8 r _ « • . = &»•-5-»

A

où B et Vâ sont les sections de F et G, par Fx. c. q. f. d.

Si /4 — x est inférieur à h]*, on obtient le même résultat en se servant des calculs
faits au paiagraphe 8.

Soit une couibe C coupée suivant le système A par la suiface F r . La dimen-
sion ot_T de la série déterminée sur C par les <!>, passant par A est donnée par
l'expression :

La série déterminée par les {bt^x sur C a pour dimension :

De sorte que :

h-s-r^x = -l] + f(_x + sl
A

THÉORÈME. — Si &S * , passant par C e* par A découpent sur F^ le mime $y$~

ième. Une sur/ace <t>t passant par A recoupe G suivant Vintersection totale de C el

de *,_,-

Nous pouvons maintenant faiie l'extension annoncée Con>idéions les courbes
congrues i un plan , elles se réduisent à une droite, une conique, une biquadratique.
Le ta/ deces trois courbes est nul quelles que soient les valeurs de x et de / .

TIIÉOR&WE —Si F, coupe une courbe C congrue n un plan suivant son intersection
totale avec FT, elle la recoupe suivant une intersection totale avec F , ^ .
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Plaçons-nou sedans le cas général. Ce qui précède montre qu'il MiflRl d'étudier le
défaut tof relatif à une courbe dont la première réduite admet les mêmes surfaces
minima que la précédente. Quand le théorème sera vrai avec cette dernière courbe
pour ane surface (h{ de degré / supérieur à -/, lorsqu'elle rencontre celte courbe
suivant son intersection totale avec F,, il sera encore vrai pour toutes les courbes
l'admettant comme réduite paire, avec une surface <K de degré correspondant à l
et la même surface F, .

On *>ail que lorsque / est supérieur à un nombre /t, le défaut w*, des «I», passant
panpar une courbe C sur le plan est nul(4). On peut donc énoncer :

THÉORÈME. — Si une <I\ de degré / > / • coupe une courbe C suivant une section
plane, elle la recoupe suivant son intersection totale avec Ft_t.

Remarquons que :

*/ — »i-x = (»t — V. ) -r- (V, — 3,-,) + . . . + o,^ t — o,_x .

Par conséquent si À et B sont les sections de la courbe C par ¥x et F, :

S'A - < = (*'. 4- 4 + I + • • • + ^~"+1) - («** + «',-, 4- . . . + <^ i
l^ l) •

Pour une valeur de / assez grande, le deuxième membre est oui et

Comme s\ est nul quand / est assez grand, il en est de même de

THÉORÈME. — Si une *!», de degré l^>/t coupe une courbe C suivant son inter-
section totale avec une F i , elle la recoupe suivant son intersection totale avec une F^_x.

Quel est le rôle du nombre x0, le degré le plus petit d'une surface à laquelle est
congrue la courbe C? Je n'ai pu le préciser convenablement. Faisons cependant une
remarque qui peut nous en donner une première idée. Si xQ est de degré inférieur
à celui de la deuxième surface minima de C,ry^ Si / est compris entie x0 et g,
les *f»j passant par À, contiennent nécessairement la courbe CpXo, intersection
totale de FXo et ¥p. Elles recoupent donc Fp suivant l'intersection totale de ¥p

et F/_xo et par suite C suivant son intersection avec F/—Xo • On peut donc énoncer
la proposition suivante comme probablement exacte :

Si une courbe C est congrue à une surface F^, toute surface <I\ passant par fi>i--
tersection de C avec Fr recoupe C suivant son intersection avec une ¥t_r.

(•) Picuu» et SIMART, tome H, p. 72.
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