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INTRODUCTION

Dans les premiéres années de ce siécle, le programme de la composi-
tion d’Analyse a 1’Agrégation des Sciences mathématiques portait
sur les fonctions elliptiques et leurs applications. La théorie de ces
fonctions n’étant pas enseignée dans le cours de Calcul différentiel et
intégral que professait Goursat a la Sorbonne, un Maitre de conférences
de I’Ecole Normale Supérieure ’exposait aux éléves de 1’Ecole. C’est
ainsi que P. Painlevé professa ce cours pendant 1’anhée scolaire 1902-1903
aux éléves de deuxiéme année.

Les fonctions elliptiques furent introduites comme fonctions analy-
tiques doublement périodiques d’une variable, procédé classique, exposé
en particulier dans le Traité de Tannery et Molk. Un prolongement
naturel conduisit Painleyé 2 traiter des fonctions analytiques de deux
variables 4 quatre paires de périodes (fonctions abéliennes). C’est d’aprés
Pexposé de Painlevé que sont donnés, dans les pages qui suivent, le
théoréme fondamental sur la représentation d’une fonction abélienne
par le quotient de deux fonctions théta avec I’introduction du diviseur M
de la premitre période et les premiéres propriétés de I'inversion des
radicaux portant sur un polyndme du 5¢ degré.

Ces développements n’étaient connus que par une Note aux Compte-
Rendus de I’ Académie des Sciences. Leur rédaction a été préparée en
partie depuis longtemps; la parution a été retardée par des événements
divers. Je 1’ai reprise sur les conseils de M. Garnier qui m’a assuré de
son intérét actuel. Je me suis efforcé, en revoyant mes notes, de respecter
la suite des raisonnements de Painlevé; mais rien ne peut rendre I’im-
pression de lumineuse intelligence, de pensée créactrice que donnait
la parole du Maitre.






CHAPITRE I

DEFINITIONS. PERIODES

Cette étude des fonctions abéliennes (fonctions méromorphes quadru-
plement périodiques de deux variables) utilisera les principes de la théorie
des fonctions analytiques de deux variables.

1. Définitions, Périodes. Fonction réductible. — Une fonction f(u, v)
dé deux variables complexes est dite analytique par rapport aux deux
variables si elle est analytique par rapport 4 chacune d’elles, I’autre
étant constante. Elle admet la période complexe «, § si I’on a la relation

S+ o, v+ B) = f(u, ).

En posant
U=au-+bv+e, V=au-+bv+c, ab’ — ba’ # 0,

la fonction f(u, v) est transformée dans la fonction F(U, V) qui admet
la période
A = ao + bB B =a’« + b'p.

Si, ala suite d’une telle transformation, la fonction F ne dépend que
d’une variable, U par exemple, on dit que f(, v) est réductible; 1a condition
nécessaire et suffisante pour qu’il en soit ainsi, est qu’il existe une rela-.
tion linéaire entre les dérivées partielles du premier ordre de f(u, v).

Soit, en effet, f(u, v) = F(U), on en déduit
? ?
Yoar, Y_pw, b{; Y

W w T

=
La condition est donc nécessaire.
Supposons maintenant qu’on ait

f
)\a+us-;-0

et posons

u=U+ AV, v = uV,
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il en résulte que

oF df f : -
—av=)\5'&+51-3;—0 ’ j(u’v)‘_F(U)'

La condition est donc suffisante.

Mettant -maintenant en évidence les parties réelle et imaginaire des
variables et de la fonction, nous posons

u=x+iy, v=z+it, fluv)="Pxyz0)+iQxyz21).

Les conditions d’analyticité sont
P QP QP Q P 2Q

WXy dy x T ¥z a7 ¥z
Si f(u, v) admet la période
o = q -+ ib, B =c+id,

chacune des fonctions P et Q admet la période réelle (a, b, c, d).
Si f(u, v) est réductible, P et Q le sont certainement aussi. Suppo-
sons maintenant que P soit réductible : nous avons la relation

, P ,, 0P , oP ,, DP
)\T_‘—)\T-*—“T_I-“ _t_-——o,
q'l.li entraine
, 9Q ,) 2Q , 9Q ,, 9Q
A >y —N'—4u ——t — v =0.

Faisons la substitution

x=X+NZ— T,
[e=U+@+), )y=Y+NZ+2T,

L= +i)V; z=p'Z— T,
t=up" "L+ p'T,
P et Q deviennent & et Q et nous avons
W P 3P , P P
2N PNt e =0
W@ ,2Q ., Q  , Q , Q.
T M S TN 5y TRt =0

Par conséquent,

F 2 f
W T T ST
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? . . . ..
Or b—f/— est une fonction analytique imaginaire pure, ce ne peut
étre qu’une constante ik; la fonction F est donc de la forme

o(U) + ikV.

On ne peut donc dire que f(u, v) est réductible en méme temps que
P et Q; mais, au point de vue qui nous occupe, celui des fonctions pério-
diques, il résulte de cette forme que F est périodique de seconde espéce
et les conséquences a en déduire pour le nombre des périodes sont les
mémes que si k était nul.

2. Nombre de périodes. — Nous allons démontrer que la fonction
f(u, v) irréductible de deux variables complexes ne peut avoir plus de
quatre périodes; pour cela, nous démontrerons que les fonctions réelles P
et Q de quatre variables réelles ne peuvent avoir plus de quatre périodes
réelles.

La démonstration sera faite dans le cas de trois variables pour utiliser
le support de la géométrie; 1’extension ne souffre aucune difficulté.

Les périodes seront représentées par des vecteurs; 1’ensemble des
extrémités de ces vecteurs est appelé ensemble de points-périodes; cet
ensemble est symétrique par rapport a ’origine; la somme géométrique
de deux périodes en est une autre. Cet ensemble, qui est composé d’un
nombre infini de points et qui s’étend & I’infini, a ou n’a pas de point-
limite.

Premiére hypothése. — L’ensemble n’a pas de point-limite; les modu-
les des périodes ont un minimum p;; ce minimum est effectivement .
atteint, car s’il n’en était pas ainsi, il y aurait des périodes de module
infiniment petit, ce qui est contraire & 1’hypothése. Il y a donc une
période OP; de longueur p;. Enlevons de 1’ensemble tous les points,
situés sur la droite OP;, congrus 3 Py; s’il ne reste aucun point en dehors
de ceux-ci, I’ensemble se déduit d’une seule période.

S’il reste d’autres points, la borne inférieure p2 des modules des pério-
des restantes conduit de méme & un point Pz non situé sur OP;; pg est
supérieur & p;, exceptionnellement égal; les deux points Py et Pp définis-
sent.un ensemble de points-périodes situés dans le plan OP;Py; il peut
se confondre avec le preposé. Dans le cas contraire, on retranche cet
ensemble plan du proposé et ’ensemble restant conduit de la méme
fagon a un point P3 non situé dans le plan OP;P;. Les points Py, P, Ps
donnent un ensemble de parallélépipédes dont les sommets sont tous
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les points de I’ensemble donné; en effet, si un point-période se trouve
A Pintérieur d’un de ces parallélépipédes, il y a au moins un des vec-
teurs obtenus en le joignant aux sommets qui est inférieur a la plus petite
des arétes; la période correspondante aurait dd étre obtenue au lieu'de
celles qui ont été déterminées.

Deuxiéme hypothése. — L’ensemble a un point-limite qu;on peut
toujours supposer a ’origine;il ya donc des périodes qui tendent vers
zéro; les traces de ces périodes sur une sphére de rayon e trés petit
forment un ensemble qui a au moins un point-limite; exceptionnelle-
ment, cet ensemble est fini; il y a alors une infinité de périodes tendant
vers zéro qui sont portées par la méme droite; dans le cas général, il
y a une infinité de périodes tendant vers zéro dont les directions ont une
direction limite. Dans les deux cas, prenons cette direction pour Oz
et sur une droite paralléle marquons deux points A et B tels que
f(A) 5 f(B); en vertu de la continuité de f, & I’intérieur d’une sphére
de centre A, on a f(x, y, z) # f(A); oril existe uné direction suffisamment
voisine de Oz pour que la période correspondante soit inférieure a ¢;
on trouve ainsi des points ou f(A) = f(B); il y a contradiction et la
fonction f est indépendante de z; autrement dit, elle est réductible.

Conclusion. — Une fonction réelle de n variables ne peut admettre
plus de n périodes réelles; chacune de ces périodes est constituée par
un groupe de n nombres réels.

Appliquant ce résultat & la fonction irréductible

S, v) =P(x,y,2,0) +iQx,y, 2,0,
on a démontré qu’elle admet au plus quatre périodes
oax = o + iof Br =Pt +iBf (k=1,23,4).
avec la condition
ok ouif B Bi| # O.
Les périodes peuvent étre simplifiées par le changement de variables

_ Bou — agv P —aqv

w = R
o1Be — oofiy Brap — Bac

qui donne pour les deux premiéres 1,0 et 0,1; les deux autres seront
désignées par A, B et B/, C.
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11 faut pour cela que I'une des quantités a;fr — axfy soit différente
de zéro; or, si nous commengons par le changement

u
w = o v = o1y — By,

qui est toujours possible puisque une des ai est différente de zéro, la
premiére période devient 1,0 et les suivantes

oax
— , o — oxPi,
o]

il est donc certain que I'une des quantités a1z — axP1 n’est pas nulle.
Nous considérerons désormais des fonctions méromorphes de deux
variables complexes admettant les périodes

1,0 0,1 A,B B’,C.

Pour la commodité de I’écriture, on emploiera aussi le tableau de
périodes

2ir,0 0,2ir A,B B,C

qu’on appellera la forme réduite.



CHAPITRE 1I

DEMONSTRATION DU THEOREME FONDAMENTAL

1. Enoncé du théoréme. — On.va démontrer que toute fonction abé-
lienne f(u,v) est le quotient de deux fonctions entiéres en u et v.

Nous nous appuierons sur les théorémes de Weierstrass et de Mittag-
Leffler.

Nous établirons d’abord cértaines propriétés des fonctions v == h(u)
définies par I’équation f(u, v) = 0.

10 Les fonctions h(u) ne présentent d’autres singularités que des
points critiques.

20 la série Z h—;(zj est absolument convergente sauf pour h(u) = 0,

c’est-a-dire pour u solution de f(u, 0) = 0; a étant une des solutions de.
cette équation, a est un pdle de la série.

2. Premiére propriété de v = h(u). — Supposons f(ue, vo) = 0; la
fonction f est holomorphe au voisinage de uo, vo; par conséquent, d’aprés
le théoréme général sur les fonctions implicites, 1’équation f(u, v) = 0
définit une ou plusieurs fonctions v == A(u) réguliéres au voisinage de
up, vo ou I’'admettant pour point critique; mais, comme f a des pdles,
il est nécessaire de démontrer que, quel que soit le chemin suivi pour le
prolongement analytique de h(u), on ne rencontre que des points régu-
liers ou des points critiques.

Construisons, dans 1’espace Ea(x, y, z, f), un parallélépipéde P de
périodes ayant un sommet a 1’origine et soit U, V le point dans P con-
gruent A wuo, vo; si a est un point non régulier de v = h(u), lorsque u
tend vers a, les points congruents U, V ont un point-limite «, § que nous
pouvons supposer a I’origine; ayant f(u, v) =0, nous avons aussi
Sf(U, V) = 0 dans le voisinage de I’origine, par conséquent f est nulle
a P’origine et l¢ théoréme des fonctions implicites est applicable en ce
point; c’est-a-dire que, si nous décrivons dans le plan des U un cercle
de centre O et de rayon p, et si la variable U reste dans ce cercle, 1’équa-
tion f(U, V) = 0 admet un certain nombre de racines V = h(U) voi-
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sines de zéro et qui n’ont dans C d’autre singularité possible que le
point critique U = 0.
Revenons maintenant a # qui tend vers a sur le chemin L; prenons
assez voisin de a sur L pour que toute la portion de L qui va de w, d a
0.
5
tel que la racine v; = k(1) définisse un pofnt congruent Uj, Vi dont la

soit dans un cercle de centre a et de rayon ; nous pouvons choisir u;

©

distance a I’origine soit inférieure a 3; les équations de correspondance

N

sont

=Ui1+ A, n = Vi + B,
A, B étant une période. La distance entre les points uy, v1 et A, B est
mféneure a 7; a fortiori la distance, dans le plan des u, entre les points u;

2

et A est inférieure & ;—; tragons le cercle C de centre A et de rayon p,

il contient une portion de L sur laquelle se trouve le point a; nous con-
sidérons spécialement cette portion.

L’équation f(u: v) = 0, satisfaite pour u = A, v = B définit un ‘cer-
tain nombre de fonctions v = A(u) qui restent voisines de B quand u
est dans le cercle C et qui n’admettent d’autre singularité que u = A;
la racine v1 = h(u1) se confond avec ’une d’clles et ne peut admettre a
comme point singulier que s’il se confond avec A. D’ailleurs, ce point
singulier ne peut étre qu’un point critique algébrique.

Nous allons compléter la démonstration précédente en montrant.
que, siu prend la valeur o satisfaisant a |up|<< p, I’équation ¢(u, v) = 0
n’a qu’un nombre fini de racines a I’intérieur d’un cercle y de centre O
‘et de rayon r.

Supposons en effet qu’il en soit autrement et que le nombre n de
racines soit sans limite supérieure quand up varie dans le cercle C de
rayon p; ndus pouvons alors trouver une suite de valeurs de ug :
u1, ug, L.... ug ... telles que I’entier n correspondant croisse indéfiniment;
ces valeurs de up ont un point-limite a situé dans ou sur C; considérons
toutes les racines de f(a, v) = O situées & l’intérieur d’un cercle y’
de rayon r + h; ces racines vy, vz, ..., sont en nombre fini, car, s’il n’en
¢tait pas ainsi, elles auraient un point-limite qui serait pour les fonctions
v = h(u) une smgulanté non algébrique. Décrivons avec chacun de ces
points comme centre des cercles de rayons trés petlts tous intérieurs a Y’
pour u voisin de a, f(u, v) ne s’annule pas 3 ’extérieur du domaine
constitué par I’ensemble de ces cercles et, par conséqient, pour u voisin
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de a, f(u, v) = 0 n’admet que les k racines voisines de vi, va, ... vx et
I’entier n a toujours une limite supérieure.

3. Seconde propriété de v = h(u). — Passons maintenant a la
seconde proposition. ‘
Dans la fonction

f(u, v) = P(x’ y’ z, t) + i Q(x’ y’ z’ t)’

faisons une substitution linéaire sur les variables réelles de fagon que
les périodes de P et Q soient portées par les quatre axes et aient pour
longueur commune 27; les nouvelles variables sont xi, 1, 21, 1. Nous

\ . . 1
donnons alors a a une valeur uo et nous étudions la fonctlonz F"_(_—i :
0

autrement dit, nous posons x = xg, y = yo et nous étudions une cer-
taine fonction des racines en z et ¢ des équations P =0,Q = 0.
Les équations de la substitution étant

=ax1 +bn +ea +du
=ax1 +by +cz +dn,
=a’x1 +b'n +c’'a +d'n,
=a"'x1+ by + ¢’z +d''h;

-~ N < =

les deux premiéres, ol nous posons x = xp, y = yo représentent un
plan P2 3 deux dimensions de I’espace E4; dans cet espace, les équations
P; = 0, Q1 = 0, transformées de P = 0, Q = 0, représentent une mul-
- tiplicité Cz & deux dimensions; nous allons étudier I’intersection de P
et de Cs.

Le nombre de points d’intersection situés dans le cube fondamental
de périodes est fini; en effet, si x1, y1, z1, i1 reste dans ce cube, le poini:
correspondant x, y, z, f reste & distance finie de I’origine; par conséquent,
quels que soient xo, yo, le module de up est inférieur 4 une quantité
fixe et il en est de méme pour le module des valeurs de v déterminées
par Pintersection de Pz et Ca; on vient de voir que le nombre de ces
points d’intersection admet une limite supérieure n.

Supposons maintenant cd’ — ¢’d # 0 (un des six déterminants de
cette forme est certainement différent de zéro). Alors, pour

0<sxi<2rn, O0<yy<2n;

les équations du plan Pa(xp, yo) nous donnent

A<z, Nsns<sypl
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Considérons alors 1’espace (x1, y1, z1,¢1) décomposé en cubes de pério-
des; chaque cube appartient 3 un ensemble déduit d’un carré du plan
x10y1; dans chacun de ces cubes, il y a un nombre fini de points d’inter-
section dont nous pouvons prendre les points congruents dans le cube
fondamental : C; ne change pas et xo, yo sont remplacés par d’autres
valeurs; d’autre part, le plan P; ne traverse qu’un nombre fini de cubes :
soit / et m deux entiers tels qu’on ait
‘L —_— x El.l —_— )\I

m > " 1> 2
P, traverse au plus /m cubes de I’ensemble; en tout, I’ensemble con-
tient donc au plus /mn points d’intersection. Or si 2pm, 2g7 sont les coor-
données du sommet du carré le plus éloigné de I’origine, les modules
des valeurs de v correspondant a ces points d’intersection sont inférieurs
4 2nk +/p2 + g2, k désignant le facteur fini introduit par l¢ ¢hangement
de coordonnées. Nous obtenons ainsi 1’inégalité

I—1="

|1 | Imn
Z |'13(u)| < Z @rk)p® (7 + g

La série Z 775%[)— est donc absolument et uniformément convergente;

autrement dit, la suite des A(u) est de genre 2.

4.-Démonstration du théoréme. — Les propositions préliminaires
étant ainsi démontrées, nous abordons la démonstration du théoréme
fondamental.

Formons d’abord une fonction entiére en v admettant les zéros
v = hy(u) dont la suite est de genre 2; cette fonction est de la forme

vy v2
1) o(u, v)=II{(1 —hl)e;:;;f}.

Si les périodes de f(u, v) ont été ramenées a la forme réduite, la série
des ha(u) admet la période 2im et chacune des fonctions hn(x) admet
aussi cette période. La fonction ¢(x, v) admet donc la période 2ir en u;
c’est aussi une fonction uniforme de u; en effet, pour les points critiques
algébriques des h(u), un certain nombre de ces fonctions se permutent,
le produit reste uniforme.

Mais nous avons en u, pour la fonction ¢(u, v), des singularités ame-
nées par les zéros des ha(u) qui sont des points singuliers essentiels.
Soit # = g un zéro de hp, hq, ...; c’est un point régulier ou un pdle
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pour les fonctions symétriques de ces quantités : c’est un zéro d’un
certain ordre pour leur produit; et c’est un pdle pour la somme des
inverses et pour la somme des carrés des inverses, avec des développe-
ments polaires connus. Nous pouvons consttuire une fonction entiére
H(u) et des fonctions méromorphes K(u), L(#) admettant respectivement
ces zéros et ces poles; comme ils admettent la période 2im, ces fonctions
I’admettent aussi.

La fonction )

v

@ U, v) = o, v Haye T2
n’a plus de singularités pour les zéros des hy(4); c’est donc une fonction
entiére en u et v, de période 2im par rapport i u et admettant les zéros
v = hylu).

Voyons maintenant ce qui se passe pour la période 2ix par rapport
aw. .

A un zéro hu(u) correspond linfinité hn(u) + 2ikr; groupons les
termes formés avec eux en un produit

2
v LA d
1 — ——— | o hp+2ikre 2(hp+2ikm)? }
n{< hn+2ik7c)e

k

Or nous avons

v

ev—ehn = (] —eghn) gl —#Pn { v h,,+2ik‘rc}
. (I—et)e H(l ot 27 ) €

le groupe considéré peut donc s’écrire

2
ev — ehn ! 4

T —ehn ee"n—1 | I @2lhn+2ckm)? (ev — ehn) My’ +idny,
k

Les fonctions ¢ et { prennent ainsi la forme

o(u, V) = 1_-[ [(ev — ehn) ern 2+U-nv]’

b(u,v) = I—[ [(e” — ehn) (exnv*+Bnv+vn],

En outre, f(u, v) = 0 peut avoir certains zéros indépendants de v;
ils admettent la période 2ir et nous pouvons former une fonction entiére
M(u) qui les admet; la fonction

(3) X(u, V) = M(u) n[( er — e"n) ednv2+ﬁnv+_vn]
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a les mémes zéros que f(u,v) et il en est dc méme de la fonction
X(u, v + 2iw)
X(u, v)
tion entiére non nulle, c’est-i-dire une exponenticlle e®® ”, G(u, )

étant une fonction entiére. Or la forme méme de X(u, vy donne

X(u, v + 2ir); par conséquent le quotient est une fonc-

4 X(u, v + 2im) = X(u, v) eA@+B®
Afu) et B(u) sont donc des fonctions entitres.

D’autre part, la relation (4) est encore vraie si I’on remplace u par
u 4 2im, et comme X(u, v) admet la période 2ir, 0, on a

A(u + 2im)v + B(u + 2in) = A(u)v + B(u) + 2inm (n entier).

En posant B; = B — nu, les fonctions A et B; admettent la période
2ir.
Multiplions

2
2T A+ A __Elﬂ)

X(u,v) par e #m 2 T2im

ce multiplicateur admet la période 2im en u et se reproduit, quand on
augmente v de 2ix, multiplié par

e—A(u)v —A@)irt+A@)in—By(u) __ e—-—A(u)v—-B(u) +nu

Le produit est donc une fonction p(u, v), €ntiére en u et v, ayant tous
les zéros de f(u, v) et satisfaisant aux relations

5) plu + 2im, V) = p(y, V), p(u, v + 2ir) = p(u,v) e (n entier).

Le quotient';((::’ :)) ne peut devenir infimi; d’ailleurs le ~numérateur

est holomorphe et le dénominateur méromorphe; c’est donc une fonc-
tion entiére pi(u, v) qui satisfait aux mémes relations que p(u, v).

THEOREME. — Toute fonction f(u, v) est le quotient de deux fonctions
entiéres p(u, v) et p1(u, v).

Nous allons maintenant nous occuper des deux autres couples de
périodes : A, B et B". C.

Effectuons la substitution

AU BU
6) u —-21.—1.:, v=V 4 27:'
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construire R(U, V) analogue a p(u, v), admettant la période 2im par
rapport & U et satisfaisant a

R(U, V + 2ir) = R(U, V) e™1V (m; entier),

R(U, V) admet les zéros de F(U, V), c’est-a-dire ceux de Sf(u, v); il en
R(U, V)
F(U,V)
ni pdles : c’est une exponentielle dont ’exposant est une fonction entiére.

Comparons d’autre part les expressions de R et de p; il y figure d’abord
des produits infinis dont les termes correspondants sont

résulte que le quotient est une fonction entiére sans zéros

v V+V2 v+f_
Y VeHn 282 (1 V) o 22
N (I

n n

Or, nous avons

+
2 — —
(AR S TR E
— ——]e"n n 1 — e
" h —Eu
"TA

2

JA v

= ( 1— ."_)ei. * 282 #nY2+Br(@y+Yn()
n

Ces produits infinis sont multipliés par des exponentielles dont les
exposants sont des trindmes du second degré en V et v. Nous avons
donc

R(U, V) — BV |
e, v) '

les fonctions a(u), B(x), y(u) étant entiéres; augmentons en méme temps,
ce qui est compatible avec la substitution (6), Vet v de 2ix, nous avons

R(U, V + 2in)

R(U’ V) — eaﬁ(u)[4irrv+(2iﬁ')2]+ﬁ(u)2in
P(u9 v+ 2”:) ‘ 2myin
p(u, v) = e—mU—nu _ e—u[n+ A ]

D’oli, par comparaison,

) =0, PBu) = _T ————k (k entier).
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Augmentons maintenant u et v de A et B, ce qui revient 4 augmenter
U de 2in et par conséquent ne change pas R(U, V), nous avons

n(v+A)  mi@v+A)

v+ B)[ 2ir * A

+k]—yn(a+A4)

p(u + A, v+ B)=R(U,V)e

— o(uye ( +my)+F1)

La fonction F; est entiére; nous allons la simplifier.

u+ A, v+ B)
p(u, v)

Remarquons d’abord que le quotient e admet la pé-

riode 2im par rapport & u, ce qui donne
Fi(u + 2in) = Fi(u) + 2ihw (L entier).

La fonction F(u) = hu — Fi(u) est donc entiére et admet la période
2ir. On sait qu’on peut trouver une fonction entiére G(x) admettant
la période 2im et telle que

G(u+ A) — Gw) = — F(u) — C1 (Ci1 constant).

Multiplions alors p(u, v) par e%™ et gardons le méme nom pour. le
produit; la nouvelle fonction p(u, v) est entigre, admet tous les zéros
de f(u, v) et satisfait aux équations

e(u -+ 2im, v) = p(u, v),

© plu, v + 2ir) = p(u, v) ™
nA
my )v+C.
o+ A, v+ B) = pluy ) ™ (G
En traitant maintenant le couple B’, C comime on vient de traiter
le couple A, B, on obtient la relation
nB’
. lou i mg )v+F(p)
plu+ B, v+ C)=p(uy) e 2t (gt “
F(u) étant une certaine fonction entiére de perlode 2in qui se réduit
4 une constante comme on va le voir.
Calculons en effet de deux maniéres p(u + A + B, v+ B 4+ C) en
fonction de p(u, v); par la comparaison des exponentielles, nous obtenons

nB ‘B

hB + ——+m1C—le+M2B + <5 T Fu + A)—F() +2pin

(p entier).

Ainsi la différence F(u + A) — F(u) est une constante; la dérivée
F'(4) admet donc les périodes 2im et A; c’est donc une constante
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et F(u) est linéaire en u; le coefficient de.u est entier, puisque F admet
la période 2ir; ce terme rentre dans ceux déja écrits et F(u) se réduit
a une constante Co.

Nous avons ainsi trouvé une relation entre les périodes

(7 hB’ — LA + mC — meB +n é%ala—— — 2pin = 0,

on peut dire que les six déterminants déduits du tableau'de périodes

2ir 0 A B
0 2in B C

sont liés par une relation linéaire 4 coefficients entiers

Tl est nécessaire de démontrer que les coefficients de cette relation
ne sont. pas tous nuls : nous allons démontrer que n, /1, m ne peuvent
étre nuls 3 la fois.

Soit n = 0; p(u, v) est de la forme

,p(u, V) — Z Z Ars eru+sv
et si en outre /1 = my = 0, rious avons
p(u + A, v + B) = p(u, v) !
d’ol
Qps €218 = g0 61 rA + sB = C; + 2\ir.
Si rg, so est un systéme de solutiens, nous avons
(r — ro)A + (s — s0)B = 2uimw.
et, en désignant par a; et by les parties réelles de A et B,

'(r—ro)a1—|—(s4—so)b1=0, r_ro'zs_so—_—k_
h —a

Nous pouvons donc écrire
ol 1) = Sy i — o Sy FU

Le méme calcul peut s’appliquer au dénominateur et la fonction f(u, v)
serdit alors une fonction de U seul, ce qui est contraire a ’hypothése
qu’elle est irréductible.
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En résumé, on a démontré que toute fonction f(u, v) méromorphe,
admettant les quatre couples de périodes
2ick 0 A B
0 2in B C

est égale au quotient de deux fonctions p(u, v) entiéres en u et v, satis-
faisant aux relations

! o(u + 2iw, v) = p(u, v),
& p(u, v + 2ir) = p(u, v) ent

(8) 1u+(;—i: +m1)v+C1

) !
p(u + A, v+ B) =plu,v) e
1t (7B 4 o)+
o+ B, v + O = p(u, v) e2u+( i +mg)v+Ca
(n, h, I, my, mp sont des entiers),
et qu’entre les périodes, il existe une relation obtenue en égalant a zéro
une fonction linéaire et homogene & coefficients entiers des six déter-
minants déduits du tableau de périodes.

Cette relation sera appelée dans la suite la relation fondamentale
entre les périodes.

5. Formation des fonctions théta. — Nous allons maintenant démon-
trer que, si les quatre couples de périodes vérifient la relation fondamen-

tale, il est possible de former des fonctions quadruplement périodiques
admettant ces périodes.

Supposons d’abord n = 0; la relation fondamentale s’écrit
mC — meB = LA — 1B’ 4 2pir.
Prenons comme nouvelles périodes

2in 0 o =mB’ — meA B = LA — LB’ + 2pin
0 2it B =mC — mB v=05LB — 4C

La relation prend la forme
B—p =0
Les nouvelles périodes sont distinctes pourvu que
= hmg — b

soit différent de zéro (1).

(*) On peut, en outre, supposer 8 >0, car s’il était négatif, on le changerait de signe
en changeant de signes « et v ou bieh a, B, y.
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Pour montrer qu’il en est bien ainsi, voyons ce que donne 1’addition
des nouvelles périodes. On obtient facilement

P+, v + B) = pla, ) eBu
o+ B, v + ) = play v) oy,

Par conséquent, d’aprés un résultat déja démontré, la quantité 3
n’est pas nulle.

Si enfin on augniente u et v de constantes convenables, on est ramené
a chercher des fonctions p(u, v) satisfaisant aux relations

e(u + 2im, v) = o(u, v),
p(u, v+ 2im) = po(u, v),
) pu + a, v + B) = p(u, v) e,

pu + B, v+ v) = ey, v) eov.
Les deux premiéres conduisent i poser

e(u,v) = Z Zan &t (r et s entiers)

et les suivantes donnent les conditions
Qrs €70488 = 15 . Qps €TBHY = gy o5,

11 suffit donc, pour avoir tous les ars, d’en connaitre 32, par exemple
ceux ‘pour lesquels on a

O<sr<d-—1, O0<ss<d-—1.
Soit d’abord 8 = 1, prenons ago = 1; nous avons
@mo=1, an=awwe*=e%  ag = ayp e* = 3%

rr—ha

-1
aro = ar_10e" M =¢ 2

rr—1)
an = arpeb, ap = ay "B = a9 €27B+Y, g = 2

=+r-\'B+’(s;l) Y

La fonction p(x, v) pour 8 =1 a pour développement
r20 4 2rs| ) u_t S| y.l
Z z ei( +2rsB+s2y) er( 2)+ ( 2)
Si la forme quadratique

o(r, 5) = % (r2a + 2rsB + s2y)

a sa partie réelle négative, I’exponentielle e®:#) tend vers zéro quand r.
et s augmentent indéfiniment et le terme général de p tend vers zéro :
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la série p est convergente. Si cette partie réelle peut devenir positive,
il y a des termes qui ne tendent pas vers zéro et la série p est divergente.
La condition de convergence de la série p(u, v) est

ﬁ%-— auy1 <0, <0,
o, B1, y1 désignant les parties réelles de «, 8,y.

Soit maintenant v+1; posons r = rg + p3, s = so + ¢3. Un calcul
analogue donne les formules .

1
ﬁ{,za_,z —pd2la+ps B
Qrsy == Qrys, € 0 0
7‘80 . roso

qrﬁ+%§[sz—sg—-482hf
Qrs = Qrsy €

1 1 8
— 2, 2 -
rod +2r0s06 + soz‘{) ——(E 720+ 2rsB+52y) e —z—(pa +ay)

=a,-o e

%0
La fonction p(u, v) s’écrit alors

—l—rga rsB+s ru—a— sv—!
p(u,v)=ZZArse”( +2 a+2v)e( 5)+s(v—5)

1 ro 50
—=(r2a+2r s B+s2y) —atv
Ar8 J— ﬂrosoe 250 00 [}] e 2 2

Les coefficients A,s admettent, quant 3 leurs indices, la période 3.
La convergence de la série exige toujours, si § est positif,

BT —auy1<0, a1<0
Un dernier changement linéaire de variables qui remplace u ——;,
V— % par u, v change les fonctions p(u, v) dans les fonctions théta de !

deux variables dont la définition est :

Les fonctions théta de deux variables u et v sont des fonctions entiéres
par rapport a u et v qui sati§font aux relations

O(u -+ 2im, v) = O(u, v + 2in) = O(u, v),
(10) Ou+a,v+p) =e ~oety) O(u, v),

Ou+B vty =e —S(M%) O(u, v).
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En posant

1
(ro+p8)u+(sg+ad)v  —<wlro+8,50+a5)
efoso("’ V= Z Z € e
D q

[ro

p(x, y) = ax? 4+ 2Bxy + vy2, 0< | 50

}<8~—1;

stoute fonction qui satisfait aux équations (10) est une fonction linéaire

et homogéne de ces 3% fonctions. La convergence exige, 8 étant positif,

*que la partie réelle de la forme quadratique o(x, y) soit définie et négative.
3 est ’ordre de ces fonctions.

6. Introduction du diviseur. — Examinons maintenant le cas ou n
est différent de zéro. Prenons comme périodes

2in 0 A =nA+2imn B’ = nB’ + 2imem
0 2in B=nB—2ihr C = nC — 2ibx

Ces périodes sont distinctes, puisque n n’est pas nul, et nous avons les
relations

p(u + A, v + B) = o(u, v) g
o + B, v+ ) = p(u,») &
avec
_ nA A __n(n—1) nAB )
M =mn+ T —_nZi-n:’ P = > (hA + Trc_+mlB)+nC1’
_ nB’ n L, __n(n—1) , , nBC
7\2—m2"+7‘.;——ﬁ3,(12— 3 (B +ET-:—+M2C)+IIC2.

et nous sommes certain que A; et Az ne sont pas nuls.
La relation fondamentale devient, pour les nouvelles périodes,

-2—:; (AC — B B") = 2Mi=, M = np + meh — mls.

v
Multiplions p(u, v) par e o de fagon que AB, soit une période, ce
qui donne les équations

—o, 24 BB — __n A
M + 248 0, v -+ aB2 4+ B =0 (a 4z B )
et faisons la substitution

1 A 2imy
U=—ﬁ(~u—§-v), V=T
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les nouvelles périodes sont

_ 2im a_ZEE 0 B,__AC—BB‘
M "M B ~ MB
472 , 2irn
0 B == — —B‘— 217! == 'ﬁ C
avec la relation § = f’,
La fonction p(u,v) est devenue II(U, V) qui satisfait aux relations
Il (U — Z’ﬁ“ V) = T(U, V.+ 2in) = II(U, V),
a1 MU+ o V+p) =IU,V) ¢ 74
HU+B, VEy=I(U,V) e "
La substitution U = % vV—u, V= ZT;E v donnerait comme qua-
triéme couple
, AC — BB’ . C
B = — 3 v = 2ir B
avec la relation
—MnV+Cq

IO +B8,V+y)=HU,V) e

ce qui montre que M n’est pas nul.
Les fonctions IT(U, V) admettent évidemment la période 2iw, 0; elles
sont donc, parmi les fonctions théta d’ordre § = Mn, celles qui admet-

2ir
tent | S —_—
nt la période M

7. Résumé. — Les résultats fondamentaux suivants sont donc acquis :

L. Etant donnés quatre couples distincts de périodes, c’est-d-dire tels
que I'un d’eux ne soit pas une combinaison linéaire des autres, pour qu’il
existe une fonction méromorphe de deux variables admettant ces périodes,
il faut et il suffit.

10 que les quatre vecteurs représentant ces périodes ne soient pas dans
un plan a trois dimensions de I’espace a quatre dimensions;

20 que quatre couples distincts déduits des couples donnés puissent
se ramener, par une substitution de variables, au tableau

z—l\i; 0 a. B

0 2im B ¥
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ou, plus généralement, que les déterminants déduits du tableau primitif
soient liés par une relation linéaire et homogéne a coefficients entiers;
30 ‘que, si «1,p1,Y1 sont les parties réelles de o,B,y, on ait

[ﬁ -1 <0, ou<O0.

Il. Toute fonction méromorphe quadruplement périodique de deux
variables peut étre représentée, aprés avoir effectué une substitution liné-
aire sur les variables, par le quotient de deux séries entiéres O(u, v) satis-
faisant aux relations de définition de ces fonctions et formées avec le
tableau réduit de périodes.



CHAPITRE III

PROPRIETES FONDAMENTALES DES FONCTIONS ABELIENNES

Les théorémes qui vont &tre démontrés ont leurs analogues bien
connus pour les fonctions elliptiques.

1. Relation algébrique entre trois fonctions. THEOREME I. — Trois
Jonctions abéliennes x, y, z admettant quatre couples communs de périodes
primitives ou non sont liées par une relation algébrique S(x, y, z) = 0.

Nous pouvons toujours supposer que les périodes communes ont été
réduites 3 la forme canonique. Considérons la fonction ax+ By +vyz+ ¢
dont les coefficients sont des constantes arbitraires; c’est une fonc-

tion abélienne aux mémes périodes et elle est égale 4 un quotient

O(u, v . . ax .

@((sz; le dénominateur ®g(u, v) est indépendant des «,B,y,¢; si 8
oLk, '

est son ordre, c’est aussi ’ordre de ®(u, v); on a donc

e O1(u, v) _ Oa(u, v) .= Os(w, v)
T 00w VT 8w T e, )

les quatre fonctions Gy, 01, ®3, O3 sont d’ordre 3.
Soit maintenant a déterminer les coefficients d’un polynome S(x, y, z)

de degré g, premier membre de la relation S(x, y, z) = 0; chacun des
termes de S prend la forme

AGG? B! Og2 @g3. (ap + o1 + a2 + ag = gq),

qui est une fonction théta d’ordre ¢3; toutes ces fonctions s’expriment
a l'aide de ¢232 d’entre elles; d’autre part, le nombre des coefficients
@+D@ —6i_ D@ +3) et ’on peut toujours avoir,
pour g assez grand, (g + 1) (g + 2) (g + 3) > 64232. On obtient donc
au mqins une relation algébrique entre x, y, z.

La démonstration suivante est plus précise.

On doit d’abord supposer que deux des trois fonctions, x et y par
exemple, sont distinctes. S’il n’en est pas ainsi, soit X une fonc¢tion

du polynome est
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auxiliaire distincte de x; si le théoréme est exact, ‘il existe une relation
algébrique entre x, X, y d’une part, entre x, X, z d’autre part, et par
conséquent entre Xx, y, z.

Pour trouver une fonction X, il suffit de prendre ’une des dérivées
partielles de x; supposons en effet que toutes detx soient fonction de x;
la surface £ = u, { = v, ) = x est développable; pour £ = o le plan
tangent est paralléle & une direction fixe, la génératrice est donc paralléle
au plan { = 0 et la surface est, ou bien un cylindre, ou bien un plan;
dans les deux cas, son équation est de la forme

¢ = f(ak + bn + c).

La fonction x(u, v) ne serait donc pas irréductible; et il est bien évident
que 1'une au moins des trois fonctions x, y, z est irréductible. -
On démontrera d’abord un théoréme préliminaire.

THEORBME II. — Les couples u, v définis par x = ¢(u, v), y = Y(u, v)
sont en nombre fini N constant; ce sont des fonctions finies, ne présentant
que des singularités algébriques.

On sait qu’on appelle fonction algébroide de deux variables com-
plexes x et y au voisinage de I’origine une fonction analytique u(x, y)
admettant au voisinage de ce point au plus n déterminations qui vérifient
P’équation

Apu” + Apaqurl + ... 4+ Ag=0.

Les coefficients A; sont des fonctions holomorphes au voisinage de
Porigine; de plus, si u(x, y) reste fini on peut supposer que A, ne s’annule
pas & Forigine et ’on peut le réduire a la valeur un.

On sait aussi que 1’équation P(x, y, u) = O, P étant holomorphe et
nul pour x = y = u = 0, mais non identiquement nul, définit une fonc-
tion u(x, y) algébroide vers x = y = 0 et tendant vers zéro en méme
temps que x et y. Si I’'on a

¥ ¥P 1P 2P

W dwE T ki dky

la fonction u admet k déterminations.
Etudions les fonctions

(]) X = CP(u’ V), y= q}(u’ v)

au voisinage d’un systtme de solutions xo, yo, 4o, vo. Supposons que
pour u = up, v = vp les fonctions ¢ et ¢ ne se présentent pas sous la
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forme —g et qu’elles sont holomorphes; nous pouvons rendre nulles les
valeurs initiales; supposons en outre que les équations ¢(0, v) = (0, v) =0
ne sont pas identiquement vérifiées. Les propositions rappelées plus
haut s’appliquent & I’équation x — @(u, v) = 0 qui définit donc une
fonction v(x,u) a k déterminations données par I’équation

)] vE + Ap-1(x, wvE-L + .. + Ag(x,u) =0
De méme, y — $(u, v) = 0 conduit a
2) vt + Biax, w)vitl 4 .. 4+ Bo(x, u) = 0.

En exprimant que ces équations (2) ont une racine commune, on
obtient

3) H(x, y,u) = 0,

H étant une fonction holomorphe nulle pout x =y = u = 0.

Si H(0, 0, u) est identiquement nulle, les polynomes (2) se réduisent
a4 un seul, on peut prendre u arbitraire, le polynome restant donne la
valeur correspondante de v; il y aurait donc une infinité de couples u, v
satisfaisant 4 ¢ = ¢ = 0; autrement dit, ¢ et  s’annulent le long d’une
courbe v = g(u). .

Ecartant ce cas particulier, ’équation (3) définit une fonction u(x, y)
algébroide 3 m branches; nous supposons, aprés une transformation
§’il y a lieu, que les polynomes (2) n’ont qu’une racine commune; par
conséquent v est une combinaison rationnelle de u et de fonctions holo-
morphes de x et y; dans le domaine de [’origine, nous avons m couples
u, v fonctions algébroides de x, y et ces fonctions peuvent étre prolongées
analytiquement sans présenter de singularités autres que des singularités
algébriques.

Aucun autre couple #, v ne peut devenir infiniment petit pour certaines
valeurs infiniment petites de x, y.

Revenons sur les hypothéses laissées de c¢6té au cours de la démons-
tration. Tout d’abord, si x ou y se présente sous la forme g et a fortiori

si tous deux ont cette forme, 1’équation (3) est vérifiée pour u = 0 par
une infinité de couples x, y et par conséquent H = »*H;. L’examen de
I’équation Hi(x, y, #) = 0 montrera si ¥ = v = 0 est une véritable solu-
tiorr du systéme et donnera son ordre de multiplicité.

Voyons ce qui sepasse si ¢ et ¢ s’annulent le long d’une courbe v=g(u).
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Un changement de variables permet de ramener ce facteur commun
a &tre v1; on a alors

k 1
x1=vi ¢1(u1, v1),  y1=v1 {1 (1, v1)

D(x1, y1)
D(u, v1)
par conséquent, les courbes v = g(u), si elles existent, sont données
par A = 0. Cette équation définit une courbe Cz composée d’un nombre
fini d’arcs qu’on peut poursuivre analytiquement (ainsi que pour une
courbe algébrique). Si x est constant le long d’une portion d’un de ces
arcs, il est constant le long de I’arc tout entier; par conséquent, les
couples xo, yo correspondant au cas particulier d’une fonction v=g(u)
sont en nombre fini : ce sont des couples exceptionnels.
Considérons maintenant deux couples correspondants : wug, vo et
X0, yo, ce dernier n’étant pas exceptionnel; nous pouvons, a partir
de xo, yo, prolonger le couple u, v; il reste partout algébroide et fini;
soit en effet x1, y1 un point ou il n’en est pas ainsi : le couple u, v peut
étre prolongé jusqu’au point xi, y1 et non au-dela; a chaque couple u, v,
faisons correspondre le couple U, V congruent a l’intérieur d’un cer-
tain parallélépipéde de périodes P ayant un sommet & l’origine; x, y
tendant vers x1, y1, U, V tend vers un point M que nous pouvons sup-
poser &tre U = V = 0; nous pouvons aussi supposer, aprés un change-
ment de variables, que x1 = y1 = 0; alors le point limite U=V =0

et le déterminant fonctionnel A = contient v; en facteur;

annule ¢ et ¢ ou bien leur donne la forme g; car, pour U et V voisins

d zéro, o et  sont voisins de zéro. En écartant le'cas d’un couple excep-
tionnel, nous savons que les équations x = (U, V), y = (U, V)
définissent des couples de fonctions algébroides, voisines de zéro, quand x
et y sont eux-mémes voisins de zéro; le couple U, V qui tend vers le
point limite M quand x, y tend vers xj, y1 coincide avec I'un d’eux; il
reste donc algébroide et fini.

D’autre part, on a entre les couples congruents la relation

u=U+ o, v=V + o,

®, o’ étant une période; on voit bien facilement que, si x, y est suffisam-
ment voisin de x1, y1, le couple u, v étant formé de fonctions continues,
la période reste la méme et que, par suite, le couple u, v ne présente,
comme le couple U, V, que des singularités algébriques qui n’interrom-
pent pas son prolongement analytique.
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Il en résulte que le nombre N de couples u, v correspondant 3 un-
couple x, y est constant, car on peut prolonger cha~un de ces couples
dans tout le plan. D’ailleurs ce nombre N est-fini, car, s’il était infini,
ces couples admettraient un point limite uo, vo donnant les valeurs xo, yo
a x, y; et nous savons que dans le voisinage de xo, yo, il existe un nombre
fini de couples u, v correspondant 3 x, y; il y aurait donc contradiction
et N est fini.

Reprenons le théoréme I. Nous venons de voir que les équations
x = ¢(u, v), y = Y(u, v) définissent N couples u, v; la fonction z(x, y)
a donc N déterminations n’ayant que des singularités algébriques.
Soit xg, yo et up, vo deux couples correspondants; au voisinage de uo, vo, 2z
est égal au quotient de deux fonctions holomorphes de u et v; fixons
y = Yo, u et v sont des fonctions réguli¢res de x au voisinage de xo ou
I’admettent comme singularité algébrique; il en est de méme pour z(x, yo).
La fonction z(x, y) est algébrique et satisfait a ’équation S(x, y,z) = 0
ou S est un polynome de degré N en z.

Si les N déterminations de z sont distinctes, S(x, y, z) est irréductible;
mais, si deux déterminations se confondent, S est réductible; il ne peut
d’ailleurs se décomposer en deux polynomes distincts car les détermina-
tions de z formeraient deux cycles distincts, ce qui est impossible d’aprés
la démonstration précédente : S est la puissance pitme d’un polynome
irréductible : p branches de la fonction z demeurent confondues; autre-
ment dit, & un point X, y, z correspondent p couples u, v non congruents.

En particulier, la relation entre

x(u, v), y(u,v), z=x(u+a v+ p),
a, B étant des constantes quelcongues, est irréductible; en effet; soit u;,
n et ug, v2 deux couples non congruents correspondant & un couple x,
y et qui donnent

x( + o, v1 + B) = x(ug + «, v2 + B).
En posant

U=u + a, V=v+4+8
nous avons
x(U, V) =x(U 4+ uzg — u1, V+ va — 1),

ce qui montre que les couples u1, v1 et up, ¥» doivent étre congruents.
2. Surfaces hyperelliptiques. — DEFINITION. - On appelle surface

hyperelliptique une surface pour laquelle les coordonnées d’un point sont
des fonctions abéliennes de deux variables.
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Le nombre de couples u, v correspondant a un point x, y, z est le rang
de la surface.

Le diviseur de la premiére période est le diviseur de la surface.

En supposant le rang égal a4 1, un seul couple u, v correspond a un
point x, y, z; par conséquent, si f#(u, v) est une quatriéme fonction
abélienne, aux mémes périodes, une seule valeur de ¢ correspond a
chaque point x, y, z; t s’exprime donc rationnellemént en x, y, z; il
en résulte que toutes les surfaces hyperelliptiques de rang 1, dont les
coordonnées admettent les mémes périodes, sont des transformées
birationnelles les unes des autres; a un tableau de périodes correspond
une infinité de surfaces, il suffit, pour cela, qu’il existe une fonction
irréductible admettant ces périodes.

3. Degré de la relation entre trois fonctions abélienmes. — Soit a
calculer le nombre de couples u, v corréspondant & wun couple x, y; le
probléme revient a trouver le nombre de zéros communs & deux
fonctions théta de deux variables.

Considérons les fonctions @1(u, v), @2(u, v) d’ordres respectifs m et n
admettant les périodes du tableau

2ir 0 o« B
0 2 B ¥y

et regardons les périodes.a, B, v comme variables; quelles que soient
leurs valeurs, satisfaisant toutefois a la condition B% — 111 < 0, les
fonctions ne cessent pas d’exister et d’avoir le méme nombre de zéros
communs; pour &carter le cas ol le couple x, y serait exceptionnel pour
'une de ces fonctions, il suffit de modifier la variation des périodes.
Faisoiis ainsi tendre « vers 1 + hi, B vers 0, et y vers 1 -+ ki; les fonctions
sont devenues 61(u, v) et 02(x, v). 01(x, v) est le ‘produit d’une fonction
théta de la variable u d’ordre m, admettant les périodes 2im et 1 4 Ai
et d’une fonction théta de la variable v, d’ordre m admettant les
périodes 2irm et 1-+ki; de méme pour 0O2(u, v), ’ordre étant n. Il
est visible que ces fonctions ont 2mn zéros communs.

Deux fonctions théta de deux variables, d’ordres m et n, ont 2mn
z€ros communs.

Pour avoir le degré du polynome S(x, y, 2), il faut déterminer combien
de couples u, v sont indépendants de x, y et leur donnent la forme

forme %; soit ¢ le nombre de ces couples; le' polynome S est de degré
2mn — q

2mn — gq. Si le diviseur de la surface est M, le degré est — M
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4. Théoréme d’addition. — Une "conséquence trés importante du
théoréme L est D’existence d’un théoréme d’addition pour un couple
de fonctions abéliennes.

Si ’on donne.

xo = @(uo, vo),  yo = Y(uo, o), X1 =Q(ur, V1), y1= P(m, v1)
x = @@ + uo, vi + vo), ¥y = Y(ur + uo, v1 + W),

on dit que les fonctions x et y admettent un théoréme d’addition si x
et y sont algébriques en xq, yo et x1, y1.
Le théoréme d’addition résulte immédiatement du théoréme I.

5. Systéme d’intégrales de différentielles totales. — Poursuivant

l’analogie avec les fonctions elliptiques, nous allons démontrer le
théoréme.

TuEoREME III. — Un couple de fonctions abéliennes x,y est défini
par Uinversion d’un systéme de différentielles totales algébriques.
Posons

x1 = ¢(u, v), J1= Yy, v), xw = o(a,B), Yo = 41(% )]
x=0ou+oav+f), y=ddu+ov+p),
U+ o= g(x’ y)’ v+ B = Pl(x, y),

_ % % ¢ dp1
au——adx+aydy, dv = axdx+ P dy,
du et dv forment un systéme de différentielles totales; reste & démontrer
qu’elles sont algébriques.
On a

X = R(xOs Yo, U, V)’ y = Iél(-xo’ Yo, u, V);

les fonctions R et R; sont algébriques en'xp et yo; il en résulte que
dx dx dy
W
briques en x et y et il en est de méme de leurs quatre dérivées par-
tielles, lorsqu’on a remplacé xo et yo par leurs expressions en x et y;
elles contiennent donc x et y algébriquement et peuvent contenir u
et v; mais nous avons éliminé xo et yo, c’est-a-dire « et B, et comme o
et B figurent dans x et y seulement par les combinaisons # - a et v+ 8, u
et v sont éliminés en méme temps que « et B. Ainsi les dérivées particlles
de x et y par rapport a u et v sont fonctions algébriques de x et y; inver-

le sont aussi; d’ailleurs inversement xo et yo sont algé-
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sement, les dérivées partielles de u et v par rapport a x et y sont fonctions
algébriques-de x et y-

D’autre part, # et v ne sont jamais infinies : les intégrales des différen-
tielles du et dv sont donc de premiére espéce, Cest-a-dire de premiére
espéce par rapport a 1’une des variables, ’autre ayant une valeur cons-
tante quelconque.

En résumé, x et y, fonctions abéliennes de u et v, sont définies par 1’in-
version d’un systéme de différentielles totales algébriques

@ { dii = P(xy) dx + Q(xy)dy
dv = Pi(xy) dx + Qu(xy) dy,

et les intégrales de ces différentielles sont de premiére espéce.

Nous pouvons modifier la définition de ce systéme (4); soit z(u, v)
une fonction abélienne aux mémes périodes, toute fonction aux mémes
périodes est rationnelle en x,y,z, en particulier P,Q,P1Qy; d’ailleurs
X, y, z sont liées par I’équation S(x, y, z) = 0, surface de rang 1 appar-
tenant au tableau de- périodes : S(x, y, z) = 0 posséde donc deux inté-
grales de différentielles totales de premiére espéce dont 1’inversion
définit x et y.

Si ’on intégre ces différentielles, la limite inférieure étant fixe et la
limite supérieure variable, les valeurs u et v des intégrales sont fonctions
de la limite supérieure; si, les limites restant fixes, on change le chemin
d’intégration, les valeurs des intégrales ne peuvent différer que de cons-
tantes; or, 4 un systéme Xx, y, z ne correspondent qu’un couple u, v et les
couples congruents; par conséquent, les constantes trouvées sont des
périodes des intégrales : elles découlent de quatre couples de périodes
possédant les propriétés des couples de périodes des fonctions uniformes.

PQl - P].Q#O:

Remarque 1. — On a introduit ci-dessus une fonction z telle que
P, Q, P;, Q1 soient rationnels en x, y, z; il suffit pour cela de poser
z=aP + bQ + cP1 + dQi : z est algébrique en x et y et 4 un systéme
X, y, z correspond un seul systeme P, Q, P, Qq; enfin z est fonction
abélienne. La surface S(x, y,z) = 0 formée avec cette fonction parti-
-culiére z est de rang 1; toute autre fonction aux mémes périodes en est
une transformée birationnelle.

Remarque 11. — On a montré qu’a tout systéme de périodes on peut
adjoindre une surface S qui posséde deux intégrales de premiére espéce.
Elle n’en posséde. pas d’autre; en effet, soit A dx 4 Bdy une autre
différentielle totale; en remplacant x,y,z en u et v, elle devient
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Ay du + By dv; les fonctions A; et By étant méromorphes; ’intégrale d>une
telle différentielle ne peut &tre finie que si ces fonctions sont des constan-
tes et par suite la différentielle proposée n’est pas distincte des différen-
tielles du et dv.

En particulier, un systéme de différentielles totales peut &tre défini
par une fonction abélienne irréductible x = @(u, v) et ses dérivées par-
tielles

ox X

w’ =%

On a alors
du = Pdx + Qdy, dv = Pidx + Qi dy.

Ou bien P, Q, P;; Qi sont rationnels en x, y, z et la propriété est démon-
trée; ou bien P, Q, P1, Q1 sont algébriques. Introduisons alors une nou-
‘velle fonction ¢ liée aux précédentes par ofx, y,z,t) = 0 de degré m
en ¢ et telle que P, Q, P1, Q1 soient rationnels en ¢ : il suffit pour cela
de poser t = aP + bQ + cP1 + dQu.

t est algébrique en x et y; & un couple u, v correspondent m systémes
de valeurs de P, Q, P1, Q: donc m valeurs de ¢; d’autre part, 3 un systéme
P, Q, P1, Q1 correspond une valeur de ¢; et inversement, 3 un systéme
x, y, t correspond un systéme P, Q, Py, Q1; z est donc rationnel en x, y, ¢
et aussi P, Q, P, Qi.

Considérons le systéme d’intégrales

ry2t TYzt
J=f Pax+ Qay, K= P1dx + Qi dy.

Zo¥ %ot 4% %o

Au point x, y, z correspondent m valeurs de ¢ : #, f2, ..., tm, donc m
couples u, v; posons

w=1J =J(x »Ys st t‘)’ vy = K¢ = K(xs ¥z, ti)s
U=wu+u+ ...+ um, V=vwv+wvnt+.. +vn

U et V sont des intégrales de différentielles totales a coefficients ration-
nels en x, p, z; elles ont les mémes périodes que u et v; par suite, en les
.appelant J’ et K’, on a les relations

3 =N + pK + Cte, K’ = AT + p’K + Cte.

Si Mu” — A’w n’est pas nul, la transformation inverse est possible,
les coefficients de J et K sont donc rationnels et m est égal a 1.
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Si Aw” — A’w est nul, nous allons montrer que la fonction x est réduc-
tible. En effet, nous avons

dx = y dw + z dw, dvi = Prdx + Qi dy,
d’otll, en ajoutant les m égalités,
mdx =ydU +zdV, dV==%dx+ Qdy,

T1 et Q; étant rationnels en x, y, z. Si @; n’est pas nul, on peut résoudre
ce systéme en dx, dy; dU et dV sont donc des différentielles distinctes
et nous sommes ramenés au cas précédent; si @; = 0, 1 est fonction
de x seul et I'on a la relation

fﬂ‘ldx = o + K + Cte.

8i 91 =0, on a dV = 0 et il reste seulement I’équation m dx = y dU
et y est fonction de x seul. Dans les deux cas, on a une relation

fﬂx)dx=oc]+{5K + Cte, F(x) = au + v + Cte,

x est donc fonction réductible de u et v.
11 est donc .certain que, si x est irréductible, Ap.’ — A’p. est différent
de zéro et que les coefficients P, Q, P;, Q: sont rationnels en x,y, z



CHAPITRE IV

SUR LES SYSTEMES DE DIFFERENTIELLES TOTALES ALGEBRIQUES DE
PREMIERE ESPECE

1. Sur Pinversion- d’un systéme de différentielles. — Dans ce chapitre
sera démontrée la proposition réciproque de celle qui a fait 'objet du
théoreme III.

L’inversion d’un systéme de différentielles totales algébriques de premiére
espéce ayant quatre couples de périodes distinctes conduit a un couple de
Jfonctions qui s’expriment algébriquement & I’aide de certaines fonctions
abéliennes.

Soit donné le systéme

1) {du=de—|—Qdy,

dv = Pidx + Qudy, PQ —PQ #0.

On rappelle que 1’équation H(x, &) = 0 de degré n en & conduit a

I’intégrale abélienne I = f = £(x) dx qui a n déterminations; en chan-
zI'JEI) I

geant le chemin d’intégration, une de ces déterminations prend des

valeurs qui différent par des constantes; ces constantes sont obtenues

en effectuant Pintégration sur des lacets partant du point initial et

entourant les points singuliers; la combinaison de ces constantes donne

les périodes de I’intégrale I.

Considérons ’intégrale J = fP(x, 7)dx ou y a la valeur constante j;
les périodes de cette intégrale doivent étre indépendantes de j, puisque
nous avons une intégrale de différentielle totale dont les déterminations
différent par des constantes. Réciproquement, supposons que les pério-

desde J = f P(x, 7)dx sont indépendantes de j; la dérivée

2] 2 . .
5 = f b_y dx a des périodes nulles, J est donc une fonction R(x, y)
algébrique ‘en x et y; par conséquent, P(x, y) dx est la premiere partie
d’une différentielle totale.

Revenons maintenant a ’intégrale I, P’inversion de cette intégrale
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va nous permettre de préciser ses périodes. Démontrons d’abord que
la fonction inverse x(u) ne présénte que. des singularités algébriques.
Soit @ une valeur de x, « et u; les valeurs correspondantes de £ et u;
on a

%E
) U—u = f Edx = Ii(x).

La fonction Ij(x) est algébroide pour x = a; par conséquent, cette
équation (2) définit x(u) qui, pour u = u, est algébroide et prend la
valeur a. Soit #p le premier point singulier non algébrique rencontré
en faisant le prolongement analytique de x(u); quand u tend vers uo,
le couple x, £ tend vers le couple ap, «o; mais alors, pour certaines valeurs
de u voisines de uo, le couple x, £ est voisin du couple ao, o : x() est
algébroide et se confond avec la fonction définie par 1’équation

U — Uy = / = E(x)dx.

La fonction inverse x(u) ne présente donc qué des singularités algébri-
ques. '

Il en résulte que les vecteurs périodes ne peuvent avoir méme ligne
d’action : en effet toutes les valeurs de I sont finies et restent dans un
certain champ; si toutes les périodes sont paralléles, I’addition d’un
nombre quelconque de périodes transporte ce champ parallélement
a lui-méme et il y a un domaine que les variations de u n’atteignent pas, -
ce qui est absurde, car, x(¥) n’ayant que des singularités algébriques,
on peut faire décrire a la variable un chemin qui atteint le domaine en
question et, par suite, oh peut faire décrire 4 x le chemin correspondant.
Deux périodes au moins ont donc leur rapport imaginaire. S’il n’y a
que deux périodes, la fonction x(») n’a que n branches, elle est fonction
algébrique de fonctions elliptiques. ‘

Des résultats analogues vont étre établis pour les couples d’intégrales.
Nous nous donnons les fonctions algébriques A(x) et A1(x), et nous intre-
duisons € liée A x par F(x, &) = O et telle que A et h soient rationnels
en x et &. Posons

(3) J = fh(x) dx, K= fh1(x) dx,
u=Jx,8 + I ),
@ { v = K(x, &) + K(», 1),
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Remarquons d’abord qu’il y a des valeurs exceptionnelles, qui lais-
sent u et v constants; elles satisfont a

h(x, &) h(y, m) — h(y, ) ha(x, &) = 0,

mais cette condition n’est pas suffisante; en supposant déterminées ces
valeurs, on les vérifiera par les équations

(5) = (P(X, E)3 n= cPl(x’ g)

qui donnent du = dv = 0.
Par exemple, pour le systéme qui sera étudié plus loin,

dx dy xdx ydy
du = — + —,
“ l£+v) ’ g 7

avec £2 = R(x), 12 = R(y), le polynome R étant de degré inférieur ou
égal 4 5, les valeurs exceptionnelles sont données par

y = X, = -,

En regardant x, £,y,m comme les coordonnées d’un point dans
I’espace Ea, les équations (5) définissent une courbe exceptionnelle
située sur ld multiplicité

F(x, E) = 01 Fl(y, Y)) = 0.

Soient Cj, Ca, ..., les courbes exceptionnelles distinctes, c’est-a-dire
telles qu’on ne puisse passer de I’une i l'autre d’une fagon continue;
le long de la courbe Ci, par exemple, u et v sont déterminés a une période
prés, puisque du et dv sont nuls tout le long de cette courbe; par suite,
lorsque le point x, £, y,n décrit un chemin voisin de Cj, les Valeurs
obtenues pour u et v tendent vers des valeurs limite a et b bien détermi-
nées.

Revenons au systéme (4) en supposant que le point final x, £, y, 7
de l’intégration n’appartient pas a une courbe exceptionnelle; les seconds
membres sont algébroides et ces équations définissent x et y et par suite
aussi £ et  comme fonctions algébroides de u et v.

Les singularités du couple x(u, v), (4, v) ne peuvent €tre que des
singularités algébriques, en dehors des couples exceptionnels. Soit u = a,
v = b une singularité non algébrique; quand u et v tendent vers a et b,
x, €, y,m tendent vers xi, &1, y1,m1; ce point limite ést situé sur une
courbe exceptionnelle, car s’il n’en était pas ainsi, il ne saurait exister
pour ce point de singularité non algébrique ; d’autre part, ces singularités
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sont isolées, car si u et v prennent des valeurs voisines de a et b, nous
savons que le point x, &, y, v tend vers la méme courbe exceptionnelle.

On. pourra toujours, dans le prolongement analytique des fonctions
x(u, v), ¥(u, v) éviter les couples exceptionnels.

II résulte de ces propriétés que les vecteurs périodes de u et v ne peu-
vent étre tous situés dans un méme plan de ’espace E4 en effet, si nous
allons du point xo, yo au point x, y sans franchir les coupures, les modules
des intégrales restent finis; I’ensemble des valeurs du couple u, v est
donc limité et I’addition des périodes le transporte parallélement a
lui-méme; il y aurait donc des portions de I’espace qui ne seraient pas
atteintes par les variables u, v ce qui est contraire au fait que le couple
x(u, v), (u, v) peut étre prolongé dans tout I’espace'en évitant, bien
entendu, les couples exceptionnels.

En particulier, le couple d’intégrales J, K admet au moins quatre
couples de périodes formant un véritable prismatoide.

Nous supposons maintenant que le couple d’intégrales a quatre
couples de périodes et nous allons démontrer que les fonctions inverses
n’ont qu’un nombre fini de déterminations.

En général, 4 un systéme x, &, y, v correspondent un couple u, vet les
couples congruents; par conséquent dans un prismatoide de périodes
il y a un seul couple correspondant au systéme donné; il y a aussi dans
ce domaine un nombre fini de couples exceptionnels a, b. Supposons
qu’a un couple u, v non exceptionnel correspondent »n points x, &, y,7;
comme on peut prolonger ces solutions dans tout l¢ domaine, en évitant
les couples exceptionnels, & tout couple u, v correspondent n points
x, &, ¥,m; en outre ce nombre # est fini; en effet, si ces points sont en
nombre infini, ils admettent un point limite M qu’un changement de
variables raméne i P’origine; en méme temps, on peut ramener le
couple u, v au couple 0, 0. Alors pour certains points x, &, y, v voisins
de M, les intégrales ont des valeurs nulles; le point M n’est pas sur une
courbe exceptionnelle, puisque le couple 0,0 n’est pas exceptionnel;
les intégrales sont nulles pour le point M lui-méme en raison de leur
continuité au voisinage de M; le couple 0,0 ne présente donc aucune
particularité et le nombre n est fini.

Le systéme d’équations (4) définit des fonctions x et y &.un nombre
fini de branches, le méme pour tout couple non exceptionnel; & un
couple exceptionnel correspond une infinité continue de points x, y
situés sur une courbe exceptionnelle.

Soit

6) xt + Ax 14+ Ap=0
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I’équation a laquelle satisfait x(u v); il est impossible que x(u, v) satis-
fasse a une équation de degré moindre; il en résulte que les fonctions Ag
admettent les périodes du couple d’intégrales; en effet une certaine
branche de la fonction x(u, v) admet ces périodes; si les coefficients
ne ’admettaient pas, nous aurions au moins deux équations (6) dis-
tinctes, d’ou1 une équation de degré moindre que 1’équation (6) a laquelle
satisferait la fonction x(u, v).

D’autre part, les fonctions A(u, v) sont uniformes et ne présentent,
comme x et y, que des singularités algébriques en dehors des couples
exceptionnels; ces singularités sont donc des pdles; pour les couples
exceptionnels, x et y sont indéterminés; certaines des fonctions A¢

se présentent donc sous la forme 0

0
Les fonctions Ay, v) sont donc uniformes, méromorphes et admet-
tent quatre couples de périodes; ce sont des fonctions abéliennes, elles
s’expriment algébriquement en fonction de deux d’entre elles. Le
couple x, y est lié algébriquement & deux fonctions abéliennes admettant
les périodes du couple u, v.
En d’autres termes, on peut effectuer une transformation

x=GX,Y), y=G(XY)
telle que le systéme (4) se transforme dans le systéme

du="P dX + Q dY,
dv = P1dX + Qi dY

qui définit des fonctions abéliennes X, Y.
On peut faire, de ces intégrales, deux combinaisons linéaires qui
admettent le systéme canonique de périodes

2in 0 o f 2
0 2z B v Bi — oum1 <O

2. Application du théoréme général. — On connait des intégrales de
premiére espéce a quatre périodes : elles sont formées avec la raeine
carrée d’un polynome du sixiéme ou du cinquiéme degré; en posant

2 — Py(x), elles prennent la forme

dx x dx
g’ g’
On peut trouver des combinaisons

f(l -+ wx)dx f(l’ + w'x) dx
2 ’ E ¢’
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qui admettent les périodes du tableau canonique; par conséquent, le
systéme

dx dy xdx  ydy
7 du =— + =, dv = —/— + ——
M E v 3 7
détermine, par son inversion, des fonctions x(u, v), y(u, v) qui dépendent
algébriquement de fonctions.abéliennes.

En particulier, les fonctions

x+y=Xuv), xy=Y(uv)

sont uniformes' et sont donc des fonctions abéliennes; en effet, une
solution du systéme (7) a un nombre fini de déterminations et n’admet
de singularités algébriques que pour le couple exceptionnel ¥ = o, v =
qui donne x =y, 7= — £, comme on I’a vu plus haut; XetY ne
peuvent cesser d’étre uniformes que dans le voisinage d’une singularité
non polaire; soit ug, vo cette singularité distincte de o, £; x, , &, 7 ont
alors des valeurs déterminées: supposons £ et vy non nuls; si x est différent
de y, nous pouvons tirer de (7)

— = " (dy —
x—y(dv y du), dy x__y(dv x du).

®) dx =

Les coefficients de ces différentielles sont holomorphes, x et y sont
eux-mémes holomorphes, X et Y sont donc uniformes.

Si x = y, nous devons écarter £ = — 7 et conserver & = v); tirons
de (8) les combinaisons
® x—y)(dx—dy)y=E+n)dv+ (& —xdu
(10 (x—y)@x+dy)=E—ndv—(y& —xm)dv

et transformons ces équations en posant (x — y)2 = f;. nous avons

X + 4/t X — 4/t
=T Y=o
€ + n et Y& + xn qui sont symétriques en x et y ne.renferment que X
et ¢ sans aucun radical : ce sont des expressions holomorphes en X et ¢;
dt
2
avons une équation ou +/¢ a disparu; pour la seconde, nous avons

d’autre part, le premier membre de (9) est —; par conséquent, nous

E_-,):Ez__-nz 1 yg_xy)_:yzgz_xz,,z 1
x—y x—y &+7 xX—y x—y Y&+ xm
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qui ne renferment pas 4/7; les équations (9) et (10) définissent donc X
et ¢ comme fonctions holomorphes de u et v; or t = X2 — 4Y; par consé-
quent Y est aussi holomorphe.

Si enfin x est infini, on ‘posera x = 'x—lz et le résultat sera le méme.

1

Supposons maintenant £ nul, x étant égal A une racine que nous
appellerons e1 du polynome P(x); posons x — el = x1; on voit bien
facilement que le nouveau systéme en dxi, dy a ses coefficients holo-
morphes, x1 et y sont donc holomorphes.

Il n’y aurait de difficulté que si I’on avait a la fois £ =% =0 ou
bien x = y = 00. Mais ces combinaisons ne correspondent qu’a des
couples en nombre fini.

En laissant de coté certains couples exceptionnels, les fonctions X
et Y sont donc uniformes, méromorphes, quadruplement périodiques.
En posant

X=x+y, szy, Z=g+'ﬂ,

on définit une surface hyperelliptique; 4 un point X, Y, Z correspon-
dent deux couples x, y symétriques; mais le systéme (7) étant aussi
symétrique, les valeurs de u, v sont les mémes pour ces deux couples
A un point X, Y, Z correspond donc un seul couple u, v.

La surface S(X, Y, Z) = 0 ainsi définie est du quatriéme degré en Z;
c’est une suiface hyperelliptique proprement dite, car la transformation
homographique générale permet de donner A P les racines 0 et 1; il
reste trois racines qui correspondent aux trois nombres «, 8, vy du tableau
canonique.

3. Inversion. — Pour préciser les intégrales du systéme (7), F(x)
étant du cinquiéme degré, nous prendrons comme point initial des
intégrations le point a infini.

Il y a un couple exceptionnel : u = v = 0; en effet si nous intégrons
le long d’une portion quelconque de la courbe exceptionnelle x = y,
-§ = — ), nous obtenons la valeur nulle pour les deux intégrales u et v.

Dans la suite des calculs, la forme des courbes en u, v données
par x = x¢ nous sera utile. Posons

y = X0+ h, = — & + k,
nous avons

an {”=J(xo+h) — T (x0) = hJ"(x0) + ...

v = Ji(xo -+ h) — J1(x0) = h¥{(xo) + ...
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d’ou la relation cherchée

(12) V= XoU + ....
Les courbes x = xo ont une tangente simple a I’origine.
Considérons lafonctionT = (x — a)(y — a) = X — aY + a®= EEZ’:;

c’est une fonction abélienne; elle est égale au quotient de deux fonctions
théta du méme ordre AM et de diviseur M; en particularisant @, on a

_ Oa(u, v)
T Oo(u, V)

_ O, v)

X= Oo(u, v)’

Y

Cherchons les valeurs uo, vo indépendantes de a qui donnent 3 T une
forme indéterminée; cela ne peut avoir lieu que si x et y sont en méme
temps indéterminés, c’est-a-dire pour le couple exceptionnel u = v = 0.
Nous allons chetcher la forme de T au voisinage de ce point en mettant
en évidence les groupes homogenes de ¢ et ¢

T = 00 Y) + Pna(w v) + ...
Yaltt, v) + $nsa(u, v) + ...

La courbe T = Tp a n branches passant par I’origine : toutes ces branches
ont des équations de la forme v = (a + /To)u + ... En effet, u et »
‘tendent vers zéro, x — y tend vers zéro et (x — a)2 tend vers To; & une
branche x ='xp correspond une branche T = To; comme, pour la pre-
Tiére, on a v = Xo# + ..., on a pour la seconde T = To

v=(a+ vTou-+ ...

Alors @n(u, v) — To Ynu(u,v) qui, égalé a zéro, représente I’ensemble
des tangentes a 1’origine a la courbe T = Ty est un i)roduit,d’expres-
sions v — au — +/Tou par une fonction R(To); le radical +/To doit
disparaitre dans le produit;il y a donc deux facteurs conjugués et R(To)
est indépendant de Tp.

Nous avons donc

on — Toyn = C[(v — au)? — Tou?],
on = C(v — au)?, Yn = Cu2,

ce qui donne

Oo=uz+ ..., O =2 4+ ..., O = 2uy + ...,

2
X=v -+ ... Y_2uv+...

ut 4 ) -



SYSTEMES DE DIFFERENTIELLES TOTALES ALGEBRIQUES DE PREMIERE ESPECE 45

Par conséquent, les équations X = X, Y = Y, admettent la racine

quadruple u = v = 0; ainsi le nombre de solutions communes aux
équations

@020, @1:0, ®2=0

est 2hi2M — 4 = 4; il reste a4 choisir entre les deux combinaisons

=1, M=4 et =2, M=1,

qui sont les seules possibles.

Remarquons d’abord que le radical 1/(x — e) (y — e) est une fonction
uniforme de u et v (e désigne une racine du polynome P(x)). En effet,
Z = 4/P(x) + +/P(p) est une fonction uniforme, donc aussi son carré,
donc aussi le produit 4/P(x) 4/P(3); ce produit est égal au quotient
de deux fonctions théta; or P(x) P(y) est un produit d’expressions telles
que (x—e) (y—e) = xy — e(x + y) + €%; d’aprés les expressions de X

et Y, il se met sous la forme O, v) nous avons donc
O3(u, v)
== ouy)  [Ou,v)
\/P(x) PO’) = ¢(u’v) - J@g(u?v)

et par suite
D = eRp2,  OF = eR?

R étant un polynome du deuxi¢me degré en u et v; @ est donc un carré

— R
parfait puisque nous avons 4/Qo= e2 —(:%2'.

0
V062
V8o

Lé dénominateur est une fonction entiére et par suite le numérateur
aussi : ceci va permettre de faire le choix entre les deux combinaisons
de valeurs possibles pour M et A.

Pour M = 4, il y a quatre fonctions distinctes d’ordre 4; deux d’entre

elles doivent étre carrés parfaits, quelles que soient les périodes. Faisons
tendre B vers zéro, ce qui donne le tableau

11 en résulte que /%y est une fonction uniforme : Vxy =

it
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La fonction théta se décompose en un produit dont les facteurs sont
une fonction théta de u d’ordre 4 et une fonction théta'de v d’ordre 1;
celle-ci devrait étre carré parfait, ce qui est impossible, puisque ses zéros
sont simples. Nous sommes donc ramenés i la solution unique : M = 1,
h=2.

En résumé, étant donné le systéme (7). on peut en tirer deux combi-
naisons linéaires, de fagon que les fonctions

X=x+y, Y =xy
soient des fonctions abéliennes, quotients de fonctions théta d’ordre 2
relatives au tableau de périodes

2in 0 o« B

2
0 2w B 4y PTem<0

4. Les 16 fonctions du premier ordre & caractéristiques. — Il s’agit
maintenant de préciser ces fonctions théta d’ordre 2 qui doivent &ire
carrés parfaits

Considérons une fonction 6(u, v) entiére qui satisfait aux relations
O(u + 2im, v) = O(u, v) e,
0(u, v+ 2im) = 0(u, v) e

O(u + o, v+ B) = 01, v) e_("+2_) e,

I (S 4 S

Ou+B,v+y) =0 v)e -+ m
Les quatre nombres », w’, 0, 0’ qui sont égaux a 0 ou 1, forment la
caractérisque de la fonction ﬁui est notée O‘ég (g,l (u, v). Son carré est

une fonction théta du second ordre; ces fonctions sont donc les fonc-
tions cherchées.

Il'y a 16 fonctions de cette sorte, car il y a 16 caractérisques. Nous
connaissons déja le développement de la fonction

al g g ‘ wv) = Z Z e(W+"V) e-}-q:(mm)

On formera de méme

(O]

‘ w'] _ (m+%)u+(n+-02—’)v in(me+ne’) !w(m+'—62;,n‘+—g—‘-)
6[6 e,l(uv)—ZZe e e? :

Pour étudier la parité de ces fonctions; on remarquera que, changer
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u et v de signes revient & changer m + —g—, n+ % de signes; par ce
changement, ¢ n’est pas affecté et

Mo + 16 qoviant eir:(mm+m;;’)—in(w6+m'6')

Par conséquent,

si 0 4 w0’ est pair, la fonction est paire,
si @0 4 0’0’ estimpair, la fonction est impaire.

Les caractéristiques impaires sont celles qui contiennent un seul zéro,
ou bien deux zéros dans une colonne; elles sont au nombre de 6. Il y a
donc 10 fonctions 6 du premier ordre paires et 6 impaires.

5. Zéros des fonctions. — Considérons la période
P = 2pin + qa + q'B, P'=2p’ir + qB + q'y (p.p’, 9,9’ égaux 20 ou 1)
on a, en conséquence des égalités de définition,
6[ 3) 3 l(u + P, v+ P) = O, v) e w9 e hPatabia®

x gmad+ad’ +po +p'e

7

En posant u=-—§, V= —%on en déduit

P P — 3 P’ in(pg+p'q’ +40+q'0’ +pw+p'ew’)

(5 5)=o(-7-3)

— 0 (__ .g. — E)eiﬂ(l’+0)(¢l+m)+(p'+6')(q'+m')—-m0—o.\'8’]
o 2’ 2

Par suite, si

(00 + w0 pair et (p+9)(@+w)+(p'+6) (¢’ +«) impair,
P P
9(7’ ’2")=°
si

(0B + 8’ impair et (p+8)(g+w)+(p'+6) (¢’ + ") pair

P P
o(5.5) o

Autrement dit, chacune des 16 fonctionis 0 s’annule pour six demi-
périodes.
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Chacune de ces demi-périodes est un zéro simple; il suffit de le démon-
trer pour la demi-période nulle. Si une fonction impaire ’admet comme
zéro multiple, I’ordre de ce zéro est 3 au moins; cette fonction et une
autre fonction 6 impaire auraient alors trois zéros communs a I’ori-
gine; d’aprés le théoréme général sur les zéros communs a deux fonc-
tions .0 du premier ordre, ce nombre ne saurait dépasser deux.

- Inversement, si la demi-période est donnée, c’est-a-dire les entiers p, p’,
g,q’, elle annule 6 fonctions 0, celles qui rendent pair ou impair
P +0)(g+ o)+ (p + 0)¢( g9’ + ‘), suivant que w6 4+ w0’ est
impair ou pair.(})

Pour préciser, considérons deux fonctions impaires; elles ont comme
zéro commun la demi-période nulle; ’autre zéro commun ést une demi-
période.

Trois fonctions impaires n’ont qu’un zéro commun : la demi-période
nulle.

Considérons en effet ces trois fonctions 6, 61, 02 et les deux fonctions
abéliennes

0 05
X=F2, y=—6~é

A un couple x, y correspondent huit couples u, v dont certains peuvent
étre fixes; si les trois fonctions 6 ont deux zéros communs, chacun d’eux
compte double; par conséquent, les courbes en u, v

x62 — 62 =0, 92 —02=0
auraient huit points fixes, ce qui est absurde.

6. Relations entre les fonctions. — Chacune des 16 fonctions 0
élevée au carré donne une fonction du deuxi¢me ordre de caractéris-
tique nulle; il y a 4 fonctions distinctes de cette nature, il existe donc
entre les carrés de 5 fonctions 6 une relation linéaire et homogene.

Considérons en particulier le' carré d’une fonction impaire. Les
fonctions ® du second ordre qui s’annulent pour ¥ = v =0 sont

assujetties 3 une relation. Les carrés des fonctions 8 impaires satisfont
a cette relation, par conséquent quatre de ces carrés sont liés par une

(*) Pour toutes les questions qui font intervenir les caractéristiques et les demi-
périodes, on utilisera 1’algorithme introduit par G. Humbert, qui rend en parti-
culier intuitives les propositions présédentes.
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relati.on. Autrement dit, on peut choisir trois carrés 6%, 62, ﬁg en
fonction desquels s’expriment les trois autres sous le forme.

02+ A,624+A,024A,02=0,
(11 02+A'62+A'62+A'02;o,

02+ A6+ A;602 4+ A, 62 =0

Soit 03 et 03 nulles pour u = PT V= %—; on a donc

P,P
(53
2 ({ 2
(5

On obtiendra de méme les autres coefficients.

7. Les formules d’inversion explicitées. — Les 16 fonctions du premier
ordre vont permettre d’effectuer I'inversion du systéme (7).

Nous savons déja que 4/(x — e) (¥ — €) ou e est une racine du poly-
nome P(x) est une fonction uniforme, quotient de deux fonctions théta;
il en est de méme pour

(x—e) (y — &)
(x—ex)(y —ex)’

e; et ey étant deux racines; en effet faisons une transformation homo-
graphique qui rejette ex a I’infini, nous sommes ramenés au cas préce-
dent: le dénominateur dépend de ex et nous pouvons écrire

x—e)(y—e)  _ (x—es) (y= es)
B =..= e \

les dénominateurs étant certaines fonctions théta du second ordre carrés
parfaits; les variables normales sont remplacées par certaines combi-
naisons linéaires de u et v.

En particulier, pour un polynome P(x) du cinquiéme degré admettant
les racines 0 et 1, nous pouvons écrire

1 _xy_(x=DOo—1D_ (=€) —eo
6 6 03 Os

Nous savons déja que 01, 02, 65 admettent la solution commune
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u = v = 0; si donc les variables normales U et V sont liées 4 u et v par
(12) u =AU + pV, v=2aU+4p'V

01, B2, B3 sont des carrés de fonctions impaires et il en-est de méme pour
les autres dénominateurs, car chacun des produits est indéterminé
pour u =v =0,

En rangeant les 6 fonctions impaires 6y, 05, ... 0 dans un certain
ordre, nous pouvons écrire

(13) 1 . Xy (x-"l)(y 1) . (x—"ed) (y—eﬁ)
B(O,V) C,08(0,V) G0,V " C,eum

les C; étant des constantes.
Nous savons que 6%, 62, Og, 02, sont liés par la relation

62+ A, 62+ A, Gg—l-A4 62 =0.
D’autre part, les rapports donnent
C, 02—xy 82=0, C, 02—(x—1)(y—1) 62=
C, 02—(x—e)(y—e,) 83=0,

d’oil, en éliminant x, y, xy la relation
e,(e,—1) 624+ C,(1 — e) 024 Cge, 82 — C,6%2="0.

Par comparaison avec (11), les coefficients Ag, As, A4 ont les expres-
sions suivantes et les coefficients Az, Ag, ... Ai les expressions analogues

G G G

A2 = 8_4’ A3 == - 1_841 A4 = 84(1—84)’

, G , Cs G

W k=-% Mg A qiw
. Co . Cs . Ce

A= MT T AT aiey

Ces 9 équations vont donner Cz, Cs, Cy, Cs, Cé, e, €5, eg & ’aide des A,

c’est-a-dire en fonction des demi-périodes; eq, es, eg sont des fonctions

analythues uniformes et holomorphes de «, B,y dans le domaine

B1 — a1)1 < 0; les C sont des fonctions uniformes dans le méme domaine.
Restent a déterminer A, A’, u, w’. Nous avons

v _ 2uv+... _(v—euP+...
a4 Y*uz—{—...’ x—e)—e)= w4,
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en comparant ces expressions avec celles des limites des rapports

AU+ pV—e AU+ V)2 + ... c, (WU +BVEL ...
AU + pvy2 £ T U F Ve +

30,
% =520,0, B=-'0,0, ea=0 e=l

s, B7 sont des séries analytiques par rapport aux demi-périodes.
Posant C; = ¢;2 nous en déduisons

A —eMU+ W —ew)V _ o, YU+ BsV

AU + nV TaU + BV’
A_w N N w—p N—eh e
1 Pr cexe cafa C303 csPs oy By

Nous avons ainsi les rapports des coefficients sous la forme

B B N o oy —asfy

y _— = —

A o Y o A og azPs — agfs’

Nous avons aussi de nouvelles expressions pour les ¢, ce qui donnerait
des relations entre les séries théta et leurs dérivées partielles.
Il reste & trouver un des quatre coeflicients. Considérons

. (Ca03—C303+01)°—4C30107  F(u, v)
62 (u+opz+..02

(x—y)=(x+y)2—4xy

Les termes de plus bas degl:é de F(u, v) sont certainement du sixiéme
degré, puisque x — y s’annule en méme temps que u et v et que F est
pair. Posons x — y = h et étudions les courbes
P Ppo(u, v) + ...
v+ o3+ .12

Elles présentent a I’origine un point quadruple dont nous allons étudier
une branche.
Posons le, y=y1— car x et y sont infinis pour wu=v=0; les
X1 1
intérgrales J et J; deviennent

zdx__ z, x1 dx
-[., 4 fo Va(d—x)(—

eax(1—esx1)(1—egxy)
[
3 o &

(-
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En développant en série, nous avons

J(x) = xél [% + J, hi(x) = xf 2+ ..

les termes non écrits s’annulent pour x; = 0; d’autre part, y = x — A
donne

=__-_x_1..~= 2 2
»i gy x1+hx1+hx§+...,

d’ou les développements en série

i) = [% + } no)=H2pR+ .1

Le systéme (4) est ainsi remplacé par le suivant

Y I
y=xi [z ot (2 + )]

la détermination de x; est la méme pour u et v et les signes se correspon-
dent dans u et v. Nous allons étudier la branche qui est donnée par
le signe +; son équation est de la forme

3
3u :—Té -+ teey

par tonséquent, I’équation est satisfaite par un développement de cette
nature dont le premier terme est indépendant de k; en remplagant u

v3
par ;o
autrement dit, (%, v) contient le terme — 4_8 Tout revient donc a expri-

3
mer que 0; est de la forme ¢ (u — :_8 4. )

En &crivant le systéme (12) sous la forme

, nous devons donc faire disparaitre un terme du dénominateur;

U= lu+ my, V=1u-+ mv.

nous avons 1’équation

33,0, 0)
a3 . __1~
20, o 48’

6—(0 O)
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ou, en représentant les dérivées troisitmes par des coefficients v,
mdyy + 3m2m’ys + 3mm2ys 4 m’yy + % (g 4+ 1I'B1) = 0.

Les rapports des coefficients /, I/, m, m’, sont déja connus : cette équation
donne m? en fonction des valeurs 4 I’origine des dérivées troisiémes
de 61.

En résumé, nous avons montré que, les racines e; étant rangées dans
‘un ordre quelconque, nous pouvons ranger les 6 fonctions 9; dans un
ordre tel que nous ayons les rapports (13); nous avons en méme temps
déterminé les constantes C et les coefficients A, \’, p, .’ de la substi-
tution qui remplace la variables u, v du systéme (12) par les arguments
normaux U, V.

Nous allons démontrer que ’ordre des fonctions 0; est arbitraire;
écrivons les rapports (13) en mettant au dénominateur les fonctions
formées avec un systéme de périodes donné; nous obtenons des relations
pour déterminer les constantes C;, A, A’, ., p”; ces relations sont toujours
compatibles puisque nous savons que leur résolution est possible
quand o, 8,y sont les périodes d’un systéme d’intégrales hyperellip-
tiques; périodes entre lesquelles n’existe gucune relation.

Mais il faut encore démontrer que les valeurs des e; ainsi obtenues
sont bien toutes les valeurs possibles; supposons que, par une trans-
formation homographique, ey, ez, e3 aient pris les valeurs 0, 1, 00; nous
excluons par cela méme ces trois valeurs pour les autres racines; sup-
posons alors que es, variant seul, ne puisse franchir la valeur e4; les
valeurs voisines sont fonctions de «, B, y et ces fonctions sont holo-
morphes si Bé — a3y1 < 0. Quand ey reste au voisinage de &4, , B,y
varient de facon continue au voisinage de oo, Bo, Yo; inversement
quand «, B, ¥ prennent certaines valeurs au voisinage de ao, Bo, Yo, €4
varie dans le voisinage de =4; e4 prend donc la valeur =4 quand «, 8, v
prennent les valeurs «o, Po, Yo et €4 n’est pas une singularité de ea.

" On peut donc toujours associer de fagon arbitraire les racines et les
fonctions 6(u, v) pour résoudre le probléme de I'inversion.
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