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MÉTHODES MODERNES DTNTÉGRATION 

DES 

ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES 

DU PREMIER ORDRE A UNE FONCTION INCONNUE 

Par M. SALTYKOW, 
Professeur à l'Université de Belgrade. 

INTRODUCTION. 

L'idée fondamentale concernant l'intégration d'une équation aux 
dérivées partielles consiste en la réduction du problème considéré à 
l'intégration des équations différentielles ordinaires auxiliaires [1] . 
Les théories classiques donnent plusieurs méthodes, pour trouver les 
intégrales du système auxiliaire telles, qu'elles permettent de former 
les intégrales requises des équations aux dérivées partielles corres­
pondantes. Ces derniers procédés s'étendent et s'appliquent de même 
aux systèmes d'équations étudiées simultanées. 

En développant les méthodes en question, Jacobi avait créé un 
procédé pour la recherche d'une suite des fonctions que l'on dira 
Jacobiennés [2] . Elles sont calculées, l'une après l'autre, à condition 
de vérifier certaines propriétés d'involution. Si l'on obtenait cepen­
dant des intégrales troublant la marche régulière des calculs, on doit 
alors rejeter ces dernières. 

Les méthodes modernes d'intégration ont ppur but de perfectionner 
les anciennes. Ces nouvelles méthodes permettent d'achever l'inté­
gration dans les cas, où les procédés classiques se heurtaient à des 
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difficultés. On démontre donc, à présent, qu'il est aisé, pour achever 
l'intégration, de profiter des intégrales qui semblaient être inutiles, 
au point de vue classique. 

Le créateur de la méthode classique d'intégration, Jacobi, avait de 
même donné naissance aux idées nouvelles. Grâce à elles nous 
sommes, à présent, en état d'utiliser, pour l'intégration des équations 
aux dérivées partielles en question, chaque intégrale du système 
auxiliaire correspondant quelle qu'elle soit. 

J. Bertrand retrouve, en i852, sous une forme plus développée, 
les bases de la solution du problème considéré, avant que fut publié 
le Mémoire posthume de Jacobi [3] . 

Ensuite, E. Bour y apporta des contributions importantes [4] . 
Enfin, le problème posé par Jacobi fut l'objet des études étendues 

faites par S. Lie. Mais sa solution, étant d'une forme originale, est, 
en même temps, très compliquée. C'est pour cela qu'elle n'a pas reçu 
la propagation aussi étendue que le problème de Jacobi le méritait 
bien. 

Des nouvelles recherches s'imposaient donc sur le même sujet. 
Elles seront développées dans les pages qui vont suivre. 

CHAPITRE 1. 

ÉLÉMENT 1NTÉGRABLE PARTICULIER ET FORMATION DE L'iNTÉGRALE COMPLÈTE 

D'UNE ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

\ . Considérations bibliographiques. — La création de la méthode 
jacobienne des éléments intégraux [5] avait conduit cet illustre auteur 
à l'étude de certains cas particuliers, où les fonctions de sa suite 
s'obtenaient d'une manière particulière quelconque [6] . 

Le cas important concerne la formation des fonctions jacobiennes 
moyennant un ensemble quelconque des intégrales connues des 
caractéristiques qui ne soient pas en involution. 

Pour aborder ce dernier problème, Jacobi se sert de la même idée 
dont il avait profité, en intégrant un système d'équations linéaires 
simultanées [7] . Il s'agit, précisément, de trouver une ou plusieurs 
fonctions des intégrales connues telles qu'elles vérifient les condi-
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tions d'involution exigées par le problème posé. Jacobi avait traité 
de cette manière les problèmes de la Dynamique admettant les 
trois intégrales des aires [8]; il aVait appliqué sa méthode au problème 
des trois corps et à celui de la rotation d'un corps solide, autour d'un 
point fixe. Jacobi trouve immédiatement que la fonction requise 
représente la somme des carrés de premiers membres des intégrales 
considérées. Cette dernière fonction est donc en involution avec les 
intégrales en question. 

Cela étant, Jacobi en tira un important résultat dans VA délit ion [9] 
à son célèbre Mémoire, Sur l'élimination des nœuds dans le pro­
blème des trois corps. On y trouve indiqué que l'ordre de l'intégra­
tion peut être diminué des six unités dans tous les problèmes de-
Mécanique admettant l'intégrale des forces vives et les trois intégrales 
des aires. Le résultat fut ensuite démontré au n° 65 du Mémoire 
Nova Methodus [ 10]. 

J. Bertrand [3] et E. Bour [11] ont réalisé de nouveaux dévelop­
pements importants concernant le problème des trois corps et l'inté­
gration des équations canoniques. 

En reprenant l'œuvre de Jacobi, de J. Bertrand et de E. Bour, 
S. Lie [12] introduit, d'abord, la notion du groupe fonctionnel des 
intégrales; on y entend l'ensemble des intégrales se reproduisant 
par l'application du théorème de Poisson. Enfin, S. Lie avait proposé 
d'appeler fonctions distinguées du groupe les fonctions des inté­
grales de ce dernier qui se trouvent en involution avec toutes les 
intégrales du groupe considéré. Les travaux de J. Bertrand et E. Bour 
ont permis à S. Lie d'étendre les résultats de Jacobi, en formant une 
théorie abstraite des groupes de fonctions. S. Lie avait donné ensuite, 
grâce à cette dernière théorie, la résolution générale du problème en 
question posé par Jacobi. Dans ce but S. Lie profite des transforma­
tions de contact et du problème de Pfaff, en appliquant les formules 
trouvées par Jacobi pour résoudre les équations rattachées à ce 
dernier problème [13]. 

En igo3, N. Saltykow [14] entreprit ses recherches sur le problème 
de Jacobi dont il s'agit. Il en découle une nouvelle solution basée sur 
des principes qui sont intimement liés au sujet même de la théorie 
discutée. On affranchit, ainsi, cette dernière des théories accessoires 
qui n'étaient point essentielles pour le problème posé, comme celle 
de la théorie générale des groupes, des transformations de contact 
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et du problème de Pfaff. Par conséquent la théorie étudiée ne pré­
sente, actuellement, pas plus de difficultés que les méthodes classiques 
de Jacobi ou celle des caractéristiqbes. Ces dernières sont de plus-
perfectionnées par la théorie inventée. On pourrait donc comparer 
l'état créé des choses à celui de l'ancienne époque, où la Méthode 
nouvelle de Jacobi venait de simplifier considérablement le problème 
général d'intégration des équations considérées, en l'émancipant de 
la méthode bien compliquée pfaffienne. 

En effet, introduisons, d'abord, la notion d'un élément inté-
grable [15]. On y entend un ensemble incomplet des intégrales des 
caractéristiques, qui rendent intégrable la différentielle de la 
fonction inconnue. 

h]élément intégral [52] en est un cas particulier, où le nombre; 
des intégrales connues est égal à celui des variables indépendantes. 

Cela étant, l'intégration des équations considérées s'effectue, grâce 
à Vêlement intégrable par une quadrature ou par l'intégration d'une 
équation aux différentielles totales; cette dernière correspond au cas, 
où les équations données contiennent explicitement la fonctions 
inconnue. 

Les formules générales de la solution obtenue, impliquent deux 
cas particuliers limités : celui, de la théorie des caractéristiques et, 
l'autre, du théorème de Jacobi, ainsi que de toutes les généralisations 
connues de ce théorème. 

Quant au calcul d'un élément intégrable, il représente la générali­
sation du procédé de Jacobi pour calculer un élément intégral. 

Enfin, l'avantage des éléments intégrables consiste dans ce, qu'il est 
toujours permis de les introduire, au lieu des éléments intégraux, 
réguliers ou irréguliers. On peut surtout en profiter pour simplifier 
les calculs nécessaires, afin d'intégrer la différentielle de la fonction 
inconnue, soit pour effectuer les éliminations exigées par la théorie. 
Le passage à un élément intégrable se fait en ajoutant à un élément 
intégral une ou plusieurs nouvelles intégrales connues des caracté­
ristiques-

Maïs on est aussi parfois obligé, pour simplifier le calcul, de rem­
placer inversement les éléments intégrables par des éléments intégraux. 
Il suffit, dans ce but, de mettre en évidence les fonctions distinguées 
du groupe engendrant l'élément intégrable considéré. Or, on s'en passe 
de ces dernières fonctions, si l'on applique les éléments intégrables. 
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Les considérations exposées sont d'un fréquent usage pour les 
applications. Nous voulons aussi nous en servir dans les exemples qui 
vont être cités plus bas. 

Enfin, de nouvelles recherches furent entreprises par W . Stekloff, 
M. C. Russyan et M. Th. De Donder. W . Stekloff [16] se base sur 
un nouveau théorème qu'il dit généralisé de Jacobi. Ce dernier 
représente la transformation, à la manière de S. Lie, de l'élément, 
intégrable mentionné plus haut. 

M. C. Russyan [17] approfondit la méthode de S. Lie. 
M. Th. De Donder [18] donne de nouveaux résultats importants 

concernant les équations aux dérivées partielles impliquant explici­
tement la fonction inconnue. 

2. Énoncé du problème. — Considérons une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre à une fonction inconnue z, qui ne figure 
pas explicitement dans l'équation donnée, 

(1) F(3?i, a?ï, , . . , xn,pu p2, . . . , pn)=o, 

vérifiant la condition 
(2) ^ < ° ' 

les variables ps désignant les dérivées partielles du premier ordre 
de z prises respectivement par rapport aux variables indépendantes xs, 
de sorte que l'on ait 

f3) dz = z.lPsdxs 

Supposons que l'équation linéaire correspondante 

(4) ( F , / ) = o, 

les parenthèses désignant celles de Poisson, admette un système 
incomplet d'intégrales distinctes, non en involution, 

(5). F, f, /2, . . . , / w + p - ! ( p < n - i ) . 

Nous dirons que ces dernières intégrales(5) forment unelêment 
intégrable particulier de Véquation donnée ( i ) , si Vexpression (3) 
devient une différentielle exacte, en vertu des intégrales des 
caractéristiques 

(6 ) F = O, / i = G, / 2 = C2, . . .,fn+p—i = Gn+p-i , 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 70. 1 
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Ci, G2, . . . , Gw+p_, désignant « - h p — i constantes arbitraires. 
On va démontrer que, dans l'hypothèse citée, l'intégrale com­

plète de Véquation (i) s'obtient par une quadrature. 

3. Propriété de l'élément intégrable particulier. — Supposons que 
le système (6) soit résoluble par rapport aux variables 

\ 7 ) &n—p+i, #/,—p-+-2, • • •? xn, Ply Plj • ••? Pn, 

leurs valeurs étant définies par les formules 

/gv ( &n—p+j= ? / ( ^ l j ^2j •• . ; Xn—p, C i , C2, •• . , G,n-p—1),. 

( ( 7 = 1 , 2, . . . , p ) , 

/ v ) Ps= Ys(&U X^ "'j&n—p> Ci , C 2 , . - .", G/t+p-i), 

(* = i , 2, . . . , n). 

Désignons par 

(10) z = cpOt, ara, . . . , ar^p-, C l f C2, C / I + p_i) •+- G, 

l'intégrale de la différentielle exacte que devient l'expression (3), en 
vertu des formules (8) et (9), C étant une nouvelle constante arbitraire. 

Il en résulte les identités suivantes : 

P 
( l '> *"^ ê " 2 '-P*' S; ( r = f, a, ,.., n - p), 

représentant la première propriété requise. 

ht. Formation de l'intégrale complète. — Les formules (6) et, de 
l'autre côté, celles (8) et (9) sont algébriquement équivalentes, dans 
un certain domaine de régularité. Il en résulte l'identité suivante : 

( 1 2 ) F ( a ? , , 3?2, . . . , ^ „ _ p , <pi,.ç3s . . . , 9 p , -1^, cp2? . . . 1 yn) = 0 . 

Il est toujours aisé de supposer, sans diminuer la généralité de nos 
considérations, que les équations (8) étaient résolubles par rapport à 
p certaines constantes arbitraires que nous allons désigner par 

( i3) Gn, G/i+i, . . . , G/i+p—i, 

l'inégalité suivante ayant lieu 

04) D ( r — r r )>°-
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Cela étant, écrivons le résultat de la substitution des valeurs ( i3) , 
définies par les équations (8), dans les formules (g) et (10), de la 
manière suivante : 

( i5 ) ps=xPs(xi,xt, ">.,*n, Gi,G2 , . . . , d - i ) ; {5 = 1,2, . . . , n ) , 

(16) z = ^(œux«, . . . , * „ , Ci, C,, . . ., C„_i) H- C. 

La même substitution, dans l'identité (12), la transforme en identité 
nouvelle, comme il suit : 

F(tfi,a?Sj . . . , J7n_p, ^/i-p+l,#,z-p+2 , . . . , # „ , ^ 1 , ^ , . . . , V „ ) = 0. 

Il en résulte que la formule (16) va représenter l'intégrale complète 
de l'équation donnée (1), si les formules (15) et (16) vérifient les con­
ditions suivantes : 

07) Ws=iïTs 0 = i52. . . . , * ) . 

On démontre aisément qu'il suffit de satisfaire seulement aux 
p dernières égalités (17). 

En effet, nous avons, d'après la formation de l'expression (iô), 
l'identité suivante : 

(18) <P(#l, #2, • • - , #n-p, Ci, G2, . . . , Cfl+p-i) 

= W(xu a?., . . . , a?n-p, <et, q>„ . . . , ? p , d , G2, . . . , C n - i ) . 

Il en résulte les identités 

5 5 ; s te)+ K ^ — ) £ <-r = '>*>•••> *-*>> 
les parenthèses désignant le résultat de la substitution des valeurs des 
variables xn-ç-j définies par les p formules (8) . 

Grâce à ces dernières identités, les identités (11) peuvent se mettre 
sous la forme suivante : 

Les identités que l'on vient d'obtenir subsisteront encore quand on 
y attribuera à p constantes (i3) leurs valeurs tirées des équations (8). 
Mais alors les fonctions tyr et ^«+p+/ deviendront respectivement Wr 
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et ,̂¾ -p—y" ; l e s expressions entre parenthèses reprenant leurs valeurs 
primitives, les dernières identités deviennent donc 

les crochets désignant le résultat de la substitution effectuée. 
Cela étant, les identités obtenues (19) démontrent notre assertion, 

car il suffit de satisfaire aux p dernières égalités (17), à savoir : 

dW 
(20) wn-9+}=— (y = i, 1, . . „ ?), 

OJCn -p-t-/ 

pour que les autres n — p conditions (17) soient de même vérifiées. 

5. Conditions nécessaires et suffisantes. — Il s'agit donc à présent, 
pour former l'intégrale complète requise, de satisfaire à p égalités (20). 
Revenons pour cela à l'étude des dérivées de la fonction cp. On a 
immédiatement, grâce à la formule (18), les identités suivantes : 

^ ^ - 1 ( 5 ^ 7 / ) 3£a(5Cl) <* = ' • * - ' » - 0 

<M» 7Ç^-Qé^ (^ = 1 , . 2 , . . . , P ) . 

Supposant que les identités (20) aient lieu, remplaçons dans les 

dernières identités obtenues les dérivées f -3 j parles expressions 

(Wn_p+j) qui signifient les fonctions ^n_p+i/-. 
Cela étant, les identités (21) et (22) deviennent, donc 

/ ox do 4? dyj /dW\ ., . 
<23> dtk-Z*«-^dirk^(dcJ (* = '.*.•••>»-">, 

P 

(24) -^- ^*»-?*J Âr^1—— ° (f* = 1> 2, . . . , p) . 
y - 1 

Désignons par U,- les premiers membres de ces dernières égalités, en 
faisant correspondre l'indice i de W\ à celui de la constante Cj, à 
savoir : 

P 
u '«—5(£—2*' l~P+y SC- 0' = i, 2, . . . , 11 —i, », /i-hi, . . . , n-hp —1). 
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Quant à l'indice supérieur de U'4, il indique la distinction de ces 
dernières fonctions de celles de la théorie des caractéristiques, corres­
pondant à l'hypothèse p = n — i. 

Si la fonction W dépend explicitement de toutes les constantes Ci, 
Co? • • • > CW_M les seconds membres des n — i égalités (21) diffèrent 
de zéro. 

Par conséquent, les formules (23) et (24) démontrent le résultat 
suivant : 

Le déterminant (i4) étant distinct de zéro, les conditions néces­
saires pour que l'équation (16) définisse l'intégrale complète de 
l'équation (1) s'expriment par les formules 

(25) U'A$o, U'n+t/,-! = o (A: = 1,2, . . . , n — 1; JZ = I , 2, . . . , p). 

De même que dans la théorie des caractéristiques, on démontre 
que les conditions (25) sont non seulement nécessaires, mais aussi 
suffisantes. 

Supposons, en effet, que les formules (26) aient lieu et prenons 
en considérations les formules dérivées (21) et (22) qui subsistent 
indépendamment de toute hypothèse. Les différences respectives des 
p identités (22) et des p dernières conditions (26) nous donnent les 
p identités nouvelles 

Il en résulte, grâce à l'inégalité (14)? les p formules requises (17). 
Cela posé, les n — 1 premières inégalités (25) démontrent, en vertu 

des identités (21), que l'intégrale (16) contenant explicitement les 
n constantes arbitraires C,, C2, . . ., Crt_i, C, représente, effective­
ment, l'intégrale complète requise. 

6. Applications. .— Considérons, par exemple, l'équation d'ims-

chenetzky [19] 

(26) (#2/?i + #i/?2)#3 + a(pi —pi)p3 = a. 

Les équations différentielles des caractéristiques admettent deux inté­
grales 

/?? —/?5=Ci, (^1 + ^) ( / )1 + ^ ) = G2, 
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C1 et C2 désignant deux constantes arbitraires. Comme ces dernières 
intégrales ne sont pas en involution, l'on devrait rejeter l'une de ces 
dernières, d'après la théorie d'intégration de Jacobi. 

Mais en nous servant des deux intégrales, on obtient aisément une 
troisième équation intégrale des caractéristiques : 

X\ = P(*l + **) + Cl P EE3 *« J? , 
C 2 

C3 désignant une nouvelle constante arbitraire. 
L'équation donnée et les trois équations intégrales trouvées défi­

nissent bien un élément intégrable particulier 

(27) 473 = ± R , R=v/P(^i + ^2) + G? 

r 2 LC2 a?i + araJ 

2 a ± r t j + ^ ( ^ —a?î)lR. 

^ = P(̂ ! + ^2) 

Il en résulte, par une quadrature, 

C étant une nouvelle constante arbitraire. 
Les trois fonctions U) prennent donc la forme 

C,C3+2a TT, 1 
T J / _ ^2 ^3 ->- * «• TT' — •+• 
u i = nr..r.. » u 2 = — - = * = 

u' - ^ <X9-XA + G - - ( G 2 ^ + 2 ^ R ) _ ^ I o c r ( R - c » y . . 
u 3 _ 2 a ( ^ 2 * 0 + a a C i C i ( i C i + ^ ) + E | iog ^ ^ ^ 

Comme on le voit, les fonctions obtenues ne vérifient pas les condi­
tions (25) que l'on vient d'établir. Or, il suffit d'introduire dans 
l'expression (28) de z, au lieu de de C, une nouvelle constante arbi­
traire G reliée avec C par la formule suivante : 

C = C - / V ^ d s C - G * G ^ a logCt. 
J 2L.3 

Cela étant, la formule (28) devient 

/ x G i / o 2N.4- a i ( R — C 3 ) 2 G , C 3 ± a a . n „, (,9) M = -g- ( * ? - . * ) + ^- l o g ^ ^ ^ — logCn-C. 
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Les fonctions U) correspondantes que nous désignerons par U* 
prennent les valeurs suivantes : 

U J s o , U S s - I o + iogCOdbg^-, 

U î s U ' . d z ^ l o g C t . 

Il résulte de là que l'intégrale complète requise de l'équation (26) 
s'obtient par l'élimination de C1? dans l'équation (29), au moyen de 
l'équation (27), 

, = ^ ( . , - . , ) ( . 1 - ( ¾ ) ^ l o g S ^ S - ^ l o g ^ = 3 + ( 7 , , 
4 a ^3 # 3 — L-3 2 # i - t - # 2 

où nous avons désigné par C'< la constante arbitraire additive 

C C , ± a « g, 
1 2G3 s 2 a 

C2, C3 et C, étant trois constantes arbitraires. 
Si dans la formule (28), au lieu de C, on introduirait une nouvelle 

constante arbitraire C", reliée avec C par la formule suivante : 

G = C"— flJ'2dC%=* C"+ -C,± £ logC„ 
J 2 Li3 

on obtiendrait, d'une manière analogue à la précédente, l'intégrale 
complète de l'équation (26) sous une forme nouvelle : 

1 / \ / o nox aCi ( .Tj + # 2 ) , « 1 # 3 + G3 ^„ 

, = ^ - . , ) ( ^ - ( 3 ) + g j _ C j ' ± 3 - l o 8 i - ^ - + C Î , 

CM C3 et C'J étant trois constantes arbitraires et C'[ désignant la 
valeur constante 

C';^C"+ ^ - logsad . 

On a dû introduire une transformation artificielle pour former l'inté­
grale complète cherchée de l'équation (26). Il nous reste à démontrer 
à présent qu'il est toujours possible de satisfaire aux conditions (25) 
par un choix convenable des constantes arbitraires. 

7. Seconde propriété de l'élément intégrable et application de cette 
dernière. — Pour avoir les propriétés en question, écrivons les équa­
tions différentielles ordinaires des caractéristiques, correspondant à 
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l'équation linéaire (4), à savoir ; 

dx\ _ dx* _ _ dxn _ dpi __ dpz __ _ dpn 

dpi dp-i dp,i dx\ dx* dxn 

Il.en résulte les proportions composées 

P 
dx-

n—p AI—p 

ypidxr y^ 
r=l _ (lXn-p+j _ r=\ _ «/>* 
n - P _ , ^F »-P _ ,. C>F 
^ ^F <*D/ ^ 1 dF dÙs — -r— 

2dd^rdx~r *" -P + > 2jdfrd7r °XS 

r=l r=\ 
(j = i , 2 , . . . , p ; 5 = 1, 2 , . . . , W). 

Or, les numérateurs des deux premières égalités et des deux dernières 
étant identiquement égaux, respectivement en vertu des équations (8) 
et (9) de l'élément intégrable, il s'ensuit les identités requises 

2
n~? d¥^ d^_ _ df 

dPrdxr- dpn-p+j U - ^ 2 , . . . , p ; , 
(3o) 
v y i n-p 

2 dF d<\rs _ dF 
_dprdxr~ dx~s U - ï » « » • • • » *h 

Cela posé, calculons les dérivées partielles des fonctions U't par 
rapport aux variables 

Xi, X%) . . . , # n _ p , 

considérées comme indépendantes, dans les formules (8) et (9) , 

P 

\ ^ r <>C, "^ ^ ^ 7 dddXr/ 
7=1 

(/• = 1, 2 , . . . , Al — p ) . 

dU'i _ à*o P 

eto?r ~~ dCidxr 
7 = 1 

Il est aisé de mettre ces dernières dérivées sous la forme suivante, 
en vertu des identités (11): 

P 

Multipliant les deux membres des égalités écrites respectivement par 
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les dérivées -z— y sommons les résultats obtenus par rapport à l'indics r. 

Il en résulte 
n—p n—p p 

(3i\ V — —' = V — f^; , V / ^ - p + / àQj dtyn-p+j dof\\ 
V } ÂUdprdXr sLàdprYdCi jLà\ dCt dXr dxr dGt ) \ 

r=\ r=\ j=.\ 

Mettons les seconds membres de ces dernières identités (3i), grâce 
aux identités antérieurement obtenues (3o), sous la forme suivante : 

n—p n—p p 

2 dF_ dlV, =-%ç dF_ d^r y / dF Q^/t-P+/ dF ào/\ 

dpr dxr Zà dpr dd "+"Zà \dpn-p+j dCt "*" <te„-p+i dd) 
r==l r=\ j=\ r r 

2 dF do/ ^ dF dtys 

cte„_p+/ dCf ^ZÀ dps dGi ' 

Les seconds membres de ces dernières identités s'annulent, en vertu 
des identités que l'on obtient en différentiant l'identité (12) par 
rapport à chacune des constantes C/. 

Il en résulte donc les identités suivantes : 

n-p 

2 àF d\J\ . . 

dfrdx-r=° ( ' = ! , * , . . . , A + p - l ) . 
r=\ 

Transformons, à présent, ces dernières égalités, en y substituant les 
valeurs des dérivées 

dF dF dF 
—— f -t—y • • • > -, 

dp* dp3 dpn-p 

tirées des équations différentielles des caractéristiques. On obtient, 
grâce à l'hypothèse (2), les équations différentielles 

dU'i v?rfU; dxr dU) 
te^2udx-rdx-^dx-x=° ( ^ 1 , 2 , . . . , z i + p - i ) . 

f—g 

En intégrant ces dernières équations, on a donc, en vertu du sys­
tème (6), les relations 

(32) U / = c ; (t = i, 2 , . . . , n + p—i) , x 

Cj désignant des constantes arbitraires. 

8. Introduction des valeurs initiales des variables. — Si les condi-
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lions (25) n'existent point, introduisons alors, dans les formules (8) , 
(9) et (10), au lieu des constantes arbitraires Ci, C2, . . . , Crt+p_4, C, 
les valeurs initiales des variables fonctionnelles. 

Dans ce but, désignons respectivement par 

x<), J:", . . . , x^p, JTS_P+,, . . . , xfn z*, /?V, pi, ...» P?, 

les valeurs initiales de variables correspondantes 

# 1 , X%, • • • > Xn—. p, JJ/i—p^_i, • ••> «£ftj ^ , /?i> /*•>? . • • ? Prf 

Remarquons que, grâce à la condition (2), la constante/?? s'exprime 
par les autres constantes, moyennant la relation entre les valeurs 
initiales de toutes les variables, définie par l'équation donnée (1). 
Supposons donc que les équations (8) , (9) et (10) transformées 
deviennent 

/ xn-p+i = ^j(x1, xt, . . , , xn-?, ar«, . . . , x%, p92, . . . , />&) 

\ (/ = 1, 2, . . . , p), 
(33) i 

j Ps= 8 j r (# i , #2» • • •} xn—p> X {j . . . , X/n p2, V . , pn) 

{ (* = i, 2, • • • , n), 

(34) ^ = * ( * i , #2, . - . , * « - p , * ? , . . - , atf„ />£, . - . , />£) + *<>, . 

où l'on ne considère que les valeurs initiales 

(35) "arS-p-H, ^2-p+i, • ••, *S, zQ, p9i7 . . . , />° 

comme des constantes arbitraires. 
Quant aux formules (32), elles prennent la forme suivante : 

(36) U;-=Ui° (« = i , a , . . . , it + p - i ) , 

Uj-° désignant la valeur initiale de la fonction UJ. 
Il va sans dire que la première condition requise ( i4) est satisfaite 

par les p premières constantes (35), car on a évidemment 

\ ^> r« ^ / > 

Pour satisfaire aux conditions (25), introduisons, au lieu de s0 , une 
nouvelle constante arbitraire b, reliée avec les autres par la'relation 
suivante : 

n—\ 

(37)' ^ = ^ 2 ^ ^ -
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En posant; 
n—1 

=1 

les fonctions U] deviennent, grâce aux formules (33) et (34) , 

TT' _ à* V f t <>*i 

0 

Par conséquent, les valeurs initiales de ces dernières fonctions, 
dans le domaine de l'intégrabilité considéré, en vertu de la formule (37), 
deviennent 

UJ^ESO, U ' p + * « * î + , 

(fx = i , 2 , . . . , p ; A: = 1, 2, . . . , n — 1). 

9. Théorèmes sur la formation de l'intégrale complète. — Les 
formules obtenues conduisent aux résultats : 

THÉORÈME I. — Le résultat d'élimination des valeurs ^_ p + 1 > 

J?JLp+2, . . ., J?° de l'équation (34), £ft ue/7w afe la formule (3^) et 
de p premières équations .(33), représente l'intégrale complète de 
l'équation (1) SOMS la forme 

z = V(xu x,, . . . , a?„, a?», . . . , a?î_p, /?», /?§, . . . , /?») + ô, 

pi, /?3, . . . , />£, & désignant n constantes arbitraires, à condition 
que x", x\, . . . , Xn-p admettent, dans le domaine considéré, des 
vateurs quelconques constantes, dont les n — p — 1 dernières 
soient distinctes de zéro. 

THÉORÈME II. — Supposons que les p premières équations (33) 
vérifient la condition 

D 
¢ 1 , <*>,, . . . , 4 > p 

,Fn—p+l> Fn—p+2» ' ' "> P n 

Posons dans l'équation (34), a « / ^ H de £°, l'expression sui­
vante : 

n—p—i 

(38) ^ = 6+2^/^-
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L'intégrale complète de l'équation ( i) s'obtient en éliminant les 
valeurs j)n-p+i, Pn-p+21 • • • ? p\de la formule (34), au moyen des 
p premières équations (33), sous la forme suivante : 

z = \(xu x2, . . . , xn, a?î, . . . , a?S_p, a?î_p+„ . . . , a?8, />2> •••> j°^p) + &, 

#2_p+i, ---5 #°? i>2? "-i Pn-pi b désignant n constantes arbitraires ; 
quant aux constantes x% x\, . . ., ocQ

n_9, elles doivent satisfaire 
aux mêmes conditions que dans le cas antérieur. 

THÉORÈME III. — Supposons que les p premières équations (33) 
vérifient la condition 

/ ¢ 1 , <s>2, . . . , * p \ 

lrf+,rt+2,...,rf+PJ>0" 
Substituons dans l'équation (34), au Zi'ew de z°, l'expression 

k—\ ?i—k—p 

Z0=b - h ^ #£+1^(1+1 + ^ #2+p+(y/>J?+p+(T. 
JJL=l ( 7 = 0 

L'intégrale complète de l'équation (1) s'obtient, en éliminant 
tes valeurs p°k+n p2+2? • • •, p^p de la formule (34), au moyen des 
p premières équations (33), sous Informe suivante : 

_ y / x\t ^2? • • •> #n> -^1 > • • • ? xn—p, xn—p+i, . . . , a:,,; \ , 

\ ^ . . . ^ A V ^ ? + P 4 - . ? -.-,/»& / ' 

x j _ p + , , — , a?n» PS» • • • 1 />ïi />î+p+n />*> & désignant n constantes 
arbitraires et x\, x\, . . . , #JJ-p satisfaisant aux mêmes conditions 
que dans les cas antérieurs. 

THÉORÈME IV. — Supposons que les p premières équations (33) 
vérifient la condition 

D / ¢ 1 , . . . , ¢ / , ¢ / + 1 , . . . , ^ + ^ , ^ + ^ + ^ . . . , ^ p \ ^ 

\#/i-p-4-l, • • •, Xn-p+l, /?*+l, • . . , />*+£, />X-p+/+i, . . . , Pn-q/ 

¢ 1 , . . . , ¢ / , ¢/+1, . . . , ¢/+^, ¢/+^+1, 

ô 

Posons 
rt—1 n—p—k-hl—q q 

Z*=b -+-2*!Ul/>ÎM-l + 2 Xk+q+tspl+q+V + ^xl-q+uPn-q+u-
[1=1 o-=i ï /= l 

L'intégrale complète de l'équation (1) s'obtient en éliminant 
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les valeurs 

Xn-p+i, ^n-p-H-2, . . . , 07 / l_p+/, Ph+\, P\+Î, •••> Pk+qi 

Pn-p+l+i, pn-p+l+n, . . . , p%. <t 

de la formule (34), au moyen des p premières équations (33), sous 
la forme suivante : 

Z = v(Xl' X'2' ' " ' Xni *°1' " " , ^ ~ P ' ^ - p + / + i , . . - , œn,\^b 

\ />2, • • • > />A> PÏ+y+i, • • •, rf-p+l, pft-f+ l , • • •, p% J 

contenant n constantes arbitraires, à savoir 

X%-p+l+l, •- . , a?8> i>2, •••, P%, Pn+q+\, . - . , 

/?2-p+/, / > 8 ^ + 1 , . . . , P?i, b, 

les constantes x*\, x\, ..., x„_Q vérifiant les mêmes conditions 
mentionnées plus haut. 

THÉORÈME V. — Supposons que les n H- p — i fonctions U,-
(du n° 4) étant distinctes de zéro, p d'entre elles ne dépendent 
que des constantes arbitraires G,, C2 . . . . , Cn+p__i ; désignons ces 
dernières fonctions par 

U,j , Vn+I; • • •» U/i+p_i , 

Supposons que les fonctions considérées vérifient les conditions 

dVn+l d\J'n+k dU'y > jUj , 
dCn+k dCn+i* dCv.

<dGr' 

les indices i et k prenant toutes les valeurs distinctes, de o à p—i , 
et les indices v et p admettant toutes les valeurs distinctes, de i 
à.n— i. Désignons l'intégrale de la différentielle exacte 

d\] = \]'ndCn-+- U'/H_, ^Gn+i + . . .-+- Un+p_i^Gn+p__i 

par la formule 
U = V(Ci, G2, . . . , Gw+p_i)H- a, 

a étant une constante arbitraire. 
Cela posé, supposons que les p équations (8) soient résolubles 

par rapport à 
G/i, C w + i , . ••> G/a+p—i, 

alors l'intégrale complète de l'équation ( i ) s'obtiendra par Vèli-
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minât ion de ces p dernières valeurs G, au moyen de p équa­
tions (8), de la formule (10), où l'on a introduit, au lieu de C, la 
nouvelle constante arbitraire b qui est définie par la formule 

G = b — Y. 

Il est aisé de voir que le calcul des deux intégrales complètes 
exposé au n° 6, représente une application du dernier théorème que 
l'on vient de citer. 

Quant aux démonstrations des théorèmes énoncés, on les trouvera 
dans le Traité de N. Saltykow Sur la Théorie des équations aux 
dérivées partielles du premier ordre d'une seule fonction 
inconnue [20] . 

CHAPITRE II. 

ÉLÉMENT INTÉGRABLE GÉNÉRAL ET FORMATION DE L'INTÉGRALE GÉNÉRALE 

DES CARACTÉRISTIQUES D^NE ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

10. Énoncé du problème. — Considérons une équation aux déri­
vées partielles 

( i ) F(XY, X2, . . . , Xn,pUpt, ...9 pn) = 0, 

vérifiant la condition 
/ ^ àF ^ 
( 2 ) ôp><*> 
où l'on a posé 

n 

(3) dz=y^psdxs. 

Supposons que l'équation linéaire 

(4) ( F , / ) = o 

admette un système incomplet d'intégrales distinctes, outre F , non 
en involution 

(5) / i , / 2 , . . . , / n + p - i , p<n — 1. 

Par conséquent, le système des équations différentielles ordinaires 
des caractéristiques de l'équation donnée (1) 

(fi\ dx^_dx^_ _ dxn __ dpi _ dpn 
W dF_ ~ ^F dF ~ dF_ " ^ F 

dpi dp-i dpn dxi dxn 



MÉTHODES MODERNES D'INTÉGRATION. 19 

admet n + p intégrales distinctes 

( 7 ) F = a, / i = Ci, / 2 = G 2 , . . . , /„+p_i = Grt+p_i, 

a, C^Ca , . . - , Ca+_p_i désignant n -f- p constantes arbitraires dis­
tinctes. 

Nous dirons que Y ensemble des équations (7) , la constante a 
étant distincte de zéro, forme un élément intégrable général de 
Véquation donnée (1), si la formule (3) devient une différentielle 
exacte, en vertu des équations (7) . 

On a démontré, au chapitre précédent, qu'en supposant a = o, le 
système (7) , définit dans notre hypothèse l'élément intégrable parti­
culier qui donne, moyennant une quadrature, l'intégrale complète 
de l'équation (1). Il en résulte donc, d'après le théorème classique de 
Jacobi, l'intégrale générale du système (6) , rien que par des opéra­
tions de différentiation. 

Le but du présent chapitre est de former l'intégrale générale 
du système (6) , au moyen de l'élément intégrable général (7), 
sans passer par l'intermédiaire de l'intégrale complète men­
tionnée. 

11. Formation des intégrales requises. — Remarquons d'abord 
que, grâce à la forme de la première équation (7), le calcul analogue 
à celui du n° 6 démontre que les équations correspondantes à celles 
de (3â) , du Chapitre I, représenteraient évidemment les intégrales 
requises. 

Or, il est aisé d'obtenir le résultat en question encore d'une autre 
manière. 

Supposons, en effet, que le système (7) nous donne 

/ xn—p+j = Ç/O^lj #2j • • 'i Xn—p, O") G i , G 2 , . . . , Gra+p—1) 

( 8 ) j <y = . , 2 > . . . , p ) , 
i P*= M # i , *si •••> xn-p, a, Ci, G2, . . . , Cn+p-i) 

\ (* = i, 2, . . . , n). 

D'après l'hypothèse introduite, l'intégration de la différentielle 
exacte que devient l'expression (3), grâce aux équations (8) , produit 
l'intégrale 

(9) Z = 0(Xi, Xi9 . . - , J?n-p, <*, Ci, G», . . ., C + p - O + C , 

C désignant une nouvelle constante arbitraire. 
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On a de plus, par des considérations analogues aux précédentes^ 
les identités qui représentent les propriétés de l'élément intégrable 
considéré, à savoir : 

(I0) + '"s£ -H+-^ ' -â : -(̂  = ̂  2>--->*-P)> 
n-p 

Zidprdxr- dpn-p+j U - h 2, --.,?), 

^^F ctys _____ _F __ 
Zidprdxr~ dXs ( ^ - - 1 , 2 , . . . , 7 1 ) . 

_ _ - dpn-p-h/ 

x ' » w — p 
dF àbt dF 

Enfin, la différentiation de l'identité que devient la première équa­
tion (7), en vertu des formules (8) , nous donne des nouvelles iden­
tités : 

, , ^ dF ào,- v âF <fys 
(I2) Zdx^jd+Z^dkr0 (' = ̂ - . » + P-O-

Substituons-y les valeurs des dérivées 

dF dF 
dxn_p+j dpn-•p+j 0Pn—p+j 

(y = 1, 2, . . . , p), 

tirées des identités (11). 
Les identités transformées peuvent être mises sous la forme comme 

il suit : 
n-p p 
^ 1 _F Vd^r TÇ /<*W-P+/ dVj dtyn-p+1 <*?/\ 1 _ 
ZudprldCi Zu\ dCt dxr dxr dCj] 
r=\ ;= l 

( i = I,"2, . . . , Al + p — i ) . 

En vertu des identités (10), que vérifient les fonctions ^r, les der­
nières identités obtenues prennent la forme plus simple 

n-p 
\> dF d$i .. , 

( l 3 ) ZidfrdxZ=° " (» = ' . 3, - . . , n + p — I ) , 
dF dS 

où l'on a posé, pour abréger l'écriture, 

p 

*l--dÔi Zu^'^dCt 
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Il va de soi-même, qu'en posant dans ces dernières fonctions S t la 
constante a égale à zéro, elles deviennent identiques à nos fonctions 
antérieures Uj. 

Or, pour obtenir les n — p — i intégrales qui manquent du sys­
tème (6), transformons les identités (i3,), en y substituant les valeurs 
des dérivées 

dF e)F dF 
dp* ' dpz ' " " ' dpn-p 

tirées des équations différentielles des caractéristiques à intégrer (6). 
On obtient alors les équations différentielles de la forme suivante, 

grâce à l'inégalité (2) : 

n—0 * 
dSi ^ d§t dxr dSt 

dx S d^t dxr d^i _ . _ 

dxr dx\ dx\ ' ' 

En intégrant ces dernières équations aux différentielles exactes, on 
obtient immédiatement les équations intégrales requises 

(14) S , = C; ' ( 1 = 1 , 2, . . . , n-hp — 1). 

Gt désignant de nouvelles constantes arbitraires. 
Avant d'indiquer celles des équations ( i4) qui soient distinctes 

entre elles, exposons une seconde méthode de leur formation. 

12. Seconde démonstration. — Introduisons la fonction suivante 

p 

/=i 

•qui a été formée par N. Saltykow, en 1910 [21] . 
Il est aisé de démontrer [22] que les intégrales requises de 

l'équation linéaire (4), s'expriment moyennant les dérivées par­
tielles de la fonction ( i5) 

dS 
3c, ' 

oà l'on remplacera a, C,, G2, . . . , C«+p_1 par leurs valeurs (5) 
tirées des équations (7) . 

Désignons par des parenthèses le résultat de cette dernière élimi­
nation effectuée. 

MÉMORIAL DBS SC. MATH. — N» 70. 2 
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Grâce aux propriétés des parenthèses de Poisson, à un élément 
composé, l'on obtient aisément 

(F (rt\\-yàF / à'S \ & àF (à9j\ 

' 1 = 1 /=l 

Il s'ensuit que, moyennant les identités (10) et, vu les désignations 
introduites, on a les formules 

/ ^S \ /<%A y / ^ - p + 7 Y (dÎL\ 
\dCldxr)-\dCJ JU\ àCt J \dxr) 

(* = i, 2, . . . , n + p — i ; r = i, 2, . . . , « — p ) . 

Par conséquent, les égalités précédentes deviennent 

/V ^ S N i V v àF W i?'"' W 
[ ' \àCjJ-jLlàXn-p+, \àCj ^Zidpr \dCj 

Y / ^ ' K - P + / \ ^ Ç_F /<____\ 
_ £ j \ 0>G, )AJdpr\dXr/ 
7=1 r = i 

(¢ = 1, 2, . . . , n -+- p — i) . 

En nous reportant aux identités de la première ligne ( n ) , on en 
conclut que les valeurs calculées de dernières parenthèses s'annulent, 
en vertu des identités (12). 

On obtient donc le résultat requis 

( F ' \dGi)) = °' (* = ii 2, . - . , n + p —1). 

13. Intégrales distinctes. — Nous allons, à présent, démontrer 
que parmi les équations (i4)? il n'existe que n — p—1 qui soient 
distinctes et résolubles par rapport aux variables 

(16) x,, XZ, . . . , Xn-p 

définissant les intégrales cherchées des caractéristiques (6). 
Il est aisé, en effet, d'admettre que, grâce à l'hypothèse (2) , les 

p premières et les n — 1 dernières équations du système (8) soient 
résolubles par rapport à 

C i , Go, . . . , C/j+p—i, 
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le déterminant fonctionnel 

\ Ci, G2, . . . , Gp, Gp+i, . . , G^+p-,.1 / 

étant distinct de zéro. 
Ecrivons ce dernier déterminant sous la forme explicite 

dot dop çty,, dtyn-p ^'K-p-4-1 dtyn 
dCi '" dd dd "' ~dôT' dCt •" dQl 
dO\ dOp <ty_ dtyq-p ^ / t - p + i dtyn 

A = dC2 •"• dGt dC2 • - dCz dC2 '" dÔ% 

dOj dOp dty* dtyn-9 d'btl-ÇH-l dtyn 

^Gw+p_i cfG/i+p—i ^G^+p_i ' dGn+p—i ûlCn+p_i dQn-hp—\ 

Les éléments des n — p — i colonnes de ce dernier derterminant, 
depuis la (p -f- i)ïeme colonne jusqu'à la (n — i)lèmes

? se mettent, grâce 
aux formules (10), sous la forme suivante : 

\dtyr___ à'o y / , Po, <*K-p-+-/ dQj\ 
dGt ~ dxrdG, Zj ^ « - P + / ^ r ^ G , àCt dxr) ( 1 7 ) 

7=1 

(r = 2, 3, . . . , n— p; Ï = I , 2, . . . , n- f -p — 1). 

La valeur du déterminant A ne sera pas modifier, si l'on ajoute, 
d'abord, aux éléments considérés des valeurs proportionnelles aux 
éléments des p dernières colonnes du même déterminant, à savoir : 

P 

2 °Vn-p+j d0, 
dCt dXr 

1=1 

Diminuons, ensuite, les mêmes éléments des valeurs proportionnelles 
aux éléments des p premières colonnes du déterminant considéré À : 

P 

S d0, dOn-p-hj 

dGt dxr 

Les éléments (17) de A seront alors remplacés, grâce aux opérations 
effectuées, par les expressions suivantes : 

P 
d*o y / , à*ot d<\>n-çH-j do,\ __ dSt 

dxrdCt Zà VVft_P+/ àXrdCt dxr dCt J ^ dXr 
7=1 

( r = 2 , 3, . . . , n — P; i = i, 2, . . . , n + p— 1). 
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Le déterminant A devient donc 

doi d9p __Si <?St dtyn-p+l dtyn 

dCi ' ' ' dCi dx2 ' ' ' dxn—p dCi ' ' ' dGi 

doi d?p dSt dS2 <*j^--p+i àtyn 

dG2 ' ' ' dG2 dx2 ' ' ' dxn_p dC2 ' ' ' dG2 

do\ dop ^Stt+p-! ^Srt+p_t dtyn-p+i dtyn 

^Cn+p-i dCn+p-i dx2 ' ' ' dxn_p dGn+p—i " ' • dCn+p-i 

Considérons les déterminants mineurs formés avec les éléments 
de n — p — i colonnes, depuis la (p-f-i) i eme colonne jusqu'à la 
(n — _)ierae# Comme le déterminant A est distinct de zéro, l'un au 
moins, de ces derniers mineurs diffère de zéro. 

Il est donc aisé de supposer, pour fixer les idées, sans diminuer la 
généralité de la démonstration, que déterminant mineur, distinct de 
zéro, soit le suivant : 

/ S t , So, . . ., S / t_p_! \ 

\3?«>, Xi, . . . , Xn—p J 

Ce seront alors les n — p — i premières équations (i4) qui sont réso­
lubles par rapport aux variables ( i6) , définissant les n — p — i inté­
grales requises du système (6). 

li. Applications. — Reprenons l'équation d'Imschenetzky (26) 
du n° 6. Le second membre de l'équation donnée étant une cons­
tante, d'ailleurs arbitraire, les fonctions calculées antérieurement 
\J\, U'2, U3 sont respectivement identiques aux fonctions S,, S2, S3. 

Comme les deux premières fonctions représentent des valeurs 
constantes, c'est la troisième fonction U_ qui définit l'intégrale 
requise. Elle se présente sous la forme 

i(x^p\ -+- xtp->) -f- x«p3 

0 
(X2pi -h Xtp*)xt + *(P1—P*)PZ . (^3—Q) 9 __ p , 

"*" Q* ° g Xt + X% "" °J ' ; 

où Ton a posé 
Q s ^ 3 - 2 a ( _ ? 1 - _ j , ) , 

C3 désignant une constante arbitraire. 
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Comme second exemple citons le problème classique surlemouve-^ 
ment d'un corps, d'après la loi de Newton. 

Mettons l'intégrale des forces vives et celles de conservation des 
aires sous la forme, comme il suit : 

F ^ + ^ + ^ - ^ + ^ , 

/ I = Xip2— x2pi = Ci, / 2 = x2pz— xzp2 = G2, 

/ 3 = x^pi — Xips — C3, 

p. désignant la masse du centre attirant, r la distance du corps à ce 
centre, a2, d , C2, C3 étant 4 constantes arbitraires. 

L'élément intégrable est représenté de la manière suivante 

CtXi + C^x2 xz = — 
Ci 

Go (Ci Xt — G3^i)-— Cxçtdz C i# i R 
G7r2 ' 

C3(Co#2— C3 J?j) + Cxi + C^x2^. 
G ^ ' 

Gi(G2^?2 CjOTi) + (C2^?l + 0^x2) R 

Pi 

/>3 = dr2 

o ù l 'on a p o s é 

G9 = G2 + Cl + C_, R =\/— a V 2 - h 2 [ x r — C*, 

, _ ^ ( ^ + ^ ) - ( 0 , ^ , - 0 8 ^ ) 
r - _ G2 

Cela étant, on obtient aisément 

z = C(aro tangw + arc tangt>) + R + - arcs inw + G', 

en désignant 

_ (Cjj+C^+CoÇs^i =
 C 2 ~" V-r 

U~ CCiari ' *~ sjyï — a*C2.r* 

C étant une constante arbitraire additive. 11 en résulte i 

Si = -^- (arc tangw + arc sint>), 
G 

G G G 
S 2 = - ^ ( a r c t a n g w d = a r c s i n p ) - h Q 2 _ ^ Ç _ ? 

o ^1 / * _i_ \ Go G3 
S3=s -̂ - (arctangw + a r c s m p ) — ¢ 2 ^ 7 ^ 2 -
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Par conséquent l'intégrale requise est donnée par la formule 

arc tangw + arc sin v = C\ 

C\ désignant une constante arbitaire. 

CHAPITRE III. 

CALCUL D'UN ÉLÉMENT INTÉGRABLE D'UNE ÉQUATION AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, 

15. Problème généralisé de Jacobi. — Considérons une équation 
aux dérivées partielles 

( 0 F ( ^ l > ^2, . . . , Xn> 01, Pi, . . . , / ? « ) = Q, 

vérifiant la condition 

(*> £ *o, 
àF 

dpi 

et dont l'équation linéaire des caractéristiques 

(3) (F , / ) = o 

admet un système incomplet d'intégrales distinctes, outre F, non en 
involution, 

(4) / l , / 2 , . - . , fr (r< 2/1 — 2). 

Supposons que les parenthèses de Poisson pour chaque couple 
d'intégrales (4) ne donnent que les intégrales (4) de l'équation (3). 

Par conséquent, les dites parenthèses s'expriment de la manière 
suivante : 

( /*>/ / i )^«*A(F, / i , /* , . . . , / r ) , 

les <x.kh désignant les fonctions des intégrales ('4)? pour toutes les 
valeurs distinctes des indices k et h, à partir de 1 jusqu'à r. 

Les fonctions (4) représentent, d'après S. Lie, un groupe d'inté­
grales [23] de l'équation (3). 

Cela étant, en généralisant l'idée de Jacobi [24] S. Lie se propose 
de former, au moyen des intégrales (4), d'autres intégrales de 
l'équation (3), qui soient distinctes entre elles et en involution. 
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Toute fonction des intégrales considérées (4 ) étant de même une 
intégrale de l'équation (3 ) , le problème posé revient à chercher les 
valeurs des fonctions distinctes 

(5) « V F , / , / , , , , . , / r ) (y = 1 , 2 , . . . , r ) , 

vérifiant les conditions 

(6) (**, **) = o, 

les indices, k et h, prenant toutes les valeurs distinctes. 

16. Système résolvant. — La fonction F étant en involution avec 
les autres intégrales du groupe ( 4 ) , les conditions (6 ) deviennent 

/ • 

(7) (**,**) = 2 ^7X ' (** Î = 0' 
où Ton a posé 

( T = l 

Les fonctions ( 5 ) étant distinctes par rapport à toutes les quan­
tités/y, on a l'inégatité 

V f-> ft " •} fr J 
£o. 

Par conséquent, les formules ( 7 ) démontrent qu'il est nécessaire et 
suffisant, pour vérifier les conditions ( 7 ) , de satisfaire aux équations 

(8) X ' ( * A ) S = O (* = I, 2, . . . , r; A = i, 2, . . . , r). 

On en conclut que les fonctions cherchées (5 ) représentent les inté­
grales distinctes des r équations linéaires et homogènes par rapport 

aux /• dérivées -^- 50- = 1 , 2 , . . . , r, de la forme suivante : 

(9) X*(/) = o ( . = 1 , . . . , r), 

Mais ces dernières équations, si elles étaient toutes distinctes, n'admet­
traient aucune solution. 

Donc, pour avoir un nombre quelconque /UL des solutions distinctes, 
il est nécesaire que parmi ces dernières équations (9 ) il n'y en ait 
que r — p qui soient distinctes. Par conséquent le déterminant des 
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coefficients aS9 du système (9), à savoir : 

(10) 

an a12 . . . a l r 

0C>_ 0Co«> . . . ft_r 

doit être identiquement nul, ainsi que tous ses mineurs depuis le 
premier ordre jusqu'à l'ordre p. — 1. Le système (9) prend alors la 
forme suivante : 

(11) X * ( / ) = o (* = i , 2, . . . , r — f i ) . 

Il est aisé de voir que ce dernier système (11) est intégrable, grâce 
à l'identité de Jacobi, et admet bien jjt. intégrales distinctes. 

De plus, ces dernières intégrales, que nous allons désigner par 

(12) ¢ , , ¢ , ¢^, 

étant en involution, d'après leur définition même, sont* encore en 
involution avec chacune des intégrales du groupe (4) . 

Ces dernières intégrales (12) ont été appelées par S. Lie fonctions 
distinguées du groupe (4). 

17. L'ordre du déterminant caractéristique. — Nous démontre­
rons, à présent que la différence entre le nombre des intégrales 
du groupe (4) et celui des fonctions distinguées de ce grouoe est 
un nombre pair. 

Pour le faire voir, remplaçons p. intégrales quelconques du 
groupe (4) par les p. intégrales (12), de telle manière que le nouveau 
groupe obtenu soit engendré par les intégrales distinctes 

Xi3) F , / , , / , , . . . , / ^ , $i, ¢,, . . . ,< ïy 

11 est bien possible de le faire sans diminuer la généralité de nos rai­
sonnements, car il nous est toujours permis de ranger les intégrales 
connues suivant un ordre déterminé quelconque. 

Les équations analogues à celles (11), qui servent dans notre cas 
pour définir les fonctions distinguées du groupe ( i3) , deviennent 

04) 2 a j f ( r ^ = 0 0 = i, 2, . . . , r—(x). 
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Or, le groupe (i3) ne possédant point d'autres fonctions distinguées, 
en dehors de <Dn <&2, . . ., ¢^, le système ( i4) n'admet donc point 
de solutions. Par conséquent, les r — p. équations ( I 4 ) Î linéaires et 
homonèges, par rapport au même nombre /• — p. des dérivées par­
tielles -T^J doivent être toutes distinctes entre elles. Il s'ensuit que le 
déterminant A, formé des coefficients des équations (i4)? diffère de 
zéro : 

A = 

a i l a12 • • • al ,r— \L 

a__ oc<>2 • • • ao,7^—u. 
* 0 . 

Le déterminant A, que nous appellerons caractéristique, est gauche 
symétrique, car on a, moyennant les propriétés des parenthèses de 
Poisson, 

*hk = — *kh', *hh=0. 

Or, on sait qu'un déterminant gauche symétrique d'un ordre impair 
est toujours nul. Donc, si le déterminant gauche symétrique A diffère ' 
de zéro, cela prouve que l'ordre de ce déterminant est pair. Dési­
gnons-le par 2p; d'où l'on a l'égalité suivante : 

( i o ) r— \k = 2 p . 

Le nombre des fonctions du groupe (4) étant r et p, celui des 
fonctions distinguées du%même groupe, la différence de ces deux 
nombres est donc toujours paire, grâce à l'égalité ( i5 ) . 

18. Intégration immédiate par une quadrature. — Les fonctions' 
distinguées (12) peuvent être obtenues par l'intégration du sys­
tème (11). Alors le problème de l'intégration de l'équation (1) revient 
à intégrer le système d'équations linéaires 

(16) ( F , / ) = o, ( ¢ , , / ) = 0 ( i = i, 2, . . . , ix), 

formant un système normal, puisque les fonctions F et <D, sont en 
involution. 

De plus, ce dernier système (16) admet r -\-1 intégrales dis­
tinctes, à savoir F et les (4)-

Supposons, d'abord, que nous nous trouvons dans le cas le plus 
favorable, les dernières intégrales formant un système complet des 



3o SALTYK0W. 

intégrales distinctes du système de sorte que l'on ait 

/- + 1 = 2/2 — ii — r. 

Il en résulte, grâce à l'égalité ( i5 ) , 

(17) r-hi = n~hpy 

c'est-à-dire le nombre (17) des intégrales connues du système (16) 
surpasse n des p unités, 2p représentant l'ordre du détermi­
nant A. 

Les conclusions importantes en déroulent : 
i° Les fonctions F et les (4) représentant, dans l'hypothèse (17), 

un système complet des intégrales distinctes du système linéaire (16), 
les équations 

(18) F = o, /_ = C_, / 2 =G_, . . . , fn+p-l = Crt+p-i 

forment l'intégrale générale des caractéristiques du système d'équa­
tions aux dérivées partielles correspondantes [25]. Il s'ensuit, par 
l'extension de la théorie des caractéristiques (voir la Note à l'Appen­
dice), que l'expression 

n 
dz =^jPsdxs, 

A = l 

devient une différentielle exacte, en vertu des équations (18). Ces 
dernières engendrent donc un élément intégrable de l'équation (1). 

20 On constate, par conséquent, qu'il suffit, pour l'intégration de 
l'équation (1), d'avoir rien que les intégrales (4). Quant aux fonc­
tions distinguées (12), il est seulement indispensable d'établir leur 
existence, pour démontrer que les équations (18) définissaient un 
élément intégrable de l'équation (1). Donc, l'intégration de cette der­
nière s'effectue par une quadrature d'après la théorie des caractéris­
tiques, on bien mo}ennant la théorie du Chapitre I. 

Gela étant, formulons le résultat obtenu de la manière suivante : 

Supposons que l'équation (3) admette un groupe des inté­
grales (4). Si l'ordre de leur déterminant caractéristique A égale 
le double excès du nombre des intégrales connues sur celui des 
variables indépendantes, alors l'intégration de l'équation (1) 
s'achève par une quadrature. 

19. Kéduction de l'intégration à une quadrature. — Considéronsr 
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à présent, le second cas, où les intégrales F et les (4) représentent 
un système incomplet des intégrales du système (16), c'est-à-dire où 
l!on a l'inégalité 

n — \L — p — i > o. 

Pour pousser plus loin le problème de l'intégration de l'équation 
donnée ( i ) , cherchons une nouvelle intégrale du système (16) dont 
on connaît déjà les r-\-i intégrales. 

S. Lie avait démontré qu'il ne fallait pas pour cela, non plus, 
connaître explicitement les valeurs des fonctions distinguées ¢,. Il est 
aisé, en effet, de former un système des p équations équivalent aux 
p dernières équations (16), sans calculer préalablement les fonc­
tions (12). 

Mettons pour cela, les p dernières équations (16), vu les for­
mules (5) , sous la forme suivante : 

r 

(19) ( ¢ , , / ) ^ ^ ( / ^ ) = 0 (1 = 1 , 2 , . . . , 1 0 . 

s = l 

On en tire de plus, grâce aux hypothèses sur les déterminants (10) 
et A, les identités 

2 0<Pj 

*f* 
«*<r= O ( ï = I, 2 , . . . , | i ; CI = I , 2 , . . . , 2 p ) . 

Il en résulte 

( 2 0 ) WS
=~^àf^f ( 1 = 1 , ^ . . . , ^ 1 = 1 , 2 , . . . ^ ) , 

Aj désignant ce que devient le déterminant A', si l'on y remplace les 
éléments de la sième colonne respectivement par les éléments 

«2p-l-/,1> a2p-t-/,2> • • • ? a2p-f-;\*p-

Quant au déterminant A', il est égal à la valeur du déterminant 
caractéristique A et s'obtient de ce dernier, en transposant les lignes 
et les colonnes, à savoir : 

A'= 

a n a2i • • • a m 

a 1 2 OC22 . . . ft/12 

« 1 « a 2 n • • • a / i n 
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La substitution des valeurs obtenues (20) dans les équations (19) 
rend ces dernières 

(2I) 23r^v>(fl = 0 (* = I > 2 > - - - ^ ) , 

où l'on a posé 
2p A' 

V / ( / ) - ( / 2 p + / , / ) - J ^ ( / , / ) (y = i,a, ...>n). 

v=i 

Il est évident que le déterminant fonctionnel 

/ ¢ . , ¢ 0 , . . . , ^ \ 

V/^p+l, /îp-t-^ • • • , /2p+[l / 

est distinct de zéro, car on avait introduit cette hypothèse en rem­
plaçant l'ancien groupe par le groupe ( i3) . Par conséquent, les équa­
tions (21) donnent le nouvean système d'équations équivalentes 

Vy(/) = o (J = h 2, . . . , p), 

qui sont, d'ailleurs, indépendantes des fonctions (12). Le système (16) 
sera donc remplacé par le système équivalent 

(22) ( F , / ) = o, V ; ( / ) = o ( / = 1 ,2 , . . . , { x ) , 

formant un système complet, car il admet toutes les anciennes inté­
grales. 

Cela étant, le problème de la recherche d'une nouvelle intégrale 
du système (16) revient à calculer une intégrale du système équi­
valent (22)» 

Désignons cette dernière intégrale requise par / , + 1 . Supposons 
que l'on soit dans le cas le moins favorable, les parenthèses de 
Poisson formées avec l'intégrale obtenue / r + 1 et les anciennes (4) 
ne donnant pas de nouvelles intégrales. Néanmoins est-il aisé de 
démontrer que ce nouveau groupe admet une fonction distinguée de 
plus, en comparaison avec l'ancien groupe. 

Pour le faire voir, intercalons la fonction fr+\ entre les fonc­
tions (i3), à la suite de l'intégrale f,--^-

Alors le nouveau déterminant caractéristique, qui va remplacer, 
dans le cas considéré, le déterminant A, sera un déterminant gauche 
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symétrique, dont l'ordre est impair. Par conséquent, le déterminant 
en question sera forcément nul, et le nouveau groupe engendre donc 
une fonction distinguée de plus que le groupe primitif (4) . 

Désignons cette nouvelle fonction distinguée par ¢ ^ , . Enjoignant 
au système (16) l'équation 

(¢11+1,/) = 0, 

on obtient un système normal à f x + 2 équations admettant r - f -2 
intégrales connues. Si ces dernières ne forment point un système 
complet des intégrales du système considéré, appliquons à ce sys­
tème obtenu les calculs analogues aux précédents. On obtiendra 
donc, au moins, une nouvelle intégrale de l'équation (3), et ainsi de 
suite. 

Supposons, en restant toujours dans l'hypothèse la moins favo­
rable, que chaque nouvelle intégration effectuée ne donne qu'une 
intégrale 

Le système (16) possédait, au début du calcul, r + i intégrales 
connues en admettant encore des intégrales inconnues au nombre 
de 

2/1 — (p. -+• 1) — (r -+-1) == 2(/1 — (JL — p — 1). 

Par conséquent, en répétant n — p — p — i fois les opérations de 
l'intégration indiquée, on obtient le même nombre de nouvelles inté­
grales de l'équation (3). L'ensemble de toutes les intégrales trouvées 
de cette dernière équation définit un élément intégrable de l'équa­
tion (1). L'intégration de cette équation donnée s'achève donc par 
une quadrature. 

Le résultat obtenu peut être formulé de la manière suivante ; 

Supposons que l'équation (3) admette un groupe des inté­
grales^) à déterminant caractéristique A, où l'on a 

r — n = 2p, n — JJL — p — i > o . 

L'intégration de l'équation donnée (1) s'achève, dans le cas le 
moins favorable, moyennant n — p — p — 1 opérations d'inté­
grations d'ordres respectifs 

2 ( / l — JA—p — I ) , 2(n — [X— p — 2 ) , . . . , 4, 2 

et par une quadrature. 
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Signalons à présentie cas, où le groupe (4) n'implique pas une 
seule fonction distinguée. Il est alors évident que le nombre r doit 
être pair, car le déterminant gauche symétrique correspondant (10) 
ne s'annule point. L'intégration de l'équation ( i ) revient alors à la 
recherche d'une nouvelle intégrale de Féquation linéaire (3) , dont 
on connaît déjà les r + i intégrales distinctes. 

L'ordre des opérations d'intégration, nécessaires pour achever 
l'intégration de l'équation ( i ) , sera donné, dans le cas le moins 
favorable, par les nombres que l'on obtient respectivement, en 
posant p = o dans la suite qui se trouve en bas de la page précédente. 

Les intégrations en question pourraient être effectuées de diffé­
rentes manières. La suivante présenterait quelquefois des avantages. 
Remarquons, en effet, que les intégrales (4) engendrant un groupe, 
les équations 

( / *>/ ) = °> (k = u a. . . . , r) 

sont compatibles. Elles forment donc, à elles-mêmes, ainsi qu'en­
semble avec l'équation (3), un système complet dont F est une inté­
grale connue. Par conséquent, la première intégrale requise s'obtient 
par Tintégration de ce dernier sjstème. 

Il va de soi-même que les considérations exposées sont applicables 
encore dans le cas général, où le groupe (4) possède les p fonctions 
distinguées (12). Alors ces dernières représentent bien les intégrales 
connues du système dont il b'agit. 

La dernière méthode esquissée est intimement liée à la théorie 
des transformations infinitésimales de S. Lie [26] et des formes 
adjointes [27]. Or, nous ne voulons pas entrer dans les détails, en 
renvoyant pour cela aux travaux que l'on vient de citer. 

20. Cas d'un groupe semi-gauche. — Les considérations exposées 
supposent, d'après les conditions formulées au n° 15 de ce chapitre, 
que les intégrales connues (4) formant un groupe ne soient pas en 
involution entre elles, outre F . C'est grâce à cette hypothèse que 
le déterminant (10) et le déterminant caractéristique A représen­
taient des déterminants gauches symétriques. Par conséquent, il 
serait aisé d'appeler gauche le groupe des intégrales (4) jouissant 
des propriétés indiquées. 

Or, il arrive fréquemment dans les applications, qu'une ou plu-
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sieurs paires des intégrales données se trouvent en involution. Dans 
ce cas les éléments conjugués des déterminants considérés, corres­
pondant aux intégrales en involution sont nuls, et les déterminants 
en question ne sont donc plus gauches symétriques. 

Abstraction faite de l'hypothèse, où toutes les intégrales données 
soient en involution, supposons qu'il n'y ait que quelques paires des 
intégrales données, vérifiant cetle dernière condition; on dira alors 
que le groupe considéré des intégrales est semi-gauche. 

On appellera de même semi-gauche le déterminant qui devient, 
dans cette dernière hypothèse, le déterminant (10). 

Nous avons exposé plus haut la théorie générale des groupes 
gauches des intégrales, en considérant le cas le moins favorable pour 
achever l'intégration d'une équation (.1). Il est aisé de voir, à pré­
sent, que les intégrales en involution, s'introduisent dans le cas d'un 
groupe semi-gauche, ne troublent point l'idée générale de la théorie 
étudiée. Ces dernières intégrales ne pourront que modifier Tordre 
et le nombre des intégrations indiquées plus haut. Mais en revanche, 
le groupe semi-gauche des intégrales introduit parfois des circons­
tances favorables pour diminuer les difficultés du calcul. 

Supposons d'abord que l'on ait un groupe des trois intégrales 

(23) / i , / „ / , . 

Le déterminant (10) prend alors la forme suivante : 

D = 

o a__ 0C13 

a_i o <x_3 

<*31 a 3 î O 

= 0 î > i a 3 _ a _ 3 + *31 a12a2.3« 

Si le groupe (23) est gauche, ce dernier déterminant étant gauche 
symétrique d'un ordre impair s'annule identiquement. 

Or, si le groupe (23) est semi-gauche, deux des intégrales au plus 
étant en involution, le déterminant D sera toujours nul, car chacun 
des deux termes représentant la valeur de D s'annule indépendam­
ment de l'autre. 

Par conséquent, dans le cas considéré, le système linéaire corres­
pondant au système (9) se réduit à deux équations. Le groupe (23) 
admet donc toujours une fonction distinguée. 

Considérons ensuite un groupe des quatre intégrales 

(24) A, A, /a> /*• 
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Si ce dernier groupe est gauche, le déterminant (10) correspondant 
devient gauche symétrique d'ordre pair. Si la valeur de ce dernier 
déterminant est distincte de zéro, le groupe considéré (24) n'admet 
point des fonctions distinguées. Or, si le déterminant considéré 
s'annule, on sait que les premiers mineurs de ce déterminant s'annu­
lent de même, et le groupe (24) admettra alors deux fonctions 
distinguées. 

Le groupe des intégrales (24) étant semi-gauche, le déterminant 

O a J 2 «13 «14 

OC21 o oc>3 a.<,\ 

a 3 1 «32 O a 3 4 

»41 a 4 2 OC/,.3 O 

peut bien s'annuler, parfois, ainsi que les mineurs de ce dernier 
déterminant. Dans ces dernières circonstances, le groupe des inté­
grales (24) admettra donc les fonctions distinguées. 

Tout dépend, dans ce cas, du nombre des équations du système (9) 
qui soient distinctes. Les intégrales communes de ces dernières 
équations vont donc représenter les fonctions distinguées du 
groupe (24). 

Les considérations exposées s'étendent d'elles-mêmes à un groupe 
semi-gauche d'un nombre quelconque des intégrales distinctes. 
On démontre aisément que les déterminants semi-gauches d'ordre 
impair sont identiquement nuls, de même que les déterminants 
gauches symétriques. Quant aux opérations nécessaires pour achever 
l'intégration de l'équation (1), elles seront définies par la même 
marche des calculs exposés aux nos 18 et 19. 

Remarquons seulement que le nombre et l'ordre des opérations 
d'intégration en question dépendront, comme toujours, du nombre 
des fonctions distinguées du groupe des intégrales considérées. 

Intégrons, par exemple, l'équation 

/ ? l + ( / ? . + ^3) (/>3H- ^4 ) (i?4"H # 1 ) H- # 2 = « j 

dont les caractéristiques admettent un groupe semi-gauche de quatre 
intégrales 

f1=p2-hx1= C_, fi=pz^-x2= Go, 

/ 3 =pt -+- ocz = G3, / 4 = / > i -f- xK = C 4 , 
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vérifiant les relations 

( / . , / 0 = 1, ( / . , / , ) ^ 0 , ( / , , / 4 ) ^ - 1 , 

( / 0 , / . 0 - 1 ( / 1 , / 4 ) ^ 0 , ( / , , / 0 S I . 

On voit aisément que le déterminant (10) et tous les premiers 
mineurs de ce dernier s'annulent identiquement. Il s'ensuit que 
notre groupe admettant deux fonctions distinguées, engendre un 
élément intégrable de l'équation donnée. L'intégration de cette der­
nière s'achève donc par une quadrature. 

Or, la forme particulière du groupe donné met en évidence les 
fonctions distinguées de ce dernier, et l'on a les trois intégrales en 
involution, à savoir : 

/ i ? / + / 4 , / 3 . 

Par conséquent l'élément intégrable est à remplacer par l'élément 
intégral correspondant. Il en résulte immédiatement, par une qua­
drature, l'intégrale complète requise 

« = — (#1 #2-+-#3#4) -f- Cr_-f- CiX2-h C^Xi, 

-x-(C\'—a\ C djXs—Xj) 
^ V ( ^ - ^ - H C . - C a K ^ - ^ O — C.Ca-t-i ' 

C , Ci, C3 et C désignant les quatre constantes arbitraires. 

21. Applications. — Considérons une équation aux dérivées par­
tielles à trois variables indépendantes de la forme générale 

(25) F (xu x*, xA, pi,p*, p-i) = o. 

Supposons que l'équation linéaire correspondante 

( ^ / ) = o 

admette, outre F, encore trois intégrales non en involution 

/ 1 , fi / 3 , 
formant un groupe. 

Il est aisé de démontrer que les quatre intégrales citées engendrent 
un élément intégrable de l'équation considérée (25). 

Le déterminant (10) devient, en effet, dans notre cas, 

a u o a>3 

a 3 1 a J 2 ° 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — N° 70. 
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Ce dernier déterminant s'annule identiquement, car il est gaache 
symétrique et d'un ordre impair. Quant au mineur À de ce dernier 
déterminant, il devient 

o a_, 
A ES 

OC*! O 

On a donc, dans ce cas considéré, les relations 

» = 3, [i = i, p = i . 

Par conséquent les conditions du théorème de n° 18 sont vérifiées; 
et l'intégration de l'équation (23), dans l'hypothèse considérée, 
s'effectue par une quadrature. 

Prenons, par exemple, l'équation 

( 2 6 ) Pi-+-(x1-^p2)(x2-+-p3)-+-x3= o: 

Les équatious différentielles des caractéristiques pour cette dernière 
équation, admettent les trois intégrales évidentes : 

fi=P3-+-Xi= d , f2 = pc>-hxs= C,, f3=(p3-+-x2 — i)eP*= G3. 

Ces trois intégrales forment bien un groupe semi-gauche, car on a 
les relations suivantes : 

( / , / 2 ) ^ 1 , ( / i , / 0 * ( / 2 , / 3 ) - = - / 3 . 

L'ensemble de l'équation donnée (26), de la première et de la troi­
sième intégrale forme bien un élément intégral irrégulier. Or, au 
lieu d'appliquer la théorie de ces derniers éléments, il est aisé de pro­
fiter de celle des éléments intégrables que l'on étudie ici. 

Les conditions mentionnées plus haut sont, effectivement, vérifiées 
dans le cas considéré, le déterminant caractéristique prenant la 
valeur 

L'équation donnée ( 26) admet donc l'élément intégrable : 

(27) x2= xi-h C':îe*i— C i - b i , 

pl=: G'3(^3— # 1 — G o ) e r i — X y — C 2 , p2=C, — xs, /?3=Gi—a?i , 

la nouvelle constante arbitraire C3 désignant le produit C3e~Cl. 
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Il em résulte par quadrature 

(*8) z—— (1 xx-£ xA a?i—Cj(art —i)cïi-îHGiar3-+-G, 

C étant la constante arbitraire additive. Si on lui attribue l'expressàoia 
suivante 

C s — d C + G', 

C étant la nouvelle constante arbitraire, on obtient immédiatement 
les valeurs suivantes pour les fonctions caractéristiques de l'élément 
intégrable considéré 

h\ = o , U_ =s— d , U'g ==(a?3 — xv— C2-4-ï)e't'1. 

En éliminant C, des formules (27) et (28), on obtient donc l'inté­
grale complète de l'équation (26) sous la forme suivante : 

s = — ( —l -+- G« j tfj-h CA(xô—xx— Go- i - i )e r i+^«,(Go — ^ 3 ) H - C " , 

où l'on a posé C" == C — C2 , C2J C'.{ et C" désignant trois constantes 
arbitraires. 

Observons encore que, l'équation donnée (26) étant résolue par 
rapport à l'une des dérivées, dans ce cas, les fonctions U'( et S, coïn­
cident respectivement. Par conséquent, la troisième fonction U'3 sert 
à définir la quatrième intégrale des caractéristiques pour l'équation 
donnée (26). 

On n'a pas fait, jusqu'à présent, beaucoup d'applications du pro­
blème de Jacobi que nous étudions, vu la solution très compliquée 
que lui avait donnée S. Lie. 

Il faut bien citer les recherches de S. Lie [28] et de A. Mayer [29] 
sur les problèmes de la mécanique céleste et de la dynamique analy­
tique. Us ont cherché à généraliser les résultats, dont est parti Jacobi, 
en inaugurant son problème [30]. 

Enfin, M. E. Laura [31] avait profité de la théorie des groupes des 
intégrales pour étudier le mouvement des tourbillons rectilignes 
parallèles dans un liquide-incompressible indéfini. 

Ensuite, M. E. Goursat avait profité de la théorie des groupes 
dans ses recherches sur la théorie des équations aux dérivées 
partielles du second ordre [32] . 

M. Erik Englund, reprenant les anciennes recherches de J. Ber-
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trand [3] , avait étudié les invariants différentiels du problème des 
trois corps [33]. 

Dernièrement M. D. Michnevitch vient d'appliquer la théorie des 
groupes, pour résoudre le problème qu'il pose sur la structure des 
équations aux dérivées partielles du- premier ordre à une fonction 
inconnue [34] . 

CHAPITRE IV. 

ÉLÉMENTS INTÉGRABLKS D'UN SYSTÈME D'ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES. 

22. Définitions des éléments intégrables. — Considérons un 
système de m équations, aux dérivées partielles du premier ordre 
d'une seule fonction inconnue, en involution 

( i ) Fk(xh x», ...,xn,pupt, . . . , / > n ) = o, (* = i, 2, . . . , m) , 

le déterminant fonctionnel 

(2) p / F 1 ; F2, . . . ,F„A 
\Pl,P->, •• -, PmJ 

ne s annulant pas. 
Formons le système linéaire en involution 

<3) ( F * , / ) = o, (* = i, 2, . . . , m) 

et les équations aux dérivées partielles des caractéristiques de notre 
système (i) : 

/ m • m 
V V dFk dxm+j = dFk yp 0F/t dp, _ dFjt 

(4) / Zàdpr dxr ~ dpm+j* Zddpr dxr~ dxs' 

( ( / = ", 2, . . . , /i — m ; s = i, a, . . . , /i; A = i, a, . . . , m). 

Supposons que le système linéaire (3) admette un système incom­
plet d'intégrales distinctes 

(5) Fi, F2, . . . , F/w, / , , / , , . . . , ftl+p~m (p<n — m). 

Nous dirons que ces dernières intégrales (5) forment un élé­
ment intégrable particulier du système ( i ) , si l'expression 

(6) dz = ^ / ^ dXs 
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devient une différentielle exacte, ^en vertu des intégrales des 
caractéristiques 

c F i = o , F 9 =o , . . . , F m = o , 
( / i — Ci, fi = C2, . . . , Fw+p_w = Cw+p-m, 

Ci, C 2 , . . . C / i+p_m désignant n-\-p — m constantes arbitraires. 
On va démontrer que l'intégrale complète du système (i) dans 

l'hypothèse citée s'obtient par une quadrature. 
Mais, si Vexpression (6) devient une différentielle exacte, moyen­

nant les intégrales des caractéristiques 

(8) ( F i = a , , F _ = n , , . . . , F m = a m , 

( y l — ^ l , / ° — C>, •••» //i-t-p—m = GW4_p—m, 

a,, a2 î . . •, «m, C,, Co, . . ., C,i+p_m étant n -f- p constantes arbi­
traires, ce dernier système (8) es£ ^to élément intégrable général 
du système normal ( i ) ; e£ /'o/i démontrera que l'intégrale géné­
rale des caractéristiques s'obtient, moyennant l'élément (S), par 
une quadrature, sans passe/- par l'intermédiaire de l'intégrale 
complète du système ( i ) . 

23. Propriétés des éléments intégrables. — En considérant, 
d'abord, l'élément intégrable (7) , supposons que, grâce à l'hypothèse 
faite sur le déterminant (2), les équations (7) donnent 

( xn-p+j= ?j(*i, **, ••-, #/i-p, Ci, Cs, ..., C + p - , 0 (y = 1,2, ..., p). 
I /?j= <M#i, ^ , ••-, #/i-p, Ci, C>, . . . , C+p-.,,,) (5 = 1, 2, . . . , /i.). 

Soit 

(10) z = o(xi,x2, . . . , a?„_p, C,, Co, . . . , C„+p_m)-h G 

l'intégrale de la différentielle exacte que devient l'expression (6) , au 
moyen des formules (9) , C désignant une constante arbitraire addi-
tive. 

La première propriété de l'élément considéré (7) s'exprime par les 
identités suivantes : 

P 

(II) ~*'sâ~2*"-^'&* e = i,»,-,»-p)-
7 = 1 

Les formules (9), (10) e t ( n ) s'étendent, d'une manière analogue, 
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sur les éléments intégrables généranx. Mais, alors, les formules cor­
respondantes se distinguent de ces dernières par l'intervention <des 
constantes a i ? a», . . ., am qui doivent figurer dans les nouvelles for­
mules en question. 

24. Formation de l'intégrale complète, moyennant un élément 
intégrable particulier. — Remarquons, en premier lieu, que les for­
mules (9) vérifient identiquemeut les équations à intégrer (1). 

Cela étant, étudions, s'il est possible d'éliminer des n dernières 
équations (9) et de la formule (10), moyennant les p premières équa­
tions (9), p constantes quelconques parmi les CCT, de telle manière que 
les expressions obtenues pour les ps soient les dérivées partielles du 
premier ordre de la valeur obtenue pour z. 

Supposons, pour fixer les idées, que le déterminant fonctionnel 

<"> P ( c * ' 9„ - , fP N 

soit distinct de zéro. 
Ecrivons le résultat de la substitution des valeurs 

tirées des p premières équations (9), dans les autres équations (g )c t 
dans la formule (10), sous la forme 

03) j ^ = W ^ , r i ' x^ ••*' Xn-> Cl> G"' •'•' G«-'«) ( 5 = I
5

 2, ••-, * ) , 
( z =W(xu x,, . . . , xn, C,, C , . . . , C„_m) + C. 

La dernière équation ( i3 ) va représenter l'intégrale complète 
requise du système (1), si les formules ( i3) vérifient les conditions. 

<l4> , ^ = £ (« = !,», ...,»). 
On démontre aisément, de la même manière, que dans le cas d'une 

équation (voir p. 7), qu'il suffit de satisfaire seulement aux p der­
nières égalités ( I 4 ) Î les n — p premières étant leur conséquence 
immédiate. 

25. Conditions nécessaires et suffisantes. — On a l'identité sui-
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vante découlant de la formule (10) et de la dernière équation (*3) : 

<p(a?i, x^ . . . , a?/i_p, Ci , C , . . . , G/,_ / l H-p) 

= *?(#_, a-,, . . . , a?„_p, <p_, ? , , . . . , <pp, d , C, . . . , C„-ro). 

Il s'ensuit les identités nouvelles 

( i 5 ) 

V^ ( àW \ do, / à W \ 
L\àx—jMA^{KTj (* = i, * , • - . , * - « ) , ' 

~ZJ Kdx' JTir—'— ^ ° ( t * ^ 1 * 2> •••> P)-d\^n—?n+\i. f^ XU^n—p-h, / a^n—m-h\L 

Les égalités obtenues ( i5) ne se distinguent de (21) et (22) 
(voir p. 8) que par le nombre de formules de la première ligne-

Gela résulte de ce que les nombres de constantes arbitraires sont 
distincts dans les deux cas étudiés. Or, il est évident que les considé­
rations, analogues à celles exposées au premier Chapitre (voir p. 9), 
démontrent de même, dans le cas actuel du système normal (1), le 
théorème suivant : 

Le déterminant ( 12) étant distinct de zéro, les conditions néces­
saires et suffisantes pour que la dernière formule ( i3) définisse 
l'intégrale complète du système (1) s'expriment de la manière 
suivante : 

(16) U/ ,^0, U^_m+{JL=o (k = 1, 2, . . . , n — m, JJL = 1, 2, . . . , p), 

où l'on a posé -
p 

Vg=adCt^2d^n'^âCi' 
/ = 1 

26. Seconde propriété de l'élément intégrable particulier. — 
Les dernières fonctions caractéristiques de l'élément intégrable 
particulier, que l'on vient d'introduire, jouissent d'une remarquable 
propriété qui va être exposée. 

Le calcul analogue à celui du n° 6 (Chapitre I) donne, grâce aux 
identités (11), les m égalités suivantes : 

(in\ " V ^ A ^Hi - V î ^ A r ^ - 4 - V (àA^2±l ÏÏL ^"-P+Z â_9l\ 
K 1 ) Zddpr dxr ~~Zjdpr d C i Z è \ dCt dxr dxr dCj 

r = i r = l L / = 1 
(k = I, 2, . . . , m). 
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Or, les équations différentielles des caractéristiques (4), en gêné-» 

ralisant les considérations du n° 7 (au Chapitre I), donnent, grâce 

à l'élément intégrable (9), les identités 

n—p n—p 
y àFk % ___ dF/, y (7F* dfo _ dFk 

Jmâdpr dxr dpn—p+j' 'Zàdpr dxr~ dxs 
r—i r—\ ' ;.. . 

(y = 1 , 2, . . . , p ; s = 1, 2, . . ., /1.; #= '1 , 2, . . . , m). 

Grâce à ces dernières identités, transformons les seconds membres 

des identités (17), en les mettant sous la forme suivante : 

n-p 
ydjh âlïi = ^ dFk d^r _ ^ f dFk ^/»-p+/ , d¥k dyf 
Zàdpr ~"~ dpr dxp Addpr dCt .jLd\dpn-p+J dCt '• dxfl-p+jdGi 

( 1 8 ) 

. V àFfc à?j } ^dFk (%;- / , _ .-.-..-
-Zà-dXn-t+idùi 'Zj^dÔl ( ^ - 1 , 2 , , . . . , ^ 

Les m premières équations du système (7) étant identiquement 

satisfaites par les valeurs (9) des variables xn-9+j et ps, les dérivées 

partielles des identités, qui en découlent, prises par rapport à chacune 

des valeurs C/, sont de même identiquement nulles. Par conséquent, 

les seconds membres des égalités (18) s'annulent, et il en résulte les 

identités suivantes, valables pour toutes les valeurs de l'indice i : 

n-p 
1 dFk du-

r=zl 

Transformons ces dernières égalités, en y substituant les valeurs 
des dérivées 

àFk dFk .,.-••• dFk . -; , ; / f c ,- '. .^ • • • • • • - - • , '• 
5 -r y • • • ? -j -.(A:. = 1,.2, . . . , / n ) , 

dpm+i dpm+î dp n-p 

que l'on tire des équations différentielles des caractéristiques (4). II. 

en résulte les équations différentielles 

m±i r- ,0 
n / 71—m—p 

yànfà^ï^ y du- \dx. 
Zddpr\àpr ' ZÀ dxm+/ dx: 
r=_l - \ j = l 

(/c = i, 2, . . . , m;.1 = 1, 2, ..-...., n— /n-f-p), 
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qu'il est aisé de mettre sous la forme suivante : 

m 

2 dFk d\}\ . _ 

-d^dx~r
 = ° <* = I ' 2 > • • • > * ; l = h*, . . . , n - m + p), 

r_=l 

en désignant par le symbole ^— la dérivée totale. Cela étant, le 

déterminant fonctionnel (2 ) ne s'annulant pas, le système des m der­
nières équations, pour une valeur quelconque de l'indice i, donne 

rfU' 
• 3 ^ = 0, ( 1 - = 1 , 2 , . . . , # 1 . ) 

( Ï = 1, 2, . . . , /i — m - f - p ) . 

On a, par conséquent, 
(19) U£ = C;; (t = 1, 2, . . . , /i — m - + - p \ 

C't désignant des constantes arbitraires s'jntroduisant, grâce à l'inté­
gration effectuée. 

27. Introduction des valeurs initiales des variables. — Si les con­
ditions (16) ne sont pas vérifiées, on doit introduire alors dans les 
formules ( 9 ) et (10) , au lieu des constantes arbitraires C n C 2 , . . . , 
C»_w+p, les valeurs initiales de variables fonctionnelles. 

Les équations ( 9 ) et (10) deviennent, après la transformation en 
question effectuée, les valeurs initiales p°n pi, . . . , / ^ étant éli­
minées à l'aide des équations données ( 1 ) , , 

i
xn-9+, = $;(*?_, x., ...,x„-p, a:», . . . , x*,p%l+î, . . . , />£) 

(y = 1 , 2, . . . , p). 

Ps=ex(xi, x,, . . . , xn-p, x°{, . . . , a?8,_©&+,, . . . , />8) 
(* = i , 2, . . . , n), 

(21) z=^^(xi, xh . . . , xn-p, x<\, . . . , *8,_*8i+n . . . , />8)H-s°, 

où l'on considère les valeurs initiales 

(22) <-p+i , ^S-p+2, •••> *8, *°, />m+l, - • , Pn 

comme des constantes arbitraires; quant à x\, x\, . . . , x°n_?, elles 
admettent des valeurs constantes quelconques bien déterminées, 
toutes les valeurs initiales des variables appartenant, bien entendu, 
au domaine de l'intégrabilité du système ( T ) . 



46 SALTYKOW. 

Ce qui concerne les formules (19), elles deviennent. 

u; = u;° (Ï = I, 2, . . . , n —ni-hp), 

U_° désignant la valeur initiale de la fonction [][. 
Il est évident que les p premières équations (20) sont résolubles 

par rapport aux p premières constantes (22). Pour satisfsire aux con­
ditions (16), introduisons, au lieu de ^°, une nouvelle constante 
arbitraire b, reliée avec les autres par la formule suivante : 

n — m 

(23) ^ = ^ + 2 ^ ^ 8 ^ - -

En posant 
r = l 

( 24) e = $ + 2 "in-rPUr + *, 

les fonctions caractéristiques de l'élément intégrable correspondant 
deviennent, grâce aux formules (20), (21), (23) et (24), 

p 

V'»-^dx~o 2^-^1^0 7 (fJL = I ' 2 ' ••*' P ) ' 
0djn—p-h\L f_™ UU/n— p-hp. 

P 

7 = 1 

Par conséquent, les valeurs initiales de «es dernières fonctions, 
dans le domaine de l'intégrabilité considéré, en vertu de la for­
mule (24), deviennent 

U j î s s o , UjtassarSi+A (H = I> 2, . . . , p; * = i, 2, . . . , rc—m). 

Donc, en éliminant des formules (21) e£ (^3), les valeurs 
Xn,p^, Xn-p+i-, • • • > #«, définies par les p premières équations (20), 
0« représente l'intégrale complète du système (1) rfe te manière 
suivante : 

z = V(xu a?_, . . . , a?„, #?, . . . , #î_p, / jg^ , ...,y?8) + 6, 

Pm+i>_Pm+a» - - -i Pnibdésignant n — m -f-1 constantes arbitraires, 
à condition que x% x\, . . . , xQ

m, x°m+i, .. ., x%_9 admettent, dans 
le domaine considéré, des valeurs quelconques constantes, dont 
les n — p — m dernières soient distinctes de zéro. 
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Nous ne voulons pas insister davantage sur d'autres cas possibles 
de formation d'une intégrale complète du système (i) . Il est aisé de 
les obtenir en généralisant les considérations exposées au n° 8 du 
Chapitre I concernant une équation aux dérivées partielles. 

28. Formation de l'intégrale générale des caractéristiques d'un 
système normal, moyennant un élément intégral général. — Revenons 
à l'élément intégrable général (8) du système (i) et mettons cet élé­
ment sous la forme suivante : 

!

xn—p-+-/ = o,(xi, x$, . . . , xn_p, a,\, <z_, . . . , am, Ci, G2, . . . , Cn+p—m) 

, (7 = i, >, - . P ) , 
P$ — tys\xLi &*> • • •, xn—p, <l\, «2 , • • • < <2/wj C i , C_, . . . , G«_hp—.m) 

\ (5 = 1, 2, . . . , n). 

Supposons que l'intégrale de l'expression (6), en vertu des équa­
tions (25), soit 

(26) z = o(xu xn, . . . , ^„_p, a_, «2 , . . . , am, Cj, C_, . . . , Cn+p—m)H-G, 

C désignant la constante arbitraire additive. 
Les deux propriétés fondamentales de l'élément intégrable général 

d'une équation s'étendent d'elles-mêmes, d'une manière évidente, swe 
celui (20) du système (1). 

Il en résulte que les fonctions U't $ introduites au n° 25, deviennent 
dans le cas que l'on considère 

p 

7 = 1 

les fonctions 9, tyn-p+j et <py étant définies par les formules (26) 
et (25). 

Quant aux formules (19), elles sont remplacées, dans notre cas, 
par les équations 

(27) S , = C; ( f = i, 2, . . . , / i—ira-f-p) , 

C'( désignant des constantes arbitraires. 
Les formules obtenues (27) définissent les équations intégrales des 

caractéristiques du système (1). C'est dans cette propriété que con­
siste la> distinction essentielle entre les formules (27) et celles (19) 
provenant de F élément intégrable particulier. En effet, les égalités ' 
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que l'on obtient, dans l'hypothèse d'un élément intégrable parti­
culier, s'annulent identiquement, en général, moyennant les équa­
tions données ( i) . 

Tandis qu'en partant de l'élément intégrable général, on remplace 
ces dernières équations par les m premières formules (8) impliquant 
les constantes arbitraires ak. C'est pour cela que les égalités dont on 
manie, sont toujours des identités, et la dernière intégration effectuée 
conduit aux équations intégrales requises (27). 

Ces dernières intégrales pourraient être obtenues encore par deux 
autres méthodes en généralisant les calculs des nos 11 et 12 qui 
paraissent être plus immédiats. 

29. Intégrales distinctes. — Il est aisé de démontrer que, parmi 
les équations intégrales (27), n — m — p équations sont distinctes et 
résolubles par rapport aux variables 

( 2 8 ) Xm+\, xm-hi, . . . , #/j-p. 

En effet, on peut toujours supposer, sans diminuer la généralité de 
nos considérations, vu l'hypothèse faite sur le déterminant (2 ) , que 
les p premières et les n — m dernières équations (a5) soient réso­
lubles par rapport à 

C i , G*, . . . , C7_Hp_,ra. 

On a donc l'inégatité 

\ C i , G2 , . . . , Gp, Cp_H, . . . , C/j-t-p—,» / ^ 

Formons à présent le déterminant 

àOi dCi dxm+i '" dxn_? dC{ '" d£t 

(29) 

<)Q\ ^ ^p d§o d$, « tyn-p+i <A|/|, 

dC2 dC. dxm+i dxn-.P dG« dC 

dOt ^ p àSn+p-jn dSn+p-m ^/ , -p+i d<\>„ 

dl~*n+p—m y^n+p-/» dxm+\ dxn—p dCin+p—nz dCn+p—n 

Moyennant la première propriété de l'élément intégrable général, 
on transforme le déterminant (29) de telle manière que les éléments 
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des n — p — m colonnes, à partir de la (p + i) lème colonne jusqu'à 
le (n — m),ème, soient identiques aux éléments respectifs du déter­
minant A. Par conséquent, le déterminant (29) étant identique à A, 
est distinct de zéro. Cela étant, l'un au moins des déterminants 
mineurs du déterminant (29), formés avec les éléments des 
n — p — m colonnes mentionnées, est distinct de zéro. 

Sans diminuer la généralité de la démonstration, supposons, par 
exemple, pour fixer les idées, que le déterminant 

Si, S2, . . . , S/,_p_ /n \ D6 \xm+ij Xm^, . . . , Xn—p/ 

soit distinct de zéro. 
Il s'ensuit, alors, que les n — p — m premières équations (27) 

définissent les intégrales requises. 

30. Problème généralisé de Jacobi pour un système normal d'équa­
tions aux dérivées partielles. — Généralisons la théorie exposée au 
Chapitre III sur le système de m équations (1) du présent chapitre. 

Supposons que le système linéaire (3) admette un système incom­
plet d'intégrales distinctes 

(3o) F,, F2, . . . , F l f l , / „ / :fr (r<in-2m). 

Supposons, de plus, que ces dernières intégrales forment un 
groupe, c'est-à-dire que les parenthèses de Poisson 

<//t,//0 = a*/<, 

représentent des fonctions des intégrales (3o), pour toutes les valeurs 
distinctes des indices A et h, à partir de 1 jusqu'à r. 

Cherchons donc, d'après Jacobi, les intégrales du système (3) de 
la forme 

(3i) * , ( F „ F _ , . . . , Fm,f,f, . . . . / , . ) • 

qui soient en involution entre elles. 

31. Système résolvant et déterminant caractéristique. — Les 
m premières fonctions (3o) étant en involution entre elles et avec 
les autres intégrales du groupe (3o), les fonctions cherchées (3i) 
représentent donc les intégrales distinctes du système linéaire 

(32) V ( / ) = o (5 = 1, 2, . . . , r). 
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Ce dernier système obtenu quant à la forme générale est ident ique 

an système ( 9 ) (Chapi t re I I I ) , correspondant à une équat ion aux 

dérivées part iel les. Or , ce qui distingue le cas considéré ac tue l ­

lement du cas précédent d 'une équation consiste dans ce que les-

expressions <xkn dépendent à présent des m fonctions F , , F.,, . . . T FmJ 

Mais» ces dernières fonctions ne figurent que dans les coefficients des 

équations (32) à titre des paramètres . 

P o u r l 'existence d 'un nombre quelconque des fonctions distin»-

guées ( 3 i ) , il est bien nécessaire que le dé terminant des coefficients 

du système (32) s 'annule. Si l 'on suppose qu'i l y ait JUI fonctions 

dist inguées, le système (32) se rédui t à r — p. premières équat ions , 

formant le système dit résolvant du groupe ( 3 o ) . 

Enfin, est-il toujours possible d 'admettre , d 'une manière analogie* 

au cas d 'une équat ion donnée, de même dans le cas considéré, que 

toutes les parenthèses a^h ne s 'annulant pas, le premier mineur du 

déterminant du système (32) distinct de zéro soit symétrique gauche. 

Il s 'ensuit que le nombre r — \J., étant pair , est égal à 2p. 

Nous appellerons ce dernier dé terminant caractéristique, son 

ordre étant, donc, 2p. 

Pa r conséquent , la différence dans l 'hypothèse considérée des deux 

nombres , celui des fonctions du groupe (3o) et des fonctions dist in­

guées, de ce dernier est pa i re , é tan t égale à 2 p. 

32 . In tégra t ion immédiate par une quadra ture . — En supposant 

connues toutes les /JL fonctions dist inguées ( 3 i ) , on rédui t le p ro ­

blème de l ' intégration du système (1) à celui du système linéaire, 

normal 

(33) ( F * , / ) = o ( ¢ , , / ) = 0 (A = 1 , 2 , . . . , m ; « = 1 , 2 , . , . , ji). 

Ce dernier système (33 ) admet r + m intégrales distinctes (3o) . 

Si l 'on suppose que les intégrales connues forment um système 

complet des intégrales du système ( 3 3 ) , l ' intégration des équat ions (1) 

va s'achever par une quadra ture . 

E n effet, l 'on a, dans cette hypothèse , 

m-\- r^='in — p. — m, 

ou bien 
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Cela étant, les considérations analogues à celles du n° 18 con­
duisent au théorème suivant : 

Supposons que le système linéaire (3) admette un groupe des 
intégrales (3o). Si l'ordre de leur déterminant caractéristique 
égale le double excès du nombre des intégrales connues sur celui 
des variables indépendantes, alors l'intégration du système (i) 
s'achève par une quadrature. 

33. Réduction de l'intégration à une quadrature. — Considérons, 
à présent, le cas où les intégrales (3o) représentent un système 
incomplet des intégrales du système (33), de sorte que l'on ait l'iné­
galité 

n — \L — p — /rc > o. 

On obtiendra alors aisément, de la manière analogue à celle exposée 
plus haut (voir n° 19, Chapitre III ), n — y. — p — m nouvelles inté­
grales distinctes du système linéaire équivalent à celui (33), à 
savoir : 

/r-M5 /r+25 • • • , /rt+p—m-

Ces dernières intégrales s'obtiennent, dans le cas le moins favo­
rable, moyennant n — p — p — m opérations d'intégrations succes­
sives des certains systèmes correspondants d'équations linéaires aux 
dérivées partielles du premier ordre. 

On parvient, en définitive, à un élément intégrable particulier du 
système donné (i) . 

L'intégration de ce dernier s'achève donc par une quadrature. 
On résume le résultat acquis de la manière suivante : 

Le système linéaire (3) admettant un groupe des intégrales (3o), 
à déterminant caractéristique de l'ordre r — p. = 2p, supposons 

que l'on ait 
n — [i — p — m > o. 

L'intégration du système donné (i) s'achève, dans le cas le 
moins favorable, moyennant n—[L—-p—m opérations d'inté­
grations d'ordres respectifs 

i(n—\t. — p — m), 2( / i — p— p — m — 2), . . . , 4, 2 

et par une quadrature. 
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34. Méthode de perfectionnement dans la théorie des éléments 
intégrables. — On a supposé plus haut que chaque élément inté­
grable soit précisément résoluble par rapport à toutes les variables 
canoniques de la seconde classe. Pour s'affranchir de cette dernière 
restriction, introduisons l'hypothèse que les équations (7) soient 
résolubles par rapport à n 4- p variables suivantes [3S] : 

xi-p+], ^ /_p + t >, . . . , xn, / ? , , pi7 p/, 

^ où l'indice Z désigne un nombre quelconque compris dans l'inter­
valle 

p_W< n. 

Cela posé, le système (7) nous donne les formules suivantes : 

( Xl-p+}= Vj(Xi, X«, . . . , Xi-.p,pi^,pi+i, . . . , / > / / , C i , . . . , G«-+-p-m) 

(S«> \ l / u n i 

) Ps=^S{Xl, Xt, . . . , # / _ p , pi+i,pt+y, . . . , / > „ , C , , . . . , C f l + p - m ) (' (* = I , ? , . . . , Z). 

Répartissons, à présent, les variables en classes canoniques cor­
respondant à chacune des deux lignes suivantes : 

, 3 5 v ( xu *n •••> xh —Pi+u —&+•>, •••> —P*> 

\ Pi, p*, pt, xl+\, xl+i, xn. 

Comme on le sait, le système (1), dans cette nouvelle hypothèse, 
reste encore en involution; les équations (3) et (33) forment toujours 
des systèmes normaux, admettant les meures intégrales que dans 
l'hypothèse primitive. 

Par conséquent, l'expression 

/ n-l 

(-36) dz' = 2JP* ' to*—2*/+/ dPi+r> 

devient une différentielle exacte, en vertu des équations (34). 
Il en résulte, d'après la théorie développée, que l'intégrale complète 

du système donné (1), pour la répartition des variables (35), s'obtient 
par la quadrature de la dernière différentielle exacte (36). 

Pour en tirer l'intégrale complète du système (1) correspondant à 
la répartition primitive des variables canoniques, on n'a qu'à appli­
quer la théorie des éléments intégraux [36J. 
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CHAPITRE V. 

ÉLÉMENT INTÉGRABLE PARTICULIER ET FORMATION DE L'INTEGRALE COMPLÈTE 

DES ÉQUATIONS CONTENANT EXPLICITEMENT LA FONCTION INCONNUE. 

35. Élément intégrable particulier et la propriété de ce dernier. — 
Considérons un système, en involution, des m équations distinctes 
aux dérivées partielles du premier ordre d'une fonction inconnue, 
contenant explicitement cette dernière : 

(i) FA(xu #,, . . . , xn, z,px,pt, ...,pn) = o (k='i, 2, . . . , m), 

le déterminant fonctionnel 

(2) D / F , , F.2, . . . , F , „ \ 

\Ph />2, • - . , PmJ 

ne s'annulant pas. 
Supposons que le système linéaire 

(3) [ F A , / ] = O (À: = I , 2 , . . . , m ) , 

les crochets désignant ceux de Weiler, admette un système incomplet 
d'intégrales distinctes 

(4) Fj, F_, . . . , F,„, / , /«,, . . . , /i_j.p_m_j.i, 

qui n'engendrent point n intégrales en involution. 
Nous dirons que ces dernières intégrales forment un élément 

intégrable particulier du système ( i) , si la relation 

(5) <'* =]£/>. j dxs 

est identiquement satisfaite, en vertu des équations (i) et des sui­
vantes : 

( 6 ) / i = Ci / s — G2, • • . , fn-hp—m+l = G/H-p—m+i, 

Ci, C2, . . ., C„+p_,w+J désignant des constantes arbitraires. 
Il est alors aisé de démontrer que l'intégrale complète du sys­

tème (1) s'obtient rien que par des éliminations algébriques., 

MÉMORIAL DES SC. MATH. — I\° 7 0 . 4 
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Supposons, en effet, que l'ensemble des équations (i) et (6) nous 
donne 

l xn-p+j = Oj (X\, #_. . . . , Xn-p, Cu Go, ..., Cn+p-Tn-* l) ( / = I, 2, ..., p). 

(7) \ Z = ff(x^Xi, . . . , Xn-p, C_, G_, . . . , Cw_hp_m_f.i), 

! /?* = <W(#i, ^2, . . . , a?w-p, Ci, G2, . . . , C / i + p _ w + i ) (̂  = 1,2, ..., n). 

La première propriété de l'élément considéré s'exprime, en vertu 
de d'hypothèse faite sur l'égalité (5), par les identités suivantes : 

w | + ' - ê - 2 + - ^ ¾ (r=i>2> •••' "-?>• 

36. Formation de l'intégrale complète; conditions nécessaire» et 
suffisantes. — En reprenant les considérations qui étaient déve­
loppées en détail aux Chapitres I etIV du présent travail, on retrouve 
aisément le résultat suivant : 

Le déterminant fonctionnel 

(9) D ( p c C 
\ VJ/i—7/14-2? W — / W H - J , • • • , W — 7/M-p-f-l y 

• - » * > 

ne s'annulant pas, les formules 

(io) U ^ o , U U + H = O (* = i, 2, . . . , 71 — w - h i ; ^ = 1,2, ...,p), 

oà Z'o/i a posé 

(n) { ' " d C , ^ . •"-P+ 'dC, 
7 = 1 

(Z = i, 2, . . . , AI — /n, n — m-^-i, n — /rc-f-2, . . . , n — ra-4-p-f-i), 

représentent les conditions nécessaires et suffisantes pour que le 
résultat de l'élimination des valeursCn-m+2, Gn-m+z, .-., CAl_/w+p+4 
du système des p-f- i premières équations (7) soi£ l'intégrale com­
plète du système (1). 

La démonstration de ce dernier théorème s'effectue, grâce aux 
identités (8), par les considérations citées antérieurement aux"nos 24-
25 du Chapitre IV. 

37. Seconde propriété de l'élément intégrable particulier. — Ecri-
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vons d'abord les équations aux dérivées partielles des caractéristiques 
relatives au système ( i ) t à savoir 

2 dFk dxm+r dF/* 

^dFfç_ dz_ _\*àFk 
(12) < Zàdpt dxx ~Zà~df,Ps" 

m 

1 = 1 

(k = i, 2, . . ., m). 

Substituons-y les valeurs (7) représentant, grâce aux n — m — p 
premières équations (12), les solutions de toutes les autres équatians» 
du système (12). On aura, grâce aux n — m— p premières égalités de 
la première ligne (12), les identités suivantes : 

2
?dF1dÏL_ dF, 
dpr dxr~ dpn-p+, < / - ! « », - . - , ^ 7 , 

r = l 
n— p n 

Y^A .__£. __.V£îlj, 
(13) { Zddpr dxr Zddps^ 

7 ' = 1 7 1 = 1 

2n~°dFk <*|/_ /dFk ' dFk , \ , . 

r = l 

(A: = 1,2, ^,,m). 

Cela posé, les formules (17) du Chapitre IV deviennent 

2°dFk d\}\ y dFk do, dFk y t do,- \vdWk dtys 

_ y , lfv dxr -Zàdxn^p+, àCt ~*~ dz Zà^n-^'dCt ^ZddP& dCt 
' * r = i ; = 1 / = 1 s = i \ 

(* = i, 2, . . . , m). 

Or, les équations (1) étant identiquement vérifiées parles valeurs (7), 
les m dernières égalités (i4) vont devenir 

r = l 

pour toutesles valeurs de l'indice /, à partir de 1 jusqu'à n — m 4 - p + i . 
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On démontre, d'une manière analogue à celle de la théorie des 
caractéristiques, qu'ZZ existe parmi les fonctions ( n ) , au moins 
une, distincte de zéro. 

Supposons donc que la fonction U)t_/W+I soit distincte de zéro. Les 
formules (i5) vont donner, en vertu du système (12) et grâce à 
l'hypothèse faite sur le déterminant (2), les relations suivantes : 

(16) | U«-m-j-i V'n-m+i 

( ( i = 1, 2, . . . , n — m : n — m -f- 2, . . . , n — m -f- p -h 1), 

U'/\ U^0_7M+, désignant respectivement les valeurs initiales des fonc­
tions u ; , u;, m+r 

38. Calcul de l'intégrale complète. — Les formules obtenues (16) 
démontrent que l'on réussirait à satisfaire aux conditions (10), en 
vérifiant les conditions analogues pour les valeurs initiales des fonc­
tions (1 1). 

Par conséquent, introduisons, dans les formules (7), au lieu des 
constantes arbitraires, les valeurs initiales des variables paramé­
triques. Le calcul d'une intégrale complète du système (1) s'effectue 
alors d'une manière analogue à celle suivie dans la théorie des carac­
téristiques [37]. 

39. Groupe fonctionnel des intégrales. — Supposons, à présent, 
que les équations (3) admettent un système incomplet d'intégrales 

(17) Fi, F, , . . . , F,n, /_, / a , . . . , fr {r<in—im) 

distinctes dont les r dernières ne sont pas en involution. 
Le théorème bien connu de Poisson peut être généralisé [38], 

dans le cas considéré, sous la forme suivante : 

Le rapport des deux crochets de Weiler, jormés par les inté­
grales distinctes (17), qui ne soient pas en involution, donne une 
intégrale du système (3). 

On dit, par conséquent, que les intégrales (17) forment un groupe 
si les conditions suivantes sont vérifiées pour toutes les intégrales en 
question : 

[/*, fh\ = - ^ A ( F i , F , F m, / 1 , / . , . . . , / r ) , 
W 

iw, ù] — w ^ ==^s(Fl5 Fs, . . . , Fm , / , , /_ , . . . , / r ) , 
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où l'on a posé w == -> a désignant les crochets de Weiler formés par 
deux intégrales quelconques, parmi les (17), distinctes de zéro, et TTM, 
7r, étant des fonctions des intégrales (17). 

Cela posé, la notion des fonctions distinguées est étendue sur le 
groupe (17). 

Il est aisé ensuite de généraliser les considérations du Chapitre III 
pour calculer les éléments intégrables du système (1). On trouvera 
toutes les indications nécessaires pour cela au Chapitre IX du Traité 
de N. Saltykow [39]. 

CHA.P1TUE VI. 

ÉLÉMENT INTÉGRABLE GÉNÉRAL ET FORMATION DE L'iNTÉGRALE GÉNÉRALE DES 

CARACTÉRISTIQUES POUR UN SYSTÈME CONTENANT EXPLICITEMENT LA FONC 

TION INCONNUE. 

40. Définition de l'élément intégrable général. — Considérons le 
système en involution étudié au chapitre précédent : 

( O Fk(Xi, X,, . . . , Xn, S, />!,/?>, . . . , _ D / i ) = 0 (A — I, 2 , . . . , m\ 

le déterminant fonctionnel 

D / F „ F „ . . . ,F„A 
\Pl,P2, . . . , / > 7 7 t / 

étant distinct de zéro. 
Supposons que le système linéaire 

(3) [Fk,f] = o (A: = 1,2, . . . , / » ) 

admette un système incomplet d'intégrales distinctes 

(4) Fj, F2, . . . , Fm , / i , f, . . . , //i+p—w+i, 

n'engendrant point n intégrales en involution. 
Ces dernières intégrales forment un élément intégrable général, 

si l'ensemble des équations 

J F i = a i , F2=«25 •••, F,n = am, 
| fx = Ci , f*— C*J • • *> fn+p—m-hl = G/j+p—TO^i 
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vérifie identiquement l'égalité 
n 

(5-> dz = 2JP* dxsi 

a\,a2, . . . , o:m, Gj, C2, . . ., Gn+p-m+\ désignant des constantes, arbi­
traires. 

Supposons d'abord que les équations (5) donnent, par résolution, 
les valeurs suivantes des variables : 

f z = o (xx, x2, . . . , xn-p, ax, a>, . . . , am, G4, G2, * . . , Cn+p-m+i), 

\ xn—p+j= Oj(xx, #_, . . . , xn—p, a i , a\, . . . . am, Ci, G2. . . . , Cn+p-m+\), 

J P*= ty*(Xl} X2< ---5 Xn— pj «1, «1, -.., «7/1, Cl, Ci, • • . , Cfl-f-p—m+i ) 

\ ( 7 = 1 , 2, • • - , ? ; * = i , 2, . . . , n). 

On a donc les identités suivantes : 

<8> ^ - 5 : - 2 + - ^ ¾ (r=I'2' •••>"-?>• 
7 = 1 

41. Propriétés des fonctions Sr — Le déterminant (2) étant distinct 
de zéro, en introduisant les désignations amalogues à celles du n* 1#, 

p 

7 = 1 

on obtient (voir le n° 13) que le déterminant 

do àop éSi dSi ^Ti -p+i dtyn 

dCi '" dCi dxm+Y '" dxn-p dCi '" dCi 

dtp àop dSi d&> dtyn-p+i d^n 

dCi "' dC2 dxm^.\ '" dxn—p dC2 '" dC2 

do ^pp d$n+p—m+i dSn+p—m+<\ dtyn— p+t dtyn 

dCn.+p—m-\-i dCn+p—m+i dxm+i dxn—p dCn+p—tn+i dCn-+.p—m*+i 

ne s'annule pas. 
Ajoutons, enfin, aux éléments de la première colonne les valeurs 

proportionnelles aux éléments des p colonnes successives, à savoir : 
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Les éléments de la première colonne du déterminant (10) deviennent 
alors respectivement nos fonctions (9). 

Or, le déterminant (10) étant toujours distinct de zéro, il existe au 
moins un mineur du déterminant, considéré de même distinct de 
zéro, qui soit formé par les éléments de la première colonne et des 
n — m — p colonnes, à partir de la (p + 2)i(Jme colonne jusqu'à la 
n — /n + 2ieme colonne. 

Supposons donc, pour fixer les idées, que l'on ait 

(11) A = 

S, 

S, 

&n— p—n 

<7St 

dxm+i 

6?S2 

dxm+.\ 

dS, 
dxn-p 

<7S, 
àxn-p 

dSn-p-, p—77^-t-l àsn + P + 7 7 Î + 1 

dxn-p 

So. 

( 1 2 ) 

dxm+i 

L'inégalité (11) démontre que toutes les fonctions 

^ 1 , ^ 2 , • - j ^/i—p—rn-h] 

sont distinctes de zéro, car, dans le cas contraire, l'inégalité consi­
dérée (11) ne subsisterait plus. 

20 /7 n'existe, au plus, qu'une fonction parmi les (12), qui 
pourrait avoir une valeur constante. En effet, dans le cas contraire, 
le déterminant A serait identiquement nul. 

3° Si l'une des fonctions (12) admet une valeur constante, les 
autres fonctions (12) sont alors distinctes par rapport aux 
variables 

( i3 ) Xm-+-l y xm-t-2) Xn—p' 

4° Si aucune des fonctions (12) n'admet une valeur constante, 
les rapports des n — p— m fonctions quelconques (12) à la 
(n — p — m-\- i) ieme fonction représentent n — p — m fonctions dis­
tinctes par rapport aux variables ( i3). 

Considérons, par exemple, les rapports 

04) 
S„. •p—m 

S / j — p — / H - M Sn—p—m-hl ^7 i—p—771-4-1 

Le déterminant fonctionnel de ces dernières fonctions (i4), pa r rap-
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port aux variables (i3), est égal à 

A 
S y 

n—p—m+l 

il est donc distinct de zéro. 

42. L'intégrale générale des caractéristiques. — On démontre 
aisément que les rapports (i4) définissent les n — p — m intégrales 
requises du système (3), et cela de différentes manières. 

Tout d'abord, on y parvient en utilisant les considérations du n° 36 
appliquées aux fonctions U', qui seront remplacées, dans notre cas. 
respectivement par les S/. 

Ensuite, on_ obtient deux autres démonstrations du théorème en 
question par extension, au cas qui nous occupe, des démonstrations 
exposées aux nos 11 et 12 [40]. 

APPENDICE. 

NOTE SUR LA THÉORIE DES CARACTERISTIQUES. 

Considérons un système normal de m équations 

(i) Fk(xh x-,, ..., xn, z,ph p,, ..., pn) = o (k = i, 2, . . . , m), 

les ps désignant les dérivées partielles du premier ordre de z prises 
respectivement par rapport aux variables indépendantes xs * 

En supposant le déterminant fonctionnel 

\Ph Pi, •••, Pml 

distinct de zéro, formons le système linéaire 

(2) [ F * , / ] = o (* = i, 2, . . . , m), 

les crochets désignant ceux de Weiler. 
La théorie des caractéristiques prend, comme point de départ, le 

système complet des intégrales distinctes du système linéaire (2), 
dont les m premières intégrales sont représentées par les m fonc­
tions Fk en involution [41 ]. 

Or, il est indispensable parfois, dans les applications des éléments 
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intégrables, de substituer, aux intégrales représentées par les pre­
miers membres des équations données, d'autres intégrales non en 
involution. Néanmoins, dans cette dernière hypothèse, toutes les con­
clusions de la théorie des caractéristiques subsistent toujours. 

Supposons, en effet, que le système complet des intégrales dis­
tinctes des équations (2) soit représenté par les fonctions non en invo­
lution 

(3 ) / I , y s, • • • , / /n , fm+\j • • • , fn—m-hl-

Les valeurs des variables paramétriques de la théorie des caracté­
ristiques 

(4 ) Xm+i, Xm+i, . . . , Xn, Z, pi, p,, . . . , pn 

seront donc définies par les équations 

(5 ) f = Ci, / 2 = Ci, . . . , fn-m+i = GOTÎ—//1-+-1. 

Les propriétés des intégrales du système (2) invoquent l'existence 

des égalités 

FA = ? * ( / I , / I , ...,/-/1-111+1) (* = i, ?, . . . , m). 

Par conséquent, les valeurs des variables (4 ) mentionnées vérifient 

identiquement les relations 

j F A ( # I , X>, . . . , Xm, Xm+i, . . . , xn, z, pi, p2, . . . , pn) 

\ ==<px(Ci, G,, . . . , C>w_llM-i) (£ = 1, 2, . . . , m). 

Les seconds membres de ces dernières identités (6) représentant des 
valeurs constantes, il en résulte les relations différentielles 

n — m 
dFk ^ 1 dFk dxin+j + _7_F* dz_ + y i dF k dps = Q 

G/J?I Zddxm+j dxt dz dxt ZÀ dps dxv 

s = i 
(k = 1, 2, . . . , m; 1 = 1, 2, . . . , m) . 

(7) ^ dJ7, Zàdxm+j 

On établit, dans la théorie des éléments intégrables, l'existence des 
fonctions distinguées qui figurent aux premiers membres des équa­
tions (1). Il s'ensuit l'existence des équations (7) que nous venons 
d'obtenir et sur lesquelles est fondée la théorie des caractéristiques. 
Toutes les conclusions de cette dernière deviennent donc légitimes 
de même pour le système complet des intégrales (3). 
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