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APPLICATION

DE LA

GRAVIFIQUE EINSTEINIENNE

A

L’ELECTRODYNAMIQUE DES CORPS EN MOUVEMENT

Par Th. DE DONDER

AVANT-PROPOS.

Le présent fascicule termine la synthése gravifique qui a été
développée dans les fascicules VIIL, XIV et XLIU du Mémorial des
Sciences mathématiques, parties de cette synthése qui seront indi-
quées dans la suite par 1, 1l ou 1. On y verra traitées I'électrodyna-
mique des corps ¢cn mouvement, 'électromagnétostriction, les ten-
sions de radiations, l'hystérése, la thermodynamique relativiste.
Cette méthode générale fournit immédiatement la relativité res-
treinte. Le dernier chapitre est consacré a la généralisation de la
mécanique ondulatoire de Dirac. La table des matiéres qui figure a la
fin de ce fascicule indique en détail le plan de cet ouvrage.

CHAPITRE 1.

APPLICATION A L'ELECTROMAGNETOSTRICTION.

I. Champ gravifique massique et électromagnétique. — Nous avons
vu (IL, 8) que les dix équations fondamentales du champ gravifique
pouvaient se déduire du principe variationnel
B(oMg + o)

PET] -

(1)
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Posons, comme au (Il, g et 10),

g BONE
(2) b= g8’
s
(3) %zge— 5—51—3—
Nous savons que (II, 14)
(4) M= (a+bC)y—g.

D’autre part, nous poserons ici

(5) M =— LW’ + I 4 I - O

ot I est le facteur tensoriel massique, ou
(6) W= ggurud=1,

et ou JIL™, I, IS représentent respectivement les fonctions
caractéristiques des phénoménes massiques, massique-électroma-
gnétiques et purement électromagnétiques. Nous dirons aussi
que IM™ caractérise les phénomenes d’électromagnétostriction,
ou plus simplement la striction.

Dans le cas le plus général, nous définissons la force éfectroma-
gnétiqgue par le tenseur antisy métrique (11, 30g) '

(7) Kab= s —

et la force électromagnétique adjointe par le tenseur antisymé-
trique (II, 312)

(8) HB== ook — 2o
ou (II, 303)

(9 %38 = Haj.

Nous avens proposé (') de prendre comme fonction caractéris-

() Th. DE Donper, The mathematical Theory of Relativity (Massachusetts
Institute of Technology, Cambridge. Mass. 1927).

On remarquera que cette fonction MY est légérement différente de la fomction
écrite A la seconde ligne de (II, 313). ‘
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tique I, I'expression suivante

(10) o =1y T2 ex8gu Ky KU

1
2

En vertu de (3) et de (3), nous aurons

(rr) Bag= Ilugug+ S5 + m"m+‘5(§

ou I'on a posé
s
sonyme

(13) B =

(12) B =—

@ eJie®
(14) 'Gaﬁ =— _——_—Bgaﬁ S

En utilisant (10), nous trouvons

(15) Big=— \—/—;ﬁzzgu(l\mdﬂ@—%— Kg: %)
[

’__ iz ra
ey SEE et
’ 1 7 LA 1

‘Nous poserons ici

(16) Pag= T, + TJh.

Ce tenseur P,s se rapporte donc aux actions massiques et de
striction.
De (11), on déduit le tenseur mixte total

(17) TE= Nugud+ PE+ TR

ou figure le tenseur mixte électromagnétigue

(18) The = i ZZZgU,;"'d(l\a,JC‘Z;-i- Ky KT)
EEENS e

Nous obtenons ainsi

19) TEET:=N+P,
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ol

(20) P EZ-P:.
o

2. Théorsme de l'impulsion et de 1’énergie. — Ce théoréme peut
s'écrire sous la forme (1, 319)

(a1) Fu=dog+Tu+Fs' =0

ou I'on a posé, comme au (II, 320),

_ (b ub)
(22) » 31«: 3‘(41\0;—0— lchW’
9% -
(23) Bo=Th = ﬁ [WE .I EEgﬁTge.{‘“Q"p]
Y €

ainsi que
o ﬂ(l‘
BYA J(m— %ﬁ( — ()G — l ! 0B o, ~(¢)
24) g Rl P DI
v e

On voit par (23) et (24) que <€, et F,7 sont respectivement les
divergences covariantes de €8 ct de B¢,

On obtient, aprés quelques réductions,

(25) F=— izd"? [\.f'— < szzrg:m;m-(}(a;ay + ke J"“")]
SIS DI
" ! g v

Nous avons montré comment, en vertu de (I, 321), 'équa-
tion (II, 319) pouvait aussi se mettre sous la forme (1I, 322); dans
cette derniére équation le symbole & a la valeur donnée par (24)
ou (25).

IR,

3. Equations maxwelliennes généralisées. — Pour fixer les idées,
supposons que Z,, Z», ¥3 représentent des coordonnées rectangu-
laires dextrogyres, et que x; représente le temps ¢. Au lieu de z,
Z3, 3 nous emploierons aussi la notation z, y, 3. Il est commode
d’employer les notations habituelles de 1’électromagnétisme, en
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posant
HK»3=cdt,, Ki23=cHj,
IHii=cH,, HKit=cHj,
46) K1y =cd,; JCit = cH:;
(2 Kie=—B,, Kb = By,
IHor=—B,, K2 = a3y,
K =—B,_, JH3t = 4.,

Dans ces tableaux, les symboles ont la signification physique sui-
vante :

(Je,, 8,, 8¢;) = compo-antes de la force magnétique,
(G3,, By, 03.) = composantes de I'induction magnétique.
D’autre part, on a posé
(26") H}=H,— HE; H; =H,—1%; H:=H.—H3
ol
(Hz, H,, H;) = composantes de la force élecirique,
(HY, HY, H¢)= composantes de la force électrique appliquée (eingepragt).

Enfin

(By, By, B.) = composantes de I'induction électrique.

Il est presque inutile d’ajouter que toutes ces expressions doivent
étre entendues dans un sens généralisé.

Retournons aux équations du champ mazwellien généralisé
données par (II, 324 et 325); a savoir

dJCep
(27) d.z'p = Cq,
daced
(28) dzg — C%.

On y a posé, pour les courants,

(29) Co= g u%+ £%,,
(30) Cl=opus+ f(ni‘l-h

ou l'indice (e) signifie électrique, et Vindice (1), magnétique.
De (27) et (28), on déduit respectivement

ACx AC
mA =0 drx>

(307)

= 0.
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Gréce aux notations (26), les équations électromagnétiques (27) et
(28) des corps en mouvement conservent la forme maxwellienne

divB =sut + £,

31
(39 | div @3 = sy 0h + £y 5
‘ rot# = -; (% + S ¥ +E(e!>’
(32) ‘
L1 Jai 2
( rotH* = = Syt L ) -

Les composantes rectangulaires de vecteur g¢yu + J7 ¢, sonl
Gloy 1t L7t (i=1,2,3).

11 en sera de méme pour le vecteur o,y u + £7y,).

4. Hystérése électromagnétique. — Par définition ('), Uhystérése
électromagnétique est un quadrivecteur #' (a =1, 2, 3, 4) donné

par

(33) o =Ly—TFL

ou nous avons posé

—- G B
(33) = a8 AT gcam sty

* dr. dz.,
; Y

L’expression £, donnée par (33') est, en vertu de (11, 139), iden-
tique a Fy’, dans les systémes dépourvus de polarisation électrique
et magnétique. I en résulte que I'hvstérése I ' est essentiellement
due a ces polarisations.

En vertu des équations maxwelliennes (27) et (28), I'hystérése

définie par (33) peut aussi s’écrire
(34) g =|ocbcs— waBch]—gg .

En coordonnées rectangulaires, on aura les trois composantes spa-
tiales ‘

(35) RO =L,—F" (i=1,2,3).

(*) Th. De DonDER, La Thermodynanuque relativiste des systémes électroma-
gnétiques en mouvement (C. R. Acad. Sc., Paris, 2 juillet 1928, p. 28-30).
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~3

et la composante temporelle (o = 4)

(36) =L, —F.

En se reportant aux notations (27), on voit immédiatement que les
trois composantes

(37) £,=HPCB—I0ECE (i=1,1,3)
peuvent se mettre sous la forme vectorielle
(38) £ =|C.B]+cl*Cr+[C,.B] ~csC}
ou G est le courant électrique représenté dans (32) par
(39) C—o., u+ £y,
et ou G, est le courant magnétique représenté dans (32) par
(40) Co -5 U+ Ly,

Enfin, on a posé, dans (38),
(40) Ch== 5+ L4, ,
(42) (HESE LSS L.

En vertu de (11, 229 et 230), on a

(42") T =g G =gl (i=1,2,3)

L’expression (38) nous permet de dire -que (37) représente les
composantes de la force de Lorents généralisée, multipliées par c.
Passons a

(43) g,=[xBcs—a08c8],

qui figure dans (36). En se reportant aux notations (27), on voit
immédiatement que cette expression (43) peut s’écrire vectorielle-
ment comme suit

(34) Ly=—c H*.C)+ c(8C.C,).
Ce résultat nous permet de dire que (43) représente I'eflet Joule

généralisé, multiplié par ¢ et changé de signe.

3. Théoreme de I'impulsion et de 1’énergie électromagnétique. —
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En vertu de (24) et de (34), on a

(45) 58 = [ 5c8 c8 — scaB CB | —ses.

Ces quatre équations expriment le théoréme de l'impulsion et de
Uénergie électromagnétique.

Reprenons les coordonnées rectangulaires dextrogyres utilisées
ci-dessus, ct reportons-nous a (24) que nous écrivons comme suit (') :

Be)
(46) =Y e,
x
ot l'on a posé
(46" 8p=—
en sous-cntendant les signes sommatoires.

Considérons d’abord les trois composantes 1‘ectangu|aires spatiales;
alors (43) et (46) nous donnent,*pour F, les expressions

Be — —
Z‘ftﬁ 9,22[acaﬁcﬂ—ac'ﬁc-?]—ae(,ﬂ (i=1, 2, 3).

1%
Multiplions les deux membres de (47) par
(48) 8¢ =ox 8y 33,

ct intégrons au volume ¢ pris dans le champ électromagnétique con-
sidéré; d’ou, en desxgnant par ¢ la surface limitant ce volume, ct par n
la dcml normale cxtérieure a o,

r » 0] R o~
(49) _10 [B)'“ cos(n, £)+ B,'® cos(n, y)+ B} cos(n, 5)] s + (% /“6,""‘09

=f§[C.O'.’:],+cH:G‘+[C¥.B]l—cae,CQ—-leT’——G,} 30
’ (i=1,9,3).
Nous appellerons -

(49) JAEE

() Cf. Th. DE DoNDER, Théorie du champ électromagnétique de Maxwell-
Lorentz et du champ gravifique d’Einstein (Archives du Musée Teyler, 2° série.
t. T, p. 8).
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les trois composantes des quantités de mouvement (ou d’impulsion)
du champ électromagnétique, multipliées par c; c’est le vecteur de
Mazx Abraham généralisé, multipli¢ par c.

D’autre part, le tableau

Bl B, B,
(49::) %é(m, ?52.'8', %gfex_
B, B, By

doit étre considéré comme le tenseur électromagnétique de
Mazwell généralisé, multiplié par c.

Passons a la quatriéme composante (lx=4); alors (45) nous
fournit F'¢'; a savoir

4

B - _
(50) Edi;@ +0,=[a:BCB—scBcl]—sep.
ﬁ:l

La relation (50) nous fournit le bilan énergétique purement élec-
tromagnétique.

Multiplions les deux membres de (50) par dv, et intégrons comme
ci-dessus; d’ou

GBn ‘9/.[‘?51“"005(& x) + B3¢ cos(n, y) + B} cos(n, 3)] 85 + (%f‘i‘i,}‘“’z?v
a v

=f3—c(H".C)+c(ﬂC.CQ—JC,‘"—G”'60.

Nous appellerons
(511) %{(ew, %;‘7:181, tE-‘l‘((‘)

les trois composantes du vecteur radiant de Poynting généralisé,
multiplié par c.

D’autre part,
z’,{‘HEJ

s’appellera la densité de l’énergie électromagnétique de Maxwell
généralisée, multipliée par c.

Rappelons que les dimensions des E ou V— 2T ont été données
pages 9 et 10 de Il (fascicule \IV de ce Mémorial).

Remarque. — 1l sera intéressant, au point de vue des interpréta-
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tions mécanique et énergétique, de remplacer, dans (21), ;" par ses
valeurs données par (47) et (50).

6. Equation de continuité. — Retournons aux équations (21) et
multiplions-les par u*; d’ou, en vertu de (1, 210), Péquation de
continuité
d(Itu>)

oz

(52) +{Ty+ FS Y ur=o0.

En utilisant les notations de la théorie des invariants intégraux ('),
(52) pourra s’écrire

529 ((z’l;[mau-l, oy @) = (Ta FE ) urd (2, . ... 29).

Transformons I’équation (52); reportons-nous & (23) et (16), d’ou

I(JLue)

Idxz -~ (,,Bﬁmz)_*_ tﬁlm e) 6[$( )“1_ o.

(53)

On vérifiera aisément que

')<$'3(m) ll“)

(54) ?52};” ue d.z‘B “+ K (m)
ou
= 1 3im o (m du2 JufB
m=_— _(%: RUBY i Ands
(331 i 4(%"“ + % )<dx{3 +dxa)

1 - " Ju® Ju 1 dgap
—q (g '>(ax@“m)“‘ e

On effectuera la méme transformation pour les deux autres termes
qui figurent dans (53), et I'on posera

1/ o.Bun,e amen [Ou*  Juf
(M,0) = — _ 5 ’ o ’ —_— —_—
ICim,e 4(2;1 + B )(0%4- dza)

1 Bim, e e 0L (120, €) Ju* d_uE‘_S L d;,’ a8 8
- Z<5“ — 8 ) <(}_175 oze] 2 ds Bl

(36)

(') Th DE DonDER, Théorie des Invariants intégrauz (Gauthier-Villars, Paris,
1927 ; voir spécialement p. 32).
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et

5= €) — —_ _!_ Bie e Ju ()u3
(57)  He=— (85" + 5 )( )

d.re
— E Be 2 el dus . Jud . _I_dgaﬂ 3
l 4(E°‘ — % <d.tg 0Tq 2 ds e

D’ou, enfin, 'équation de continuité devient

o[ It ub + (&8 4 e ‘Z&E‘”‘)ul]

(58\’ +XK =a
Joxrg

ou

(58) I = JCim) - JCm,e) 4 JCle),

Nous dirons que K est la puissance totale (par unité de volume)
du systéme en (z, . 5, ¢).

7. Puissance de striction et puissance d’hystérese. — Nous dirons
que JC ™ défini par (56) est la puissance (par unité de volume) de
la striction. En généralisant une hypothése de la théorie classique
de I'électromagnétostriction, nous admettrons (') qu'on a

(59) JCim,e) = gele ya

Autrement dit : la puissance de striction est égale & la puis-
sance d’hystérése.

8. Systéme électromagnétique au repos dans un champ de
Minkowski. — En se reportanta (18) et 4 (26) on trouvera, dans
le cas d'un champ de Minkowshi, le tenseur électromagnétique

(') Th. DE DoxprR. Thermodynamique relativiste des systémes électromagné-
tigues en. mouvement (C. R. Acad. Sc., Pans, t, 187, 2 juillet 1928, p. 28-30).
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suivant :

1
T{© = - [HiBy— H} B, — H} B, + K Br— 50,03, — 5, B, ],

I
T3¢ = —[H}By— Hi B, — H B+ 5, B, — 96,03, — 2, B, ],

TY© = ~[H3B,— H;B,— Hi B, + 3,03, — 8. Br— 56, By,
T4€ = ~[(H*.B)+ (%.3)],

\ 1
T} =Ty @ = ~[ByHy+ ByHj+ By 8Ly + By C.],

(60) T = T4© = i[BmHI + B H:+ B9, + B 5, ],
T3 = Te = _E[BJ H:Z+ B H; + 3,36+ B,5¢,],
T4 = c_[" Tie = ;I; [A*8¢,+ B, (B, — Hj3¢ — &3, B,
Ti@ = — le T2 = O_‘C [Hy#.+ BB, —H:4¢,—B,B,],
l\ Ty = — L1y = = [H}8C,+ B, (B, — Hy3¢,— BBy |.
'Posons

08’ = T} cos(nxr)+ T ecos(ny)+ T} cos(nz),
(61) 05%) = T}® cos(nz) + T3¢ cos(ny) + T cos(nsz),
8.2 = T{‘® cos(nx) + T3¢ cos(ny) -+ T3' cos(nz),

Paxe () 'étant la demi-normale a I’élément de surface auquel
s’appliquent les tensions T/, On vérifie alors aisément que 6
donné par (61) peut se mettre sous la forme vectorielle

(62) 06 = i {B.(H.N)~+ [B.[H.N]| + B(5€.N) + [@.]3¢.N]]

si I'on représente par N un vecteur dont l'alignement est la demi-
normale (n) et dont la valeur algébrique est égale a 1.

Ainsi dans le cas ou (n) coincide avec 1'axe des z, les composantes
rectangulaires de 6 seront précisément T} ©, T2, T},

En vertu- de la définition (24) de F;" et de ce que &aB,v= 0, On
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aura ici Fy sous forme de divergence

(63) Fi =

Calculons maintenant les quatre composantes de ’hystérése élec-
tromagnétique JE;”. Reportons-nous a (33); d’ou, en utilisant la
valeur de F' donnée par (63),

dT./ e JT w(e)
I\G)E_ [ _ [
(64) 1 oz, g L
/
et
dT/ e )T'lk(‘r . .
(65) == =Tt L (5, =1,%3)
]

Quant aux valeurs de L, et de L,, elles sont données par (38)
et (44); rappelons qu'ici £2,= cL,. Nous donnerons plus loin
[voir (71)] une autre forme importante de H'.

La premiére équation (64) peut s’écrire, en vertu de (38),

I T“' I w1
(66) H“—-——Z Ty + 2[C.BLa+ HyCr+ 1[G, . BJ.—2¢, C}

ou encore, en utilisant (60),

o s [<sz> <Bi%> - (e2)— ()]
2 (|H*.5¢].— [B.B].)

2¢ at

+ él‘ott([ﬂﬂ.@] + [H*.B]).
On aura deux expressions analogues pour HY' et H''; 4 savoir
' oH* 0B 0d¢
(€) = * i —— —_—
@) mp= () (25) + (=)~ (25)]
t) *
T 5 \[H*.%¢|, —[B.a3],)

+ iro:,([ac.m]-f-[ﬂ*.lé])

MEMORIAL DES 8C. MATII, — N° 58, 2
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i[(H'Z‘i) (55~ (%) = (25%)]

9 ([H*.3¢].—[B.G].)

et

(69) g

I

-+ —
ac Jt

+ irot;([ﬂt’.ﬂ'&] + 1. 87).

De méme la relation (65 ) peut »’écrire

J e e
(70) an‘:_Z"Z; ’”ﬂ —(H*.C)+(2.C,).
. “J
J

En utilisant (60), on trouve enfin

0 =2 () () (0 20) (o)

gdn([ll* x| —{B.@]).

Retournons maintenant au principe fondamental de I'électro-
magnétostriction (59), et écrivons-le sous la forme

(72) Rimel = U, e+ 1 et
ou encor¢, en vertu de (I, 185),
(73) Kool = (I ot - 110 Yot (P=1,2,3).

En remplacant, en premiére approximation, u* parc™', et en inté-
grant & un volume ¢, on aura

(74) fK"":t"Bv_—.% [RCEEES Er

On voit aisément que dans le cas de déformations oscillantes du
corps considéré, on pourra supposer qu’on a

(75) HE ot 4 gdiv (U.5)—[B.BY =0 (i=1,2,3).

Nous pourrons écrire, en vertu de (71),

I JB JH B o030
(n,e) gp — —- * i -— op.
/v'h )30 nfu [(u w) (B ) <3L dt) (aa dt)] 3
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Rappelons que (I, 185)

) dry dry . 1
- U* = —— = ——ut = o2 ot vi=1 et Ut~ o~
(77) ds dt c

Posons ensuite

(78) ri=20 (2. Yo 0 (£=1, 2, 3)

ou A, représente le déplacement infiniment petit a partir du point
mitial 2? (i =1, 2, 3); pour ¢t =0, on a x,= z{.

I1 en ré<ulte que
Jh,

pr— !
ot

(79)

Poaons'(—l'[-l =A;dotv=2%(i=1, 2, 3).

Adoptons aussi les notations classsiques

_dhy, L dh,, _dhg,
Tx= 00 .’?_J.'—(n = 90
ey — Jhy dha
C P
0 /
) o dn, di, |
T2= 5= G5 e
L dhs dhg
R
et
’ ()l-] ();\g.
(80") mlzb).,_._—_m——m,
dh dis
W=y = J=o s
W= wy= T Il
TET gy T gy

Il est bon de se rappeler, qu’a un infiniment petit prés, on peut
identifier z, avec z,({ =1, 2, 3); nous pouvons donc, dans (80)
et (8o'), remplacer les x} par les .. 1l en résulte que les expressions
qui figurent dans (56) deviennent

dot D _ . de . 0
NV B

(4
=)
Joao 7

Jz,  dr
dlo g - del e do°  dvd

gw Tan Tt U T o T G, T om0

N
e

(81
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et

. 3 ? . 1 - . 2 1
(81 - o ov oy Jv Jv v

Wy = —— —

rramrrs T w T Ty

le point au-dessus des z,, 3, . ... indiquant une dérivée partielle par
rapport a ¢.

La puissance de striction K" peut donc s’écrire, (56 ), dans cette
méme approximation (77),

(82) vl\(’“)")E——g [’1‘1\111,9' T1_|_ Ty e .).J + T3me) ;_:
T . . 1 . " :
-+ ;_(T;‘Ill,l [ Tr_l»‘m’e‘)-'l'y—"‘ ;(T%(m,m_‘_ 'ljl,wln,(‘;)},”

. . 1 ) N
-+ (T&\IH,(M_F T.}\m,e)) Sp— ‘_I_.(Tzl)(m,(, — TL ln,t‘l) 0y

r

I

2
1 - I -

— ;(Téum,ev_ Tzvm,m) e — 2(Ta(m,(- _Tli m,c\)w)

+ T;‘"""".}:,+ Tg""'”‘y,—f— Tg(m,e. Zv't] .

Retournons au second membre de (76), et admetions qu’on ait

'(83) H=¥¢,B,; Z‘C,zzmja’v,.
7 i
Posqns
(84) W = T4,

Donc W représente la densité de 1'énergie électromagnétique
localisée, définie par (60), et Pon aura pour Iénergie localisée dans
le volume ¢

(85) f\VSVEi—f[(\H.B)+(3€.03)]ﬁv

I ’ ’
=5f22(su BB, -+ w03, 3)) bv.
v, ;
Le second membre de (76) pourra donc s’écrire

) Gy

ou les indices B, 3 servent a rappeler que la dérivée partielle par
rapport a ¢ se fait en laissant les B, et les B, (i =1, 2, 3) constants ;
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on aura dong¢
1 oW o deyy i )
(87) cf( at )B,a}a‘)—_ 20[22(7[]3']3]4- T‘Bim} o-
ty

Supposons que les coefficients ¢, et u;; soient des fonctions des dé-
Jormations linéaires et angulaires z,, ..., 3; des rotations ' et
des vitesses v'. Autrement dit la densité W de I'énergie électroma-
gnétique dépend explicitement de

5-271', Ly, L. Ly, Yz Zxy

( Wy, (.l)J, (O Zy, _}’t, 3¢,

(88)

Le second memvbre de (76) pourra donc s’écrire

1 IJW o
(89) “5[(7)3,03‘"’
1 /AN
=[] (Fonam (5 )oair= (%)
\ +<d_\_’!) z +<(L> ) +<d_V!) z
dzy /B,@ " dys /B, 2 Jdzz /B, T
(T )t (5 o+ (52)
Jwy /B, ®

ox; /)B,&"" dr: |B,&”” z¢ /B8 ]

Cette quantité représente la valeur de la puissance de U hystérése
électromagnétique.

Le principe fondamental (76) de l'électrostriction fournit alors
immédiatement, par identification de (82) et (89g), le tenseur de

Uélectrostriction (')
"[‘l(m,m= (d_“_,>
! 0z, )B,®,

P
am,e) — [ O¥Y
(90) T <d )B,«n,

J
Tam,e . (21
’ ( 93, >Ba‘5

(1) Th. DE DonokRr, L'électrostriction déduite de la Gravifique einsteinienne
(seconde communication) (Bull de I’Ac. Roy. de Belg., Cl. des Sc., 5° sérig 3
21 avril 1928, p. 206-210),

SE"VICE DE
MATHEMA 1 QuEs
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et
I pam,e T me | — d_v_[
(T3 + T} )
2 - ozy /B, &,
1 v m,e 2o e y — _d_‘_V
(91) L(ryme g = (dy: b,
_1 Lm,e T4 meey — (LN_
3 (T} -+ 1y )= (dzz B, @
P oo m,e.‘__'lw myey — (ﬂ)
2T e dw; /B, &,
_1_ 3 m,e___ T2 m,e :_(d_w
(92) > (T . dw. /B,®,
_I_ lemye __fY.m.c __(_d_‘y
2(T3 ! ) dwy /B, ®;
’ Ty me (’)‘V>
! Jdz: /B,®,
IW
3 Ty me = (&
(93) - <'))’t )Ba 3,
4 4 Jz, B, &.
Dans ces tableaux, ne figurcnt pas encore
(94) T!"m,r- , 1: m,e 'rzvm,e\’ Ti(m,?

Cependant, remarquons que I'on a d'une facon générale,

3 e , V! €
(95) TE‘IP(,(‘V = T:li, o = & “'j r# frn C)EzgY‘Tglm €
- Y

Dans un champ de Minkowshi, ces relations deviennent

’ N
\ T‘a’g.C)E T,b,ﬂ,(.,::«— rgumne = T’é‘""‘” (a.b=1,23),
]
ar  —Tia — a m,e — a(n
(96) | T(m,e)vam,u —C—,Té "’(,— Time,

_I_T;‘m e
c’

( Toh e =
Il résulte de (96) qu’ici les T, "’ sont symétriques (a, b =1, 2, 3);
donc, en vertu de (92), la fonction W ne renfermera pas w.,, wy, o;
cxplicitement. 1l résulte de (96), que les T¢™ ne différent de T; "
fournis par (93), que par le facteur (— c?).

Dans un champ de Minhowski, nous avons donc calculé toutes
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les composantes du tenseur T§"¢ (a, 3 =1, ..., 4), sauf T}'™"'; on
sait que T a les dimensions de I'éncrgie par unité de volume; il
v aura donc lieu de I'égaler & la densité de I'énergic élastique (de
déformation). On pourrait aussi reprendre toutes ces théories dans
Uespace temps, grace aux corps parfaits définis en (11, 328).

9. Tensions de radiation. — Envisageons avec Léon Brillouin (')
le cas d’une onde électromagnétique se propageant suivantl'axe des x ;
soient H, (ou H}) le champ électrique, JC, le champ magnétique.
On aura, en vertu de (84), ct de la définition d'une onde électro-
magnétique (*)

(97 W =B.H =0ad.5.

La vitesse de I'onde sera donc

[
e
oil ¢ et'w sont respectivement le pouvoir inducteur spécifigue et la
perméabilité magnétique du systéme considéré. On pourra donc
écrire
B=:I et (3=udt

D’autre part, on a, pour la matiére,

dlogD 9 _
(99) Jt *_(‘)‘t(ir"‘)y‘"“z),

ou D représente la densité massique; d’ou, pour un corps isotrope,-
on aura, en vertu de (o),

. oW oW oW "
TV me — Tgme — Time [ 21 — (<N — {2 N
(100) A . 4 (dx,:)B,as (dy, )B.:s‘ (dz; )B,m

_<__"“l__) __(.iV.V_>
T\ zx+yy+33) /B dlogD /B.@

(1) Léon BRILLOUIN, Les tensions de radiation; leur interprétation en méca-
nique classique et en relativité (Journ. de Phys., 6° série, t. VI, n° 11, p. 337 353).

(") Ici I’énergie électrique est égale a 'éncrgie magnétique, ou %Bll = 1o
2
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En vertu de (97) et (98), on obtient aisément

dlogV
(1) =—W (dlogD)B,as'

Iy

En formant, grice a (60) et (go) a (93), le tenseur, a la fois,
électromagnétique et de striction,

(102) ” Tg(e)+T§(',l’e)ll

et, en passant de la, grice aux formules (g6) et (101), au tenseur
deux fois contravariant,

(103) I Tadle) 4 TaBime) Il
on obtient (') enfin, en se reportant a (60) et aux hypothéses

énoncées au début du présent paragraphe, le tenscur de L. Bril-
louin complété :

(') Ce passage de la théorie générale de Th, De Donder 4 celle de L. Brillown a
été effectué par Jean Pelseneer (Bull. Ac. Roy. Belg., Cl. des Sc., 5° série, t. ALY,
e 7 juillet 1928).

ADDENDA.

La théorie générale qui vient d’étre exposée au paragraphe 8, et qui nous a
fourni le tenseur TE(’""” d’électromagnetostriction, peut étre remplacée par
une théorie entiérement relativiste, c’est-a-dire conservant la forme invarian-
tive dans l'espace temps; cette théorie est basée sur la Thermodynamique
relativiste développée plus loin, au Chapitre II de ce fascicule. Pour plus de
détails on se reportera a la note intitulée Théorie relativiste e 1'électro-
magnétostriction, par M* Y. DupoNT et Th. DE DoNbER (Bull. Ac. R. Bel-
gique, Cl. des Sciences, séance du 2 aout 1932).
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10. Application au champ de Minkowski. Formule de Helmholtz-

Lippmann. — Reprenons lc théoréme de I'impulsion et de I'énergie,
(21),
(105) Fo= Ng=+ Py+ F& = o,

dans le cas du champ de Minkowski.
Nous avons alors, (22) ct (23),

3
(106) No =Ny + uxzd(dil; :
3
dP‘
(o7 P _2 f).l'lj
oa I’on a posé, (16),
(108) pg = Tg“"'+ TZ(nz,e)_

1l en résulte
()Tj " dTg(m‘e)
(r09) P“ZE( drr; ()xp )

Considérons le cas de corps massiques parfaits isotropes et au
repos, et supposons négligeables les variations de la densité mas-
sique dans le temps, ainsi que les tensions de Mazwell. 11 résulte
alors des derniéres hypothéses, en vertu de (22) et de (24), que

(110) Ny=o, F{ =o.

Le fluide massique étant supposé parfait, nous poserons, en vertu

de (11, 66),

' G __ o

(111) T, _.—ogp,

ot 8% vaut un ou zéro suivant que a est égal a 8, ou différent de f.
D’autre part, reportons-nous aux valeurs (100) que nous avons

trouvées pour le tenseur de I’électrostriction dans le cas de corps iso-

tropes. En introduisant dans P, les valeurs de TBum ep T3 e on
trouve immédiatement, en coordonnées rectangulaires,

op J IW 1
(1r2) —ﬂ_d_x[<dlogD)B,d§J_o

et deux analogues par rapport aux axes y et z
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La grandeur W qui figure dans ces formules est égale a la somme
des densités des énergies électriquc et magnétique; a savoir, (85),

(113) W=W,+W,,
ot 'on a

1 . I )
(114) WezaB.H et \\Hzgo‘ﬁ.sc,
avec
(1153) B=:H, B =ud,

¢ ¢t (2 élant respectivement la constante diélectrique et la perméabi-
lité magnétique. Les formules ci-dessus peuvent alors s’écrire

0 dlogs . dlogu _
lllﬁ) Ir—[\\tdl—og—ﬁ-‘)—\\‘;m—p]_o,

En intégrant, on obtient

dloge . dlogu

(117) WegTogd + WegTogny —P=—Po

ol po représente la valeur du premier membre en un point ou élec-
tromagnétostriction est nulle.
Soit f(D) I'expression de la pression en fonction de la densité. En
développant en séric de Taylor, on a approximalivement
JdfiD)
118 —po= | =L 2| (D —D,).
(118) P—Ppo [ 7D ]ﬂ( 0)

En comparant les équations (117) et (118), on obtient la formule
de Helmlolts-Lippmann

Jdf(D) . dlog- Jdlozu
. D— — ) 8
(119) ( oD >o( Do) =W, dlogD - \Vp'z)logD
I1. Systéme électromagnétique au repos. — Nous avons montré’

au paragraphe 3 comment, grice au tableau (26), on pouvait écrirg
les équations (27) et (28) sous forme maxwellienne. Retournons
aux tenseurs antisymétriques %3 et ‘i’f{i’? que nous avons introduits
en (77) et (8). Ces tenseurs ont été appelés (11, p. 50) forces de pola-
risation électrique et magnétique ctils ont é1é définis par les expres-
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sions :
(120) @("f—@ uﬁ——"i)ua
et

@B _ B
(121) “3 27, ub— 2|

ou € et L7 sont respectivement les quatre composantes des inten-
sités de polarisation électrique et magnétique.

En chaque point ou se trouve de la masse, nous aurons, puisque le
systéme est supposé au repos,

(122) w=uw=ul=o0
et

1
(123) ub=(gu) ’

Il résulte de ceci que

(124) P/ =o,

(125) Py =P, ut,
et de méme
(126) Py

(W)
(127) P”) = P(F-)

=0,

En identifiant les formules (7) et (8) avec les formules classiques

(128) B=H+P,
(129) 0 =4+a,

on doit poser

3 JC = JC’/,
(I 0) 3y —= J{‘,lz
et
Hti=—H,,  HIP=8,,
(131) ge”:'_HH 9634=96J1
3¢ =—H , g3 =4¢,,

et, en outre, pour les composantes des polarisations électriques ¢t
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magnétiques P et 7,

P,=2,, ut, Tp= Ty, ut
(132) P, =2, ut, Z, = L ut,
P, =<2, ut, 93: = 2}, ut

En résumé, on a donc le systéme d’équations mazwelliennes sui-

vant [(31), (32), (7) et (8)]

. . JB
(133) divB = oy ut+ £}, ' rotde = ( — =+ O u—!—-ﬁ(e)),

Jat

o=

. ' 203
(131) —dive = oq ut+ f’fw, rotH = %( —+ Oy U+ f(u)),

i
ou
(135) g B=H+P,"
| B =9+ <.

Extension. — Les conditions (130) expriment que

(136) Q:é)—":{“—o (i,j=1,2,3).

. . . , .
Si celles-ci sont remplies, on pourra, pour un systéme en mouvement dans

un champ gravifique quelconque, conscrver les interprétations (131) et (133 &
135) ot

Rappelons que dans les systémes cansidérés ici, les forces électriques et
magnétiques appliquées (eingepragt) sont supposées nulles.

CHAPITRE II.
APPLICATION A LA THERMODYNAMIQUE.

12. Premier principe de la Thermodynamique relativiste. — En
se reportant aux équations (52) & (58') on peut écrire le premier
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principe sous la forme (')
(138) (%[‘U,B(.z'l...x;)] = 28(x)...0) — K¥(xy...2,),

ou encore sous la forme équivalente

I(Uux
(139) YA — 0.

Utilisons les coordonnées rectangulaires dextrogyres. La rela-
tion (139 ) s’écrira:

UVt ey o
(140) Eﬁa— =2-X,
o
ou
di> ds
(141) pr= i et V= 7

Multiplions les deux membres de (140) par d¢ défini par (48),
d’ou, en vertu de la théorie des inyvariants intégraux,

(142) %ffu.\—l Bo = /':zac_chao.

Posons

(143) T‘:lf‘uap zf‘uv—laa,

ou V™! représente la moyenue de V! prise dans tout le systéme con-
sidéré, ainsi que

(14%) UEZf‘ILSV,

(145) §E‘f%ﬂap ou %f@av,

(Y) Th. D& DovbeR, Comptes rendus, Ac. des Sc., Paris, t. 186, p. 1599-1601, et
t. 187, p. »8-3o.

Nous donnons ci-dessous les dimensions respectives des grandeirs utilisées, a
savoir :

28z 8y ¢50t = éncrgie
K Bxdy st = énergie
U xSy 856t = énergie < longueur
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en représentant par V la moyenne de V prise dans le systéme con-
sidéré.
Alors I'équation (142) s’écrira

(146) I Lev= 1U]_——d—Q———fJCov

Nous dirons que U est I'énergie intense du corps a l'instant ¢ et
que dQ est la chaleur reguc par ce corps pendant dt.

Etudions maintenant le ter mof Hde quifigure dans (146), en nous

Limitant au cas du fluide paljau de pression ( positive) p. Ln nous
reportant a (58') ainsi qu’a (1I, 66 ), nous aurons:

%
(147) XK N_Zc‘;au)ul ou +(_Pzdu

* g

en négligeant les dérivées des g, par rapport a s.
Substituons (147) dans (146); d’ou

(148) «L/{t[ IUJ-— ([“ —L —ep [Zﬂfoc

ou p estla valeur moyenne de p dans le volume ¢ a I'instant ¢ consi-
dére.
En intégrant
Ju! ‘ I(V—1pt)
o) (S W [FU,

=1 =1

on aura, pour (148),

— _dQ ¢ - o= Juh
(150) dt[cV IU]_ 7 —peV 'JC()rv.,ﬁo+cp—3t—dv,

o1 v, représente la composante suivant la demi normale ¢ extérieure
au corps en un point del'élément do pris sur la surface fermée ¢ limi-
tant ce corps.

Or,on a’

e
(151) Ovvaﬂ——%-

Donc (150) fournit, en premiére approximation, le premier prin-
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cipe de la thermodynamique classique :

(152) dU = dQ — pdv.

13. Deuxiéme principe de la Thermodynamique. — En relalivité
générale, nous écrirons ce second principe comme suit :

42
T

(153) %[56(.1-1....3‘)]:' 3. ..ab),

ou & est le facteur de densité entropique; oi 2" est le facteur (positif )
d’apport de chaleur non compensée (ou de viscosité physico-chi-
mique); ot enfin, T* est le scalaire ( positif) thermigue.

De (153), on déduit que (')

(S ue QL4 2*
(154) Z((()xa): ™

o

Retournons a 'image euclidienne; on aura, comme au {142),

d - I
55 —_ b —1 §p = ~—— 9 *13
(155) dt[bv op s [(9+Q )dv,

ot T" est la moyenne de T* dans le systéme considéré.
Posons maintenant

(156) S= fsv—tau,

et, comme au (145).

dQ* V
- =L [ o
<I5,) ar = c./‘:.’. 8o,

Alors I'équation (155) deviendra

c

58 dS = —=(dQ + dQ*),
(158) T*V((Q Q*)
Posons

\%
(139) T=T7Y,

(') Dans le cas ou le systéme est isolé (2 = o), on retrouve ainsi I'équation de
Tolman (Proc. Nat. Ac. Washington, t. 14, 1928, p. 368 4-372). |
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d’ou l'équation différentielle exprimant le second principe de la
thermodynamique classique

= Q-+ 47

(160) ds =

14. Thermodynamique des systémes électromagnétiques doués
d’hystérése et animés d’un mouvement quelconque. — Utilisons le
premier principe de la Thermodynamique en substituant (58') dans
(138) et en tenant compte de (59); d’ou

(161) dils[‘uﬁ(mi...x‘«)]=Qa(xi...x’*)
— [Kim) 4 888 ux+ HKle) ] 8(zt. . . 24).

Utilisons maintenant le second principe de la Thermodynamique en
substituant (161) dans (153), d’ou

d d
(162) (Tg[‘uﬁ(xl...x‘)]——T*ds[sﬁ(xi...x‘)]
=—[Him) 4 ) w4 ICe) |3 (1. . . 2b) — 2% 3(2t...24).

On pourra faire apparaitre, dans cette relation, la fonction U—T*S .
qui généraliserait I'énergie libre.

CHAPITRE 1II.

LA RELATIVITE RESTREINTE.

15. La transformation de Voigt-Lorentz. — Nous avons montré
(I, 58) comment on pouvait obtenirla transformation de Voigt-Lorentz
qui se trouve a la base de la Relativité restreinte, a savoir

(163) =z =0(2'+vt), y=y, z2=273, t= B(t’—i— ':E‘”’)'
ol nous avons posé

(164) = -

MEMORIAL DES SC. MATH. — N® 58.
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On sait que celte transformation laisse invariante la forme quadra-
tique de Minkowski
(165) dst== — Bx°— 32— 82"+ ¢° 312,
autrement dit, on aura

(166) 3 =108s5"=—dx"— 38y — 83"+ c2 812,

Rappelons que le jacobien de ces transformations vaul 1; on aura
donc

(z) _o(&

e
L

~

|

=1I.

—_

Ll en résulte qu’ici il n’y aura pas de différence entre un multipli-
caleur et un invariant, ou entrc les composantes tensorielles d’un
tenseur (letires rondes) et les composantes ordinaires.

16. Variance d’un élément de volume. — Considérons avec le spec-
tateur S, & Uinstant ¢, un élément de volume

8y = 8x3yds
avec

(168) 8t =o.
En vertu de (163), on aura
(169) Sz’ = Béx, 3y =8y, 3z’ = 3z,
ce qui donne, pour I’élément de volume, exprimé en variable de S’

3 = 1 32’ 8y’ 87",
Posons, avec S/,

(170) 3'=8x' 8y’ 83"

d’ou

(171) |20 =p-ra0.]
Bo

On aici 0t/ =— c—,&z‘, ce qui est, en général, différent de zéro.



APPLICATION DE LA GRAVIFIQUE EINSTEINIENNE. 31
Mais si les points (&', y', 2') et (2’ 4-ds', 3’ + dy', 5’ + 35') consi-
dérés sont au repos par rapport a S, cela permel de considérer v’

comme le volume géométrique étudié par S’ (a I'instant £) et corres-
pondant a celui étudié par S (a I'instant ?).

17. Covariances et contravariances. — Nous allons montrer, dans
ce paragraphe, comment se transforment successivement les com-
posantes d’un vecteur quadridimensionnel, d’un tenseur deux fois
covariant ou contravariant et enfin d'un tenseur mixte, lorsqu’on
applique la transformation de Lorentz (163).

Composantes contravariantes d’un vecteur et ses transformées :

At=B(A"T 4+ v A%),
A2= A",
(172) A=A,

(4 ’
— Y — At
Composantes covariantes d’un vecteur et ses tram;formécs J

’ v ’
A= ?(Ar— FA'A))
(173) A, = A",
A= A%,
A= B(A,—rA)).

Composantes d'un tenseur antisymétrique doublement covariant
Bog = — Bga, et ses transformées :

’ v 7
By, = p(Bm‘*‘ c—,Ban):

! v !
Byy= S(Bls"‘ ;Baa):
(174) Bu= B’Iln
Bys= Bln:i;
By = 3(B3;—¢By,),
By = 3(B3,—¢By,).
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Composantes d'un tenseur antisymétrique doublement contra-
variant B*f = — BB=, et ses transformées :

Bt = (B4 p B'4),
B3 = B(B"13+ pB"43),
Bli = B’u.,
(175) Bro=B",

B = p(B'u-._ = B"M),

B3 = B <B’3’*+ id B’31)_
[} cz

Composantes d’un tenseur mixte :

/

T| =}3 ( "—--—T'"‘—-26—T")
T3=T'.?;
T3 =T'8,

T4 = p° (——T"+T’*+2—T")

=Ty =p(Tr— 5T2),

(176) < TH =Ty = p<T,|J_Ev;T,4,)’
T§=T1=Ty
2
Ti=—STi=§ [T"(l+ %)-%(T;*—T',i)],
Ls l U 4 !
ry = A= prs e 21)

(4

T4 =—ZI?T;§ = p[T';_._ _c_’TI:"]'

18. Variances de la force électrique, de la force magnétique, et de
la densité électrique. — Appliquons le tableau (175) aux tenseurs
e, g I3 et I, HLRY, JCP*, et tenons compte de (130) et

des notations (131) et (26), nous trouvons les covariances :
H,= Hy, € o= €y,
C O e T
, HJ=§(H3+2“2>: Zey—ﬁ(ge e z):
14

[4

(177)
( H, = g(H;—zaq',), 5, = p(sc', + EH}).
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Passons maintenant & la covariance de la densité électrique. Nous
avons posé (II, 230), pour la densité électrique,

= o uk.

(178) p=
Rappelons que ¢ est un multiplicateur (II, 170); nous aurons done

ici, en passant de S’ & S,

(179) g=07.

Le tableau (152) nous donne immédiatement la variance de u*; &
savoir

ne (e L) = A AN
(180) u B(u‘« = u)_ﬁu’*<1 o @t
Nous aurons donc

d
(181) p’=s’u’4~=cu”lﬂ(1—:—n —d—f),
ou encore

, v dr

(182) r=eb(1i—%Z)"

dz . . . ,
Remarquons que — qui figure dans (181) est la vitesse suivant z,

de I’électricité considérée par'S.

19. Invariance de la charge électrique. — 1l résulte immédiate-
tement des formules (182) et (171) 'invariance de la charge électrique.
Si nous considérons, en effet, une charge au repos par rapport a S'
nous devrons poser

dz
.(183) Frimid
(182) devient donc
(183) p=p'8"

En multipliant (183) et (171) membre 4 membre, on obtient

pdp = p’ 3¢,
ou encore

(184) de = d¢’,

ce qui exprime l'invariance de la charge électrique.
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20. Phénoméne de Doppler et aberration des fixes. — Considérons
avec Einstein un systéme d’ondes planes de fréquence v, dans le sys-
eme fize (O; z, y, z); ce champ électromagnétique sera défini par

H,= HYsin, 3 .= 3€2 sinb,
H, = HY sin®, 3, = &K sinb,
H; = H?sin6, d€; = 3¢9 sin b,

(185)

ou I'on a posé

(186) O=2=nv [t—%(mcosnx+ycosny+zcosnz)].

Le symbole n représente la demi-normale au plan de I'onde

(187) 2 COSnZ + ) COSny -+ 3z cosnz = const.,

cette demi-normale étant tracée dans le sens de la propagation de
londe.

Passons au systéme (O'; 2,5, 5'); les transformées de (183)
seront, (175),

H.., = HY sin0, 9€,., = 8% sin 0,
’ — 0 _—
(188) HJ'_p(H’
v

H,, = p(Hg+ ¢ ;) sinb,  2e, = @(%g-%Hg) sin®.

ol

acg) sing,  2¢),= 3(5«:_9 + ‘éHg) sind,
(4

Dans le systéme mobile, le spectateur S écrira pour I'onde plane
observée, des relations analogues a (185)

Hy = H sin®, 8¢, = 49 sin¥,

(189) K ) eeeereieieaaaas .
.............. ,

ou

(190) 0'=axnv [t’——— i—(w’ cosn'z' + y' cosn' y + z' cosn’_y’)].

En vertu de (185) et de (188), onaura H, = H/,; d’oul en vertu de
(185) et de (189)

(1917) 0'=19.

Dans (186) remplagons z, y, z et ¢ par leurs valeurs tirées de la
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transformation de Lorentz (163). De la, résultent les quatre relations

(192) \:’:;‘;p<1—£cosnz>,

[
cosnx — —
- 1 r c
cosn' x’ = —
1— -cosnz
c

. cosn
(193) cosn'y' = —_cosny
v
fi<1——cosnw)
c
;. cosnz
cosn' 3'=

B(I—gcosnz‘) .

La relation (192) exprime la loi du phénoméne de Doppler (aussi
connu sous le nom de principe de Doppler-Fizeau).
Dans le cas particulier ou V'angle nz = o0, on a

‘/1—3‘Y
(194) =Y C.
v

1+ -

/1

Le spectateur S', animé de la vitesse v, observera la fréquence v/, si
v est positif, ce spectateur fuit la lumiére; dans ce cas, la fréquence v'
ainsi observée est plus petite que la fréquence v observée parle spec-
tateur immobile S.

Les trois relations (193) expriment le phénoméne de V'aberration

. . N T
des fixes. Dans le cas particulier ou nz = srona
v
(193) cosn’ ' =— >
donc si v est positif, angle n'z’ observé par S’ sera un peu plus

n
grand que - -

21. Variance de I’énergie lumineuse. — L’amplitude variable (au
carré) de la force électrique observée par S est (185)

(196) H:= H3 + H} + HY,
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I'amplitude maximum (au carré) de cette force électrique est
(197) Ho> = H92 + HY? 4+ HY2,
On peut écrire des relations analogues pour la force magnétique 5¢.
On aura, en outre,
(198) Ho = 4o,
Utilisons la covariance (176)
(199) TP =Ti;
en remplagant cette composante du tenseur asymétrique par sa valeur

(60) écrite dans le cas ou B=H et 33 = ¢, on aura, en utilisant les

relations (185),
Ho )2 __cosn’y' cosn' 3
H°/ ™ cosnycosnz

Reportons-nous aux deux derniéres covariances (193), d’ou

(200)

H'o v
™= p(x— zcosnz‘) ’

ou, en vertu de (192),
H'o
Ho

V'
== —
v

(201)
La relation (200) exprime la covariance de U'amplitude de la
Jorce électrigue. On aura la méme covariance pour la covariance de
Uamplitude de la force magnétique.
Remarquons (60), que I'on a ici

202 Tie =L H° 4 3€2) = HZ2sin26,
4 > 0

Il en résulte que, (191),
THO  Hp\?  [v\2
(203) e =(m) = ()"

Rattachons ces diverses covariances (192 & 203) 4 la covariance

dt’ v dx
(204) E=‘G(I—§ E)’
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ou —- représente ici la composante, suivant Oz, de la vitesse de

I'énergie électromagnétique; on aura donc

(205) (g =-ccosnz,

¢ représentant la vitesse de la lumiére.
Il en résulte que

(206) % =ﬁ<1——£cosnx>,.
ou, en vertu de (192),

dtl 0
(207) = =5

covariance remarquable parce qu’elle montre le lien qui existe entre
la mesure du temps au moyen de la lumiére et celle de sa fréquence,
mesures effectuées respectivement par les spectateurs S’ et S.

22. Thermodynamique des corps en mouvement rectiligne et uni-
forme. — Il résulte immédiatement de (167) que, lors d’une trans-
formation de Lorentz, on aura

(208) N=9¢, .U=U,
(209) =2, 2= 2%, S=6&,
(210) T* = Tw’

ce qui montre donc, pour deux observateurs animés I'un par rapport
a lautre d’'un mouvement rectiligne et uniforme, 1'invariance des
facteurs d’apports calorifiques, de chaleur non compensée et du facteur
de densité entropique.

Proposons-nous maintenant d’établir la variance de l'énergie, de la
chaleur et de V’entropie (156). Pour cela rappelons-nous la cova-
riance (171); il résulte alors des définitions de dQ, dQ* et E que
l'ona ’

(211) dQ=p§"1dQ, dQ'=p1dQ", E=f"E,

Retournons maintenant aux définitions (159) de I'entropie S et de
la température T.
En vertu du tableau (1792), nous pouyons écrire pour la variance
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de u?*

(212) ut=Bu't,
On aura donc, en vertu de (156), (159),
(213) S=S§, T=§~T.

Nous obtenons donc ainsi, de facon tout a fait synthétique, la

variance de toutes les fonctions thermodynamiques, et en particulier,
I'invariance de I’entropie.

23. Electromagnétostriction des corps en mouvement rectiligne et
uniforme. — Cette application résulte immédiatement de notre théorie
générale de I'électromagnétostriction (Chap. I) et des tableaux de
variances (172 & 176). Reportons-nous aux définitions et interpréta-
tions électromagnétiques (130 4 135) relatives aux corps considérés au
repos; donc tous ces symboles doivent étre affectés d'un accent.
Passons maintenant au systéme en mouvement rectiligne et uniforme
de vitesse ¢ par rapport au spectateur S'. Grace aux tableaux des
variances (172 4 176), on pourra calculer les ICaB, I3, 5028, He28,
qaB, 22, etc., relatifs a ce systéme.

En particulier, les corps purs que nous avons définis au (11, 328)
nous donnent ici

(214) KB = gewy qﬁ?,

ol nous avons posé

(215) ‘.’KEEsgsg—gjgltvu?+£)ﬁuvu“ (2, B=1,2,3,4).

Rappelons que 6% = zéro ou un suivant que ¢ est différent ou non
de a.

Remarquons, en outre, que les <pﬁr? sont covariants par rapport a p.
et v et contravariants parrapporta et 3; on trouvera ainsi leur trans-
formée.

Dans le champ de Minkowski, et pour des corps au repos, les
relations (214) deviennent

(216) Hij = e,
(217) K=o ¢
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en posant

(218) g'=8%—p; (i,j=1,2,3),

L'interprétation des formules (217) est immédiate. Il suffit de
retourner aux tableaux (26) et (131). Ces formules s’écrivent alors

(219) B.=H, ¢,

¢; est la généralisation de la constante diélectrique.

Grace aux formules (175), passons du spectateur S' au spectateur S
en exprimant K'4 et ' en fonction de I8 et J€*B dans la for-
mule (217). En identifiant alors le résultat obtenu avec (214), on

peut établir trés facilement les relations qui unissent les 938 et les ¢'.
On trouvera ainsi

(eit= ¢i= 1,
(220) ' pih =3¢ = Be'dd,
En reprenant le méme raisonnement & partir des formules
(221) 5P = e wid,

on trouve les %8 des corps en mouvement en fonction du tenseur p’ de
la perméabilité magnétigue des corps au repos.

24. Invariance de la constante universelle /2 de Planck. — Repor-
tons-nous a la variance (211) de I'énergie et assimilons E et E' a des
quanta d’énergie; a savoir

(222) E = hv, E=Nv.
Reportons-nous, d’autre part, a la formule (I, 61). D’ou
(223) v= =t

En comparant (211) et (223) et en tenant compte de (222), on
obtient (')

(224) h=".

(1) On peut aussi obtenir cette invariance dans le cas de la relativité générale
(Th. De DonDER, Bull. Ac. R. Belg., Cl. des Sciences, 5° série, t. XVI, séance du
8 nov. 1930, p. 1184-1187).
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25. Réflexion sur un miroir parfait en mouvement rectiligne et
uniforme. — Nous ne reprendrons pas ici ce probléeme, qui a été
traité complétement par nous dans la Gravifique Einsteinienne (*).

26. Quantité de mouvement et énergie d’un électron de Lorentz en
mouvement rectiligne et uniforme. -— Nous avons donné précédem-
ment (IIf, § 16) la théorie de I'électron de Lorentz a I'état de repos,
c’est-a-dire qu’on aura en tous points de cet électron

dz’'

— = 0.

(225) -

Calculons avec S les composantes rectangulaires Gy, Gy, G, des
quantités de mouvement définies

:
(226 GI=fT,“9J S, ...

En tenant compte des covariances (176) et (171) et de (60), on
trouvera facilement

(227) Gy= %—:)f(ﬂ?_,_ H2)d0,

la force magnétique J¢' étant identiquement nulle dans le cas d’un
électron immobile. On démontre facilement que les deux autres com-
posantes sont nulles, & cause de la symétrie sphérique qui régne dans
I'électron immobile dans le systéme S'.

La quantité de mouvement de 1’électron de Lorentz animé d’un
mouvement de translation de vitesse ¢ et observé par le spectateur S
a pour valeur
(228) G= %f(ﬂ_'yu— 2)50".

Remarquons que l'énergie électromagnétique contenue dans une
couche sphérique extérieure al'électron immobile pour S’ et prise
dans le champ de celui-ci vaut

(229) E = éf(Hg?+H’Jﬂ+ H2)5v,

(*) Paris, Gauthier-Villars, 1921 (voir § 79, p. 131). — A. EINsTEIN, Ann der
Physik, t. 17, 1905.
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l'intégrale étant étendue a la couche ¢, c’est a-dire a Pespace com-
pris entre deux sphéres concentriques a 1’électron.
A cause de la symétrie sphérique de cet électron, on aura

(230) fH;;—* aw:fﬂ_',z av'zfﬂg-* b= 3 E.
En substituant cette valeur (364) dans (362), on a

(231) c="4Eq,
3 c'

Rappelons que E’ désigne 1’énergie qui entoure I'électron au repos.
Or nous avons trouvé pour cette énergie (III, 222)

(232) E=_-2"_

e’ et A' désignant respectivement la charge et le rayon de I'électron.
Nous trouvons donc pour la quantité de mouvement G (228)

1 e?2
(233) G:E—lmpv.

27. Variance de la masse. — Reportons-nous a (II, 100) ainsi
qu'au cas particulier du champ de Minkowski (II, 102 et 103). Nous
avons vu que dm" est la masse dm’ au repos, d’on

(234) dm = 38m/.

28. Masse longitudinale et masse transversale. — Retournons
d’abord aux équations (Il, 263 et 262) et appliquons-les a une parti-
cule chargée en mouvement rectiligne; elles peuvent s’écrire, en

vertu des notations (131) et de (II, 169) et en se rappelant que ¢' = v,
v?—=o0,9v?=o0, v =1,

d m' ot ,
I — p—
c
d m'y® , [
(235) i) = (),
Vi-(2)
d ! p3 , v
E m’ o =e(H:+-acy),
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et enfin
d "e® ,
(236) d—t<—Ln_—_ =e VH_—;.

P2
Vi=(3)
(4
Aprés les dérivations par rapport a ¢, on aura soin de remplacer ¢2
et v? par zéro; ¢' par ¢.
Par définition, la quantité de mouvement de m' a pour compo-
santes (235)

(237)

! pl
e (i=1,2,3).

Remarquons aussi que ( 236) peut s’écrire (184 et 234)
(238) %(mc”):evﬂm.

Cette relation représente une transformation d’énergie par unité de
temps.

Les équations (233) et (236) peuvent se mettre sous une forme
remarquable, analogue a celle par laquelle Galilée exprime la relation
entre la force mécanique d’une part, la masse et 'accélération d’autre
part.

Portons (236) dans (235), d’ou

e (v)H ,drz ,
_%E + Bm T =€ H,,
,a? , v
(239) sm' L = (H,.— E“Z>’

,d*z , v
Bm 2T =¢ <Hz+ EGC.).

Ces trois équations peuvent s’écrire, grace a (177),

A’z -

B3m 5= H,

’d) 4 7

(260) gL = ' H,
, A’z -

pm' =5 =¢Hy,

ces équations se rapportent & un instant ¢.
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En nous inspirant de la force mécanique définie par Galilée, nous
. . q p !
dirons, avec Einstein ('), que B*m/ est la masse longitudinale de la
particule chargée considérée et que 3°m' est sa masse transversale.
En vertu de (234) on pourra dire aussi que 32 m est sa masse longitu-
! q g
dinale et que Bm est sa masse Lransversale.

En utilisant (163) on voit immédiatement que les équations (240)
peuvent aussi s’écrire

m’%t—,&i—ze’ﬂ;ﬁ

Id’ ! ’ ’

(241) m_dT{=eHy,
, Az A

m Wl_ =e Hz,

ces équations ont la forme galiléenne.

CHAPITRE 1V

APPLICATION A LA MECANIQUE ONDULATOIRE DE DIRAC GENERALISEE.

29. Equations gravifiques et électroniques. — Présentons sous une
forme tout A fait synthétique 1'étude des systémes électromagné-
tiques les plus généraux que nous avons considérés au Chapitre I
du présent fascicule. A cet effet, rappelons d’abord les diz équations
gravifiques (1); a savoir

9(OME — TL W= I Y& INE)

(242) 5598 o,

ou les fonctions caractéristiques I8 et I ont été définies par (4)
et (5).

Passons ensuile aux quatre équations électroniques ou maxwel-
liennes dont nous avons indiqué la généralisation dans (27) et (28)

() EINSTEIN, Ann. der Physik, Bd XVII, 1go5. — Einslein suppose que 'accélé-
ration est faible. Alors la particule demeure approzimativement au repos dans Te
systéme entrainé S'.



44 TH. DE DONDER.

et supposons qu’il n’y ait pas de courant magnétique ('), c’est-a-dire
que C$ =o. Dans ce cas, on pourra poser (II, 330),

(243) KB = Py 5— By a.

Autrement dit ces quantités dérivent d’un potentiel vecteur électro-
magnétique (®,...®,). Nous allons aussi écrire ces équations max-
welliennes sous forme de dérivée variationnelle ; a savoir

B(IMe— JLW* + DN 4 IR DR

(244) e

Précisons la maniére dont la dérivée variationnelle par rapport a @,
doit étre prise dans (244) pour qu’on obtienne les équations (27)
et (28) susmentionnées. Pour cela, reporicns-nous a N dont la
valeur est explicitement donnée en (10). Dans cette cxpression nous
considérons les K,, comme fonctions uniquement () de z,.. .z, (el
non de @,), et les variations de ces fonctions par rapport aux @,
seront donc nulles.

Retournons a (244). Nous savons que I, IUW2, IN™ ne
dépendent pas des ®,. Posons

3INLm,e)
_S(I:a_E % (a=1...4),

(245)
od 7%, représente le courant électrique (total ).

Les dix équations gravifiques (242) peuvent alors s'écrire explici-
tement (II, 15)

(246) —%(a+bC)gag+ bGog = Nuy ug+ Pag+ Tgj
el les quatre équations maxwelliennes s’écriront explicitement, gréace
a (245),

(247) diap = Co

dzg = Mer

(?) On peut se passer de cette hypothése restrictive, en introduisant le potentiel
vecteur adjoint @, (voir, & ce sujet, la note de Jules Géheniau (Bull. Ac. R. Belg.,
Cl. des Sciences, 5° série, t. XVII, séance du 4 juillet 1931, p. 921-926).

- (?) Il serait ausé de faire disparaitre cette restriction ou cette conyvention, en mo-
difiant, au (245), la définition du courant C{©,
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30. Equations gravifiques, électroniques et photoniques. — Intro-
duisons maintenant la fonction caractéristique ou universelle

(248) IME + INULE + INLph);

I'indice (ph) se lira photonique. Si nous comparons cette fonction a
celle qui figure dans (242) et (244 ), on voit qu'on a remplacé dans
cette derniére tous les termes massiques [— 9T W3- I + I |
par le seul terme photonique JTLPY),

Nous allons maintenant définir la fonction JLP®) au moyen des
potentiels photoniques P, et Q, et des potentiels électromagne-
tiques ®,. Nous écrirons, pour simplifier,

aniec

(249) =0 (p=1...4),

oni=y\—I1.

Introduisons les notations

(250) P*“E:)d:;;_ %—l‘;—*:, A= Pu—LuPy,
(251) Q=2 T, Bl L,
ainsi que

(252) xS EZ_ZE—C“QH’

(253) wszfj: — g, 2¢,

ou

(254) x= 2—;—:—imc“.

Posons, en outre,

(255) 2Uuy= (Puyv+ Apy) + (Qpv+ Bpy) 5

il en résulte que ’

(256) #Ul = (Pliv+ Afiv) — (Quv=+ Byy).

Les astérisques qui figurent dans Py, Q;, Ay, By, indiquent qu'’il
faut prendre la dualistique des quantités qui en sont affectées;
autrement dit, on aura, par exemple, (I, 303),

(257) U = Ugs.

MEMORIAL DES SC. MATH, — N° 58.
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Grace aux notations (249) & (236), nous sommes en mesure main-
tenant de définir la fonction caractéristique N de J.-M. Whit-
taker ('); a savoir

(238) | ONPAI=[ U» U, + 2(SS¥— BBX) — 2(PHPY — QuQ)) 1y %,

les croiz obliques qui figurent dans U,, S%, BX, etc., indiquant qu'il
faut prendre 'imaginaire conjuguée de 'expression qui en est affectée.
Prenons les dérivées variationnelles de I+ I+ LM par
rapporl a g*B, a @, et aux potentiels photoniques P, Q.u, Py, Q.
Nous aurons alors les éyuations gravifiques de la mécanique on-
dulatoire
(I + ILiE + DlLiph)
(259) a3 =
g

0,

les équations électroniques ou maxwelliennes

3(IMe—+ OO+ ) _

(269) 5D,

et enfin les équations photoniques

(M + MO+ JNLiph)y o 3(IMeE+ IO+ INLlph))

gy S(OMEH IS4 ORpk) (M MNP ORI
(262) 5P, =% 3Q, =

En effectuant les calculs indiqués dans (259), nous obtenons explici~
tement

(263) ——é(a+bC)g&W+ bGry = T 4 Mw,

ou T¥) est 'expression contravariante de (15) et ot I’on a posé

(264) Miv = — 2 Ly (%L—P“ P§+QaQ§)gw

+ 2NV —2 OV 4 2 Pt P>Xv— 5 Qi Qv,

Dans cette expression les symboles L#v, L, Nvv, Ovv sont définis par”’

(1) J.-M. WHITTAKER, Proc. of the Royal Soc., séries A, vol. 121, n° A.T88,
p. 543 557.
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les relations suivantes :

JPs  OP
kadf = —_ - X __
(265) gL = 4 m et [ (de oxy G Pe+8 PY)
oY% IPE .
X(d-l'p. ().l'-, +§P-P‘l 5VP )
) dQ
-+ <’Qv —"J.'t_p —Cp.Qv‘f'CV p.)
Q3 Q%
< (3 ai-na) ]
(266_) Lpv = g5 Luvko, L = gy, Lo,

(267) Niv= (%pm gu— pmgm) ( h__ 08 Lq:as)

2amime? Jry me

~+ conjuguée — é S8X guv,

= (L Ooxa guv — ( h _JB e
(268)  Owv (2 Q<& gy — Qv gim) . < 3,8

2xImce? g%

-+ conjuguée — é BB>guv,

En effectuant les calculs indiqués dans (260) par rapport a ®,, nous
obtenons explicitement

oXuy e\/ g

az, mc3

(269)

Uky PY 4 U Q¥ 4+ SP><u— BQ>#+ conjuguée }.
jug

Enfin, en effectuant les calculs indiqués dans (261), nous obtenons
explicitement

JUBY JUL
(270) PEN = G&h}: W = C‘(ph)a
ou l’on a posé
B v rhS = ouv 95 f
271) Chn= Lo UW—LuS+y—ggw 5 — * 2,
W v B/ — 2 9% .
(272) Clom=—0 UL +(rB+y— gt o k2

La dérivée variationnelle (262) par yapport a P, et Q, donne deux
équations conjuguées aux précédentes. On voit que les équations
photoniques (270) ont la forme maxwellienne.
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On appelle Cj;, et C¥, les courants photoniques (*). Remarquons,
d’aprés (270), qu'on a les théorémes de conservation photonique

act ) 9C¥ Lny
(273) T = ozb
w @
31. Principe de correspondance (2). — Identifions les seconds

membres de (263) et de (246) mis sous forme contravariante. Nous
obtenons alors

(274) Nuo uf + Pof = Mef,

ou M8 est donné par (264).
Identifions ensuite le second membre de (269) avec celui de (247).
Nous obtenons de méme
(275) O, =— D€ { Ubv Py + UBY Qf -+ SP>% — BQ+ conjuguée |.
On voit que grice & notre principe de correspondance, il est pos-
sible d’exprimer les termes massiques Nu*ubf+ P8 et les courants
électriques C2%, en fonction des potentiels électromagnétiques et
Photoniques.

32. Théoréme de la conservation de l’électricité et théorsme de
Yimpulsion et de I’énergie, exprimés au moyen des potentiels photo-

niques. — Reportons-nous a (269) et remarquons que I'on a identi-
quement

e
(276) 070078

On aura donc le théoréme de la conservation de l’électricité

9C% _

(277) dz, = °

(') DE DoNpER, Bull. Ac. Roy. Belg., Cl. des Se., 5° série, t. XIII, n 8-9,
2 aofit 1927, p. 507-509; t. XIV, n° 6, 2 juin 1928, p. 307-312. — R. FERRIER, Revue
geén. de UElectr., t. XXI, 11 juin 1927. — L. pE BROGLIE, Ondes et Mouvements.
Paris, 1926 (voir p. 70).

(2) Th. D DoNDER, Bull. Ac. Roy. Belg., Cl. des Sc., 5° série, t. XIII, n°* 8-9,
2 aouit 1927, p. 507-509; t. XV, n° 2, a février 1929, p. 116 119. — Oskar KLEIN, Z. f.
Ph., Bd XLI, Heft 6 7, 1927 [voir éq. (18), p. 414].
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ou C7,, est exprimé grice a (2735) en fonction des potentiels électro-
magnétiques et des potentiels photoniques. Ce théoréme est le cor-
respondant du théoréme (30').

D’autre part, en appliquant les identités de Hilbert a la fonc-
tion JIt8, on obtient (II, 22 et 23)

7

(278) ~§(a+bC)guv+ bGqu =0
v

le symbole. v indiquant la dérivée covariante de I'expression entre

crochets par rapport a z,. On aura done, en vertu de (263), le théo-

réme de U'impulsion et de l'énergie

(279) (T + M) = o;

ou T¥] et M sont donnés respectivement en (15) et (264). On voit
que ce théoréme est exprimé au moyen des potentiels électroma-
gnétiques et des potentiels photoniques.

Le théoréme (279) est le correspondant du théoréme (21).

33. Théoréme de compatibilité. — A cause des relations (30')
et (21), ainsi que du principe de correspondance, il faut qu’on
ait (277) et (279). Nous avons démoniré dans le paragraphe pré-
cédent que ces conditions sont satisfaites en vertu des seules équa-
tions gravifiques, électromagnétiques et photoniyues (263, 269
et 270), autrement dit, sans faire appel au principe de correspon-
dance ().

34. Equations quantiques de Dirac. — Nous allons appliquer les
équalions générales (270) ci-dessus au cas particulier d’un champ
de Minkowski et nous choisirons les variables de telle fagon que
le ds? définissant celui-ci soit de la forme

(280) ds> = dit— c‘—,(dxz-e- dy’ + dzt).

Au lieu du potentiel vecteur ®, que nous avons utilisé ci-dessus,
nous utiliserons avec Whittaker le potentiel ®, lié au précédent par

(') Th. DE DonDER, Bull. Ac. R. Belg., Cl. des Sc., 5¢ série, t. X, séance du
5 avril 1924, p. 188-201.
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la relation

(281) Gy= - Dg.

2

o1,

En utilisant les notations que nous avons définies précédemment,
nous aurons

= 1 - 1 = I =
(282) qjl:_hc?A‘”’ (I)‘:_EA)’ (pa:—z-)Az, ‘I": AR

Nous poserons de méme
0B, 0%,

(282) d.z:p, oxy !

=

ce qui donne donc, en vertu de (243),

1 [0d om 1,0
(283) xw=_( ”_—_>—-§ac!“.

e \dxy  dzy/

Nous supposerons dans ce paragraphe qu’il n’y a ni polarisation

électrique, ni polarisation magnétique, de sorte que nous pourrons
écrire

(284) Xyy=— Eli Hy,.

Remarquons que chez Whittaker, les indices ., v, etc. varient de o
a 3 au lieu de 1 a 4. Pour plus d’uniformité, nous utiliserons ici cette

maniére de procéder et choisirons o, 1, 2, 3 comme permutation fon-
damentale.

Gréce a (280) nous pouvons déduire trés facilement de (284) les
composantes H¥; a savoir

(285) Xpv=— ¢2 Huv,
En reprenant les notations (131), nous pourrons donc écrire

1 1 1
Xo1 = EEHH: H,, Xoz= —;;5623=—35€,,,

OV m

1 1 1 1
(286) 4 on: —c—gH25= EH"’ .X;u:—-EigC“:—Eigcy,

1 1 I 1
x03=;:—2Hal.=EHz, Xm'—:—g.;gen:—’c‘;gcz-
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Il en résulte, (285), que

Xot=—_cH,, X»3=3¢,,
(287) X0'=—cH,  Xs1=2z
X0i=—cH,  Xt"—2,.

Posons encore avec W hittaker

(288) Pe=P, Pi=~Ip, Po=—2P,, P,

et

(%9) Q=Q Q=—7Q, Q@=—Q, q=—1Iiq.
Nous aurons donc, grace a (280),

(290) Po=P,, Pl=—¢P,, P"_—_——cPJ" P3=—¢cP,
el

(291) Q0=Qt) le-‘chy Q2=_0Qy7 Q3=—CQZ.

Il nous reste enfin a nous occuper des U,,. Nous poserons

1 I -
Up= 250 U= Py b, T
. 1 I
(292) Una= ZS_” Us= an
1 1
U = -8 U = —b
03 c 1) 12 c? 2)

ce qui donne immédiatement

U= —cs,, U3 = c2b,,
(293) Uz =_ csy, U = ciby,

U03=—csz, Uiz=c¢"b,.

Introduisons les notations (281) a (293) dans les équations géné-
rales (270), en se rappelant que les seconds membres de ces équa-
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tions sont définis par (271) et (272). Nous obtenons :

—_— l [ﬁ] .-.[ro[b] = -2—7r—lch -+ [gradS],

c ot h
[divs] = wch;—l [()—S],
h c|at
(294) ‘ 1[0db LX)
-2 [37] —+ [rots] = Tch —[gradB],
. ami 1 [0B
[dl\ b]: —h—lanl——— Z‘ [;)—t-].

Les crochets qui figurent dans les équations précédentes servent a

o g 1 d 9 .
rappeler que les opérations TR doivent étre remplacées respec-

1 d oxmie d | axie -
=% e etd_i_r'—A" ete. Dans le cas ou

he
toutes les composantes du potentiel vecteur sont nulles, les opérations
ci-dessus se réduisent donc aux opérations ordinaires.

Dans les équations (294 ) les symboles P, Q désignent les vecteurs
ordinaires dont les composantes sont respectivement (P, P,, P;),
(Qzy Q,, Q:). Les scalaires S et B et les vecteurs b(bg, b,, b;) et
$(Szy Sy: $;) sont définis par les relations (255) et (256) qui
deviennentici :

tivement par

| 2%l

S~
]
|

—
3
-
o

—
|

- [gl‘adQ[],

N
>
o
)
I
—
-
[=]
-
f=
—

]
‘—)d—l;] —[gradP,],
5
(295) ( P

A titre d’exemple, montrons ce que devient la premiére équation
vectorielle (294) quand on effectue les opérations indiquées par les
crochets; nous obtlenons

oni

1 0s ani _
(296) —-é&—rotb—gradS—k——E{V.s—-—[A.b]-—A.S}._ A mcP,

Les équations (294) ainsi explicitées peuvent étre considérées comme
les équations ondulatoires, les équations (295 ) donnant la valeur des
vecteurs b et s et des scalaires B et S. Introduisons ces valeurs dans
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les équations (294). Nous obtenons, (286) et (287),

DP + 251 [5.P]+H.P,—[H.Q]— 5.Q,] = o

DP, -+ 2261'6{(H.P)—(3€-Q)1 =o.
(297) axie

DQ + =—=|—[4.Q]+ H.Q+ [H.P] +4.P, | =0,

DQ,+ 2}7;01'3{(H.Q)+(JC.P)} =0,

ou D est 'opérateur

Jd a 9 1 0%

(208) P=m o s
4rie 1 0 J d d
47> m° e e . o .
- R 4’1.2 2 (V'_A.%‘_Aj —Ag)y

et ou H et &€ sont les forces électriques et magnétiques.
Posons

q)l = P;—*—ZIQ[, ’4}2=Px+ iP_y,

Yy =—P, —iQq, b= Q,—iQy,,

v =—Py+ (P, w, =P, —iQ,,

wy= Q,+iQ,, wy=P;—7Q;.

(299)

Gréce & ces notations les équations (297) sont équivalentes' au sys-
téme

! DY, + Zz;e([.xrqh-l-ge_) b+ i3 — Hopdy+ iHy & — Hz 3) = o,
Dq‘2+ 2}1:(:‘3([561-411—963,‘#1— iﬁezkh— H.‘L“P.’s_iHJ ¢3+ qu’t) =o,
(300) omi
ie . ) .
D3+ ;:c (i8€ehs+ 86y by + 18 45— Hody+ tHy 4, — Ho g ) = 0,

axie

D+ 7(596.1:%1—56) \Ps—lgczd.h— H.r‘«Pl—'iquli-l— H;{,)=o0.

auquel il faut ajouter un systéme équivalent mais ou I'on a remplacé
les ¢ par des w. Les équations (300) sont les équations du second
ordre auxquelles satisfont les fonctions de Dirac ¢,, ., s, ¢u.
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Sil'on pose
‘¢1=— s; + (B, Ay = Sy — 18,
ay=—1b; + S ay = by —ib,
(3o1) ’ o L
Bi=  sx—is,, 3=— s; —IB,

Bi= ibe+b,, Bi=—ib,—S.

les équations (294) et (293 ) sont équivalentes a quatre systémes de
quatre équations; le premier a la forme suivante :

P04‘1+(P1—1'Pz)%+p3%:—mca,,
(302) P°q"+(1’l+‘:17’)‘!13—]?:;%=—mca2,

Pobs+(p1—ip)) Yo+ psbi=  meay,
N Pobi+(pr+ip)Yi—psb= meay,
ou

h
(303) Py=—

(e R
I
_|_
ola
-
>

|
+
[+ WIS
>
&

Pour obtenir le second systéme, il suffit de permuter ¢ et a; a savoir

(304) Po 21+ (pr—1p>) a4+ p3 a3 =— me .

Pour obtenir le troisi¢éme sysiéme, il suffit, dans (302), de rem-
placer § par w et « par @3, et enfin pour le quatriéme de permuter w
et 3 dans le troisiéme systéme.

Il en résulte que, si ¢, P», §3, ¢, est une solution des équations

de Dirac,
(305) “p.=pp.=wp.=q‘p. (}"=1:2: 374)

constitue une solution de (293) et de (297).
Examinons ce que deviennent ici les composantes

I
?E)= \/_— (ae) (2=0,1,2,3)

du courant électrique (275). Nous poserons

(306) Clo=p C=j, QCQ=j, OO=].
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En introduisant dans (275) les notations (281) 4 (293) on obtient
I
(307) P=—70 1+ b o+ s &%+ by o
+ w1 B+ wy B + wy ¥ + w, ¥ + conjuguée),

. (4
Je=S( 1o+ b o + g o + §y oX

(308) =+ 0y 3+ ws (I + w3 B§ + w, B +- conjuguée),

de sorte que pour une solution de la forme (305), on obtient

p=—2 (b1 ¥+ & §F + bs $5+ b ¢5),
(309) Je=20(b ¥+ b2 U + s U5 + i ),

qui sont précisément les expressions trouvées par Darwin ('), confor-
mément a la théorie de Dirac.

(1) DARWIN, Proc. Roy. Soc., série A, vol. 118, n° A.780, p. 660, éq. (3.3),

— ) G —
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