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INTRODUCTION

A LA

GEOMETRIE DIFFERENTIELLE PROJECTIVE
DES COURBES

Par M. G. TZITZEICA,

Mcmbre de PAcadémie 10umaine,
Professeur a I’'Université de Bucarest,

———— ) ———

PREFACE.

Malgré la différence du but et des méthodes, la brochure que je
prenas la permission de soumettre au jugement des géométres et
celle du trés regretté G. Guichard, rédigée par M. R. Jacques et paruve
derni¢rement dans celte Collection, ont des analogies manifestes.

Cest d’abord le méme fil simple ct uni, qui, en partant d’éléments
intuitifs, aboutit a des résultats géométriques intéressants. C’estaussi
la simplicité relative des calculs, qui traduisent, presque toujours, des
relations géométriques et qu’on peut suivre, pour ainsi dire, visuelle-
ment.

Dans la géométrie différentielle projecuive des courbes on travaille
actuellement a édifier une métrique projective. On a déja obtenu,
pour les courbes planes et de l'espace a trois dimensions, de beaux
résultats. Je crois que pour les approfondir et aller plus loin 1l faut
d’abord étudier de prés les propriétés différentielles immediates, celles
qui sont 1ntuitives, surlout pour ceux qui entrent pour la premiére
fois dans ce domaine des sciences mathématiques.

C’est dans ce but que j’ai écrit cette Introduction & la géométrie
différentielle projective des courbes, qui comprend, en partie, les
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2 G. TZITZEICA.

lecons que j'ai eu 'honneur de faire a la Sorbonne en janvier 1926,
c’est pour le méme motif que je suis entré quelquefois dans certains
détails.

INTRODUCTION.

I. — DEFINITIONS.

1. Espace euclidien & »n dimensions. — Un systéme de valeurs
finies, données a n variables X, (i=1, 2, ..., n) réelles ou com-
plexes, définit un point X. L’ensemble de tous les points constitue
I'espace euclidien ou, encore mieux, cartésien a n dimensions. Cet
ensemble n’est pas borné et il est ouvert.

Les coordonnées X, pouvant prendre aussi des valeurs complexes,
on pourrait considérer I'espace comme ayant 27 dimensions; c’est
une question de convention.

2. Espace de Desargues. — Posons

o

" B

(i=1,2, .,n).

Nous dirons que les quantités ¢, (i=1,2, ..., n+ 1), finies et pas
toutes nulles, sont les coordonnées homogénes du point X =¢. On
peut multiplier ces coordonnées par un méme facteur, fini et différent
de zéro, sans que le point change. Les points pour lesquels on a

En+1=0

seront dits des points a l'infini. Ces points, ajoutés a espace carté-
sien, donnent un ensemble fermé que I'on peut appeler Uespace de
Desargues.

3. Espace projectif. — Posons

k=n
$l=2ail~sk (i=1,2,. oy 1),

r=1

le déterminant des formes linéaires en¥ étant diftérent de zéro. Nous
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dirons que les x, sont des coordonnées projectives du point z =¢.
Le systéme des coordonnées projectives dépend du choix des coeffi-
cients ;. Ces coordonnées sont finies et pas toutes nulles et clles
sont définies a un facteur prés. Comme les points & I'infim ne se
distinguent plus des autres points, nous dirons que les points z cons-
tituent un espace profectif a n dimensions.

On peut considérer la transformation linéaire

px}:Zb,Ax/‘ (=1, 2, , B 1),
A

a déterminant différent de zéro, sous deux aspects différents : comme
un changement du systéme de coordonnées projectives (le point
restant le méme), ou comme une transformation ponctuclle de ’espace
projectif enlui-méme, qui fait correspondie a tout point 2 de 'espace
projectif un point z' du méme espace (le systéme de coordonnées
restant le méme). Sous ce dernier aspect on a ce qu’on appelle une
transformation projective. 1l est clair que ces transformations
forment un groupe.

Toute propriété d’une figure de l'espace projectif, invariable a la
suile d’une transformation projective quelconque, sera dite propriété
projective de la figure.

4. Espace fonctionnel projectif. — Soit # (a) une fonction de «,
uniforme, coniinuc et bornée dans I'intervalle 0S o<1 et non identi-
quement nulle. Nous dirons que les valeurs de cette fonction déter-
minent un poiut #, chaque valeur de x («) jouant le role d’une
coordonnée du point. On suppose encorc qu’en multipliant z ()
par un facteur indépendant de o, fini et 3£ 0, on ne change pasle
point. L’ensemble des points z ainsi définis constitue un espace
JSonctionnel projectf.

II. — VARIErLS LINEAIRES.

3. Variétés linéaires ponctuelles. — Tout d’abord nous considére-
rons un point de I'espace projectif comme une variété linéaire ponc-.
tuelle sans dimensions et nous le désignerons par L.

Etant donnés deux points z' et z', considérons 'ensemble dcs



4 6. TZITZEICA.
points z, définis par
z, =Nz + Nz (i=1,2,..., 40D
ou encore, par
x —_ )\Ix’+ )\”.z",
A" et 1" étant des paramétres finis et pas nuls lous les deux. La figure
formée par ’ensemble de ces points, lorsque A’ et 1" varient, est une
droite, une variété linéaire ponctuelle & une seule dimension ou brié-
) p
vement un L,.

A Taide de trois points on définit un plan ou un L, et, en général,
a laide des p points 2/, 2", ..., z'P, on définit par

z2=Nz2'4+Nz"+...4 1P 2p)

une variété linéaire ponctuelle a p— 1 dimensions, un L,_,. Pour
p=nonaun L, , et pour p=n—+1 le point z peut prendre
toute position de I'espace ambiant & n dimensions. On peut donc dire
que ce dernier espace est, lui aussi, une variété linéaire ponciuelle
a n dimensions, un L,,. Cependant, pour des motifs qu’on verra dans
la suite, nous préférons faire une distinction essentielle entre I'espace
ambiant E, et les variétés linéaires ponctuelles L, ({=o, 1, ..., n— 1)
qui y sont conlenues

Remarquons enfin que les quantités A0 (1 =1, 2, ..., p) sont les
coordonnées projectives du point z dans la variété linéaire L,
définie par les ponts ', 27, ..., z(P) et qu’elles subissent une trans-
formation linéaire si I'on remplace ces points par d’autres P points
de la variété.

6. Variétés linéaires planaires ou tangentielles. — Considérons
tout d’abord I'équation

QT+ Ay xs+. ..+ Ap4t4pyp1 =0

)
-: axr = o,

o les coefficients @, sont finis et pas tous nuls. L’ensemble des
points # qui satisfont a cette équation forment une configuration
linéaire d'une nouvelle sorte, que j’appelle une vaiieté linéaire pla-
naire ou tangenticlle et qui, a ce point de vue, peut étre regardée
sans dimensions et que je noterai par L. On peut regarder les coeffi-

ou
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cients @, (i=1, 2. ..., n+1), que l’on peut multiplier par un méme
facteur fini et 5£ o sans changer la variété, comme les coordonnées
du L, correspondant. 11 est manifeste qu’on peut faire correspondre
a tout L), de coordonnees a, le Ly, c’est-a-dire le point de mémes
coordonnées. Cette correspondance est une dualité.

Si @/, a’ sont deux L différents, 'ensemble des L, définis par

a,=Na,+N'd, (¢=1,2, .n—+1)
est une nouvelle variété linéaire planaire, a une seule dimension,
un L, qui correspond par dualité a une droite oua un L, et contient
les points communs a a’ et a’.
. . , . . . . . . .
On peut continuer et définir ainsi n espéces de variétés linéaires

planaires
L, (i=o0,1,2,.. , n—I)

Il n’existe pas de L,. A tout L, il correspond, par dualité, un L,.

7. Identité des variétés linéaires ponctuelles et planaires. — Il est

évident que tout L),_, est un L,, c’est-a dire un point. D’une maniére

générale soit le L'I,_I défini par

U NY N
a'z=o, a'x= o, alPlz = o,

et soient 2’y z", ..., 2®"P+*) n— p 4 1 points linéairement indé-
pendants de ce L, ,, c’est-d-dire n’appartenant pas tous & un L, avec
i <p — 1. Il est facile de voir qu'un point quelconque z de ce L,_,

est donné par
z =N+ Na"+ . + Mn—p+i) gln—p+1),

ce qui prouve que le L', considéré est identique & un L,_,. La
réciproque est vraie.

Il n'y a donc qu'une seule espéce de variélés linéaires contenues
dans un espace projecuf a n dimensions.

8. Variétés linéaires dans un espace fonctionnel projectif. —
Comme dans un espace projectif habituel, un point sera une variété
linéaire ponctuelle sans dimensions, un L,.

Si z, el x, sont deux points de 'espace fonctionnel, I'ensemble des
points x déterminés par

z(a) =20 zy(a) + A» Zo (&) (oLagn)
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définit une droite fonctionnele ou un L,. On obtiefit de cette
maniére un ensemble dénombrable d’espéces de variétés linéaires
ponctuelles dans I'espace fonctionnel projectif, a savoir des L,, des
L, ...,desL,, ....

Considérons actuellement I’équation

fia(a) z(a)da=o,
0

ou a («) est une fonction continue et bornéc dans U'intervalle 0 Sa <t
et non identiquementnulle. L’ensemble des points z qui vérifientcette _
équation intégrale forme une variété linéaire d’une aulre sorte, une
variélé p]anmre ou tangentielle sans dimensions ou un Lo, ayant pour
coordonnées, a un facleur numérique preés, les valeurs de a («) dans
I'intervalle considéré. A tout L correspond, par dualité, le L, ayant
les mémes coordonnées.

SiTon prend deux L différents a, et a, ct les L

a=ha+ hoas,

on définira un L. Ce L est formé par I'ensemble des points qui
vérifient le systéme

1
fal(m)w(a)da=o,
01
f a-(a)x(z)dx = o,
0

et ainsi de suite. On a donc des variétés planaires L, I, L, ..
L, ..., qui correspondent par dualité a des variéiés ponctuelles.
Cependant dans l'espace fonctionnel projecuf, 11 n’y a pas identité
entre les deux sortes de variétés linéaires. On ne peut pas définir
un L) al’aide d’'un nombre fin1 de points fonctionnels.

Il se pose alors naturellement le probléme de définir ponctuelle-
ment un L, c’est-a-dire d’intégrer le sysiéme d’équations intégrales
correspondant. Prenons d’ abord le L, déterminé par

1

{1) f a(a)x(a)da:o:

Remarquons que toute droite fonctionnelle ou lout L; est contenu
ou coupe la variété (1) en un point. Soient z, un point extérieur fixe
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et y un point extérieur arbitraire. Le point x, ou la droite z, ) coupe
le L), donné, est un point arbitraire de cetle variété, car z étant
choisi, on n'aqu’a prendre ) sur la droite .z, 2. Le point z est défini par

~ 1

1
.r(oz):.zo(oc)/ a(x)) (\1)({1—-—)’(&)f a(4)zy(a)dx

) 0

ou, pour abreger 'écriture,

| 1
x:x(,:/\ a_ydoc-—yf a.cda.
0 0

Cependant, cette solution nc donne pas une représentation propre
de la variété (1), car tout point z de (1) est obtenu d’une infinité de
maniéres, en faisant varier ) sur la droite 2, z. On pcut obtenir une.
représentation propre en prenant)-(z) de mamére qu'elle s’annule
pour une valeur particuliére o, de l'intervalle o, 1, ot .y (2) ne s’an-
nule pas.

En genéral, on peut défimir un point variable z d'un L:,_I a l’aide
d’un L, passant par p points fixes z,, 23, ..., Zp et par un point
variable y. On a ainsi pour l'intégrale du systéme

1 1
f a,z dz = o, f a.x da = o, . f apx de =o,
0 0 0

I'expression
x, Z, z, .
1 1 1 4 7
f a, x; da f a, x,do . f a, zp do f a, y da
o 0 0 o
r = .
1 i 1 Wl
f apx; do apx» da f ayxp da j apy da
0 <o 0 0

IlI. — VARIETES Qi ADRATIQUES.

9. Une équation de la forme
Zal/‘w,x;,=o (L,k=1,2...., R+T)

définit une variété quadratique a n — 1 dimensions de 'espace pro«
jectif E,.
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A l'aide d’un changement de coordonnées on peut réduire cette
équation a la forme

2a,x,’=o (t=1,2, .., n41)

1

Si tous les coefficients a, sont £ 0, nous dirons que la variété est
ordinaire, autrement qu’elle est singuliére. Nous ne considérerons,
en général, que des variétés quadratiques ordinaires et dans ce cas
nous écrirons son équation sous la forme

n—+1

Ex,’:o

1

Il .est manifeste que toute droite coupe la variété en deux points
distincts ou confondus (dans ce dernier cas la droite est langente
a la variété) ou bien elle est tracée sur la variété.

Etant donnés deux points ', 2", nous dirons qu'ils sont conjugués
par rapport a la variété quadratique

RA—
E z; = o,

[APSU B
Ex,zl_o

On peut considérer aussi des variétés quadratiques dans un espace
fonctionnel projectif, définies par des équations de la forme

sil’on a

fia(a) z° (o) doe = o,
0

que P'on peut intégrer aisément & 'aide d’un point fixe pris sur la
variété et d'un point variable de I'espace fonctionnel.

10. Comme les coordonnées pluckeriennes d’une droite del’espace
projectif & trois dimensions satisfont & I'équation quadratique

Pi12P3i+ P13Pis+ PriPs3 =0,

les droiles de cet espace ont pour images les points d’une variété
quadratique a quatre dimensions d’un espace projectif E;. L'étude des
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complexes, des congruences et des séries de droites d’un E; devient,
al'aide de leur image de E;, intuitive.

CHAPITRE I.

[. — COUBRBE REELLE

11. Une courbe réelle peut étre définie soit en partant dela théorie
des ensembles (Cantor), soit en partant de la théorie des fonctions de
variable réelle (Jordan). Dans les deux cas il est essentiel, pour la
géométrie différentielle, que I'on n’envisage pas la courbe dans sa
totalité, mais de la considérer comme une succession de points qui se
suivent dans un ordre déterminé. Pour bien se rendre compte de
cette idéee, on n’a qu’a prendre une épicycloide pour laquelle le
rapport des rayons des deux cercles (fixe et mobile) soit irrationnel

La totalite des points de la courbe couvre une couronne circulaire,
dans ce sens que tout point de la couronne est un point limite de
Pensemble formé par les points de la courbe. Dans cet ensemble on
ne voit plus la courbe, dont les arcs successifs sont cependant intuitifs.

12. 11 est donc naturel d’envisager tout d’abord, dans un espace
projectif E,, une suite des points

M,. M., . M,

ayant un seul point limite M. Dans ce cas, si les droites MM,,
MM,, ..., MM, ont une droite limite MT, nous dirons que la suc-
cession admet en M une tangente ou un L, osculateur Dans certains
cas la droite M, M, tend aussi vers MT, lorsque M,, et M, tendent
indépendamment vers M (vor pour toute celte partie les travaux de
Hjelmslev [19], [20], [21], [22]).

La suite ayant une tangente MT en M, considérons le L, variable
passant par MT et par le point variable M, de la suite. Si ce L,
variable admet un L, limite, on dira que c’est le L, osculateur a la
succession en M; il peut étre aussi, dans certains cas, la limite du L,
variable, défini par les points variables M,, M, M de la succession,
lorsque ceux-ci tendent d’une maniere arbitraire vers M.
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On pourra avoir ainsi, au point limite M de la succession, des
variétés linéaires osculatrices de différentes dimensions jusqu’an —1
inclusivement. Nous considérerons aussi le point M lui-méme comme
une variété linéaire osculatrice sans dimensions. Nous désignerons les
variétés osculatrices ainsi définies par

QO; Qly Qh L] Qn—‘l-

13. Considérons actuellement la figure duale, c’est a-dire une suite

p'ly P‘.h ] Plly

de L ou de L, | de I'espace E, ayant un seul L limite P. Nous
dirons que P est un L osculateur de la suile, sans dimensions et
nous le désignerons par Q. Ce L détermine avec P, un L_ variable,
que nous supposons tendre vers unc limite lorsque P, tend vers P.
On a alors, dans P, un L ou L,_» osculateur, qui, dans certains
cas, est aussi la limite du L) délerminé par P, et P4, lorsque
ces L) tendent vers P. On a ainsi un Q| osculateur. En conunuant
on a les variétés planaires osculatrices

Q’Oa QII: Q',, Q;l—l'

14. Courbe continue definie ponctuellement. — Supposons que
dans I'cspace projectif E, les coordonnees projectives 2, (i =1, 2, . . .,
n—+1) du point z sotent des fonctions. uniformes et continues du
paramétre ¢ pour a < ¢<b. Nous dirons que le point z décrit un are
continu ponctuel AB.

Dans le cas ot les x, sont proportionnelles a des constantes a,

z,=p(t)a, (t=1, 2, ..., n+1),

I'arc se réduit a un point.

Dans le cas général, considérons unc valeur ¢ de ¢, intérieure a
I'intervalle ab.

On aura un point G de 'arc AB la séparant en deux parties AG et
CB. Prenons sur 'arc antérieur AC une suile de points ayant pour
seul point limite C. On pourra avoir en C, pour cette suite, des
varietés ponctuelles osculatrices g, ,, ..., Q,_,. Si ces variétés
restent les mémes, lorsqu’on change la suite ayant pour limite C, nous
dirons que 'arc AC admet en C des variétés osculatrices. On pourra
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définir de la méme maniére des variétés osculatrices en G a I’arc CB.
Si ces derniéres variétés sont les mémes que les précédentes, nous
dirons que I'arc AB admet en G des variétés osculatrices.

Nous supposerons que I'arc AB admet en chaque point des variétés

linéaires osculatrices et il est clair ce que I'on entend par l'existence
de ces variétés en A et B.

15. Courbe continue définie tangentiellement. — Supposons que
dans E, les coordonnées «, (i =1,2,...,n—+1) d'un L soient des
fonctions uniformes et continues d’un paramétre ¢ dans 'intervalle ab.
Nous dirons que ce L, variable avec ¢, décrit un arc tangentiel
continu A'B’ ou bien engendre une portion continue de développable.
Un arc tangentiel correspond par dualité a un arc ponctuel.

Dans le cas ou

u,=p(t)a, (f=1,2,.. .n+1),

I'arc tangentiel se réduit a un seul L.

Dans le cas général, prenons une valeur ¢ de ¢ dans @b. On aura
un L de l'arc tangentiel A'B’ qui partagera cet arc en deux parties
A’C’' et C'B'. On pourra définir alors, comme plus haut, des variétés
tangentielles Q, |, ..., @, , al'arc A'C’ et d’autres a I'arc C'B’ en
C'. Si ces variétés coincident respecivement, I'arc tangentiel A'B’
admettra, en C/, des variétés osculatrices tangentielles. Je suppose
qu'il en admet en chaque point, extrémités comprises. Les &,_, qui
sont des points forment alors un arc ponctuel admettant les mémes
variétés osculatrices que I'arc tangentiel.

De sorte que tout arc langentiel admettant en chaque point des

variétés osculatrices 2, Q|, ..., ,_, conduit a un arc ponctuel et
réciproquement.

16. Dans les considérations précédentes le paramétre ¢ joue un réle
auxiliaire.

On peut lui appliquer une transformation uniforme, continue et
monotone sans que le caractére de 'arc continu change.

D’autres transformations peuvent introduire des singularités para-
métriques qui n’apparticnnent pas a I'arc géométrique.

11 serait intéressant de trouver pour une courbe continue un para-
métre intri‘fzséque, naturel ou canonique, ayant le caractére projec-
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tif, analogue & celui, de caractére métrique, donné par Fréchet {11].

11 convient de mentionner un autre résultat du méme auteur (Fré-
chet, [10]) suivant lequel toute courbe continue est la limite d’une
suite tirée d’'un ensemble dénombrable de courbes unicursales de E,,.

17. L'étude des différentes singularités que peuvent présenter les
arcs continus, de méme que les propriétés intéressantes des arcs
continus finis, n’appartiennent pas a la géométrie différentielle pro-
prement dite (voir les travaux déja mentionnés de Hjelmslev, ceux de
A. Rosenthal [31], ceux de Juel surtout dans I'exposition suggestive
donnée par Montel [30], ot I'on trouvera une bibliographie étendue
pour ce genre de recherches).

I — COURBE ANALYTIQUE.

18. Supposons que dans E, les coordonnées projectives
Z(t=1,2,. ., R+1)

du point variable 2 soient des fonctions analytiques d’un para-
métre £, holomorphes dans un méme cercle de centre ¢ = o.
On peut toujours par un changement de coordonnées prendre

z, = M@y M @y U

Zo =1 @y $H - an I -
.......... e NP

Ty =M @pg P @ T -,

Za+1 =1,

les m,(i =1, 2, ..., n) ¢étanl des entiers pour lesquels on a
nmy>my>.. > my2I,

les coefficients a,x étant réels. Lorsque ¢ varic dans le méme sens le
long de la portion de 'axe réel intérieur au cercle commun de conver-
gence, nous dirons que le point z décrit un arc analy tique compre~
nant le point O, (0, 0, ..., 0, 1).

Lorsque ¢ varie dans tout le cercle de convergence, on a au fond
unc variété a deux dimensions, que 'on peut considérer, dans le
domaine complexe, comme unc courbe a une seule dimension.
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19. Considérons la droite O,z qui joint le point fixe O, etle
point variable z de la courbe. On voit aisément que le point

tmy a, ALY G Qqq tme? o

M - @y M1 o @ (T

thn—+ a,, ! 4 @ pa a4+ |
o
ou bien -
EM—Mn - @y fMEMarl | .
tme—mn L g, {Ma+mat-t ...,
et reeedreeaeeeae .
I+ @pt—+apt?~+...,
o

appartient a cette droite. Il en résulte que lorsque ¢ tend vers zérq
d’une maniére arbitraire, la droite O,z a pour limite O,,;0,, ou
0.(0,0, ..., 1,0) est déterminé. L’arc analytique a donc une
tangente, 0,,,0,, en O, .

On trouve de la méme maniére que le planO, O,z tend, pour
t =o, vers le plan 0,,,0,0,_, (O, ayant toutes les coordonnées
nulles sauf z,=1). qui est le plan osculateur en O, de I'arc.

En général, le L, variable, déterminé par O, .4, Ou, Oucyy - - -,y
O._p+2 etle point variable z de 'arc, tend, pour ¢ = o, versle L, oscu-
lateur en O, ,, défini par les points O,y Oy Onyy .., Ou_pio,
On.-p+|'

Finalement, les points O, ., O,y O,_y, ..., O, déterminent le
L,—, osculateur au méme point O, ,, de I'arc.

20. Considérons un L,_, quelconque de I'espace E, passant par

le point O, , de I'arc analytique précédent, mais ne contenant pas la
tangente O, O, soit

U Ty Oyt . An Ty = O (ap3# 0),

il coupe manifestement I'arc en m, > 1 points confondus en O,,,,. Si

m.>1, O,,, est un point singulier de la courbe analytique, dont
I'arc considéré est une branche.

L]
Prenons maintenant un L,_, passant par la tangente O, O,, mais
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ne contenant pas le plan osculateur O,, ., 0,0,_,, soit

XTI L+ oA Tp—1 = O (2p—1 5% 0),

il coupe I'arc en m,_, > m,, points confondus en Op¢,. Si
mp—g—m,=I,

nous dirons que la tangente O, O, est ordinaire, s, au contraire,
m,_y— m, >1, la tangente est singuliére. On pourra continuer
ainsi I'étude de la nature ordinaire ou singuliére des différentes
variétés osculatrices en O, ., et 'on verra qu’elle est en relation
étroite avec les entiers my, my, ..., m,.

Tous les résultats précédents supposent que la représentation para-
métrique de l'arc est propre, c’est-a-dire qu’a chaque point de I'acc
il correspond une seule valeur de ¢. Il est évident qu’une transforma-
tion analytique réelle du paramétre, de la forme

t=u+au’+aud+...,

ou les a, sont réels, ne change pas le caractére de la représentation de
la courbe.

11 est aisé de voir que les raisonnements précédents peuvent étre
appliqués tout le long de l'arc analytique, qui admet par conséquent,
en chacun de ses points, des variétés osculatrices Q,, Q,, ..., Q,_,.

Pour un E; Study [34] a introduit les nombres caractéristiques

ky=m3—1, ky= m.—m3—1, ky= my—m.—1

et il a montré les relations qu'il doit y avoir entre ces nombres pour
que la courbe analytique soit située sur une quadrique générale.
Mt Stahelin [33], [34] a complété ce résultat pour le cas d’un cone
du second ordre. Il serait intéressant de généraliser ces résultats
pour E,.

21. Par dualité on obtient une portion d’une développable analy-
tique ou un arc analytique tangentiel, défim a I'aide d’'un L ou L,_,
variable, dépendant analytiquement d’un paramétre ¢. En étudiant,
comme plus haut, les variétés linéaires osculatrices, on retombera sur
un arc analytuque ponctuel. Ceci suppose qu’on a en chaque point de
Parc les n variétés osculatrices variables avec ¢.

11 est clair que dans le cas ot l'arc estsitué dans une variété linéaire
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fixe L, a p dimensions de I'espace projectif E, (n > p), il ne peut y-
avoir, en chacun de ses points, que les variétés osculatrices Q4
¢, ..., &, 4. On pourrait alors simplifier la question et considérer
ce L, comme espace projectif ambiant de la courbe, cependant il

sera utile quelquefois de garder E, comme espace dans lequel la
courbe est plongée.

CHAPITRE 1I.

VARIETES LINEATRES OSCULATRICES.

22. Dans tout ce qui suit les coordonnées projectives
() (¢=1,2, ..., n+1)

d’un point z qui décrit une courbe sont ou des fonctions réelles du
pdramétre réel ¢, uniformes et continues et admettant des dérivées
jusqu’a lordre n +- 1 au moins, ou bien des fonctions analytiques du
paramétre complexe ¢, holomorphes dans un certain domaine commun.

Nous ne ferons pas de distinction entre les deux cas et nous dési-
gnerons sous le nom de courbe une courbe réelle satisfaisant aux con-
ditions précédentes ou une courbe analytique.

23. Cela étant posé, soit x un point quelconque de la courbe. [l est
clair que le point z’, ayant pour coordonnées les dérivées z;(¢) de
zi(t), est, en général, distinct de x et situé sur la tangente en ce der-
nier point de la courbe. Le point #’ se confond avec z et ne déter-
mine par conséquent plusla tangente en x, seulement lorsque celui-ci
est un point singulier de la courbe. Si ce fait a lieu pour tous les
points de la courbe, c’est-a-dire silon a

'+ a(t)x =o,

en d’autres termes si les.coordonnées z; vérifient une méme équatior
différentielle, linéaire et homogéne, du premier ordre, alors la courb
se réduit manifestement & un point fixe.

Si les points # et z' sont dislincts, alors la tangente z' et le poin
#"; ayant pour coordonnées les dérivées secondes de z;(¢), déter
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minent le plan osculateur en 2, sauf dans le cas ou 2" est situé sur la

tangente zz', qui est alors singuliére. Si ce fait a lieu pour tous les
points de la courbe, on a

2" a 2+ ax=o0

et la courbe est une ligne droite.

D’une maniére générale, les points z, z', 2", ..., P!, ayant pour
coordonnées les dérivées successives de z,(t), définissent le L, oscu-
lateur , en z, sauf pourles points ou z») est situé dans le L,_, oscu-

lateur Q,_,, qui est alors singulier. Si tous les points de la courbe
jouissent de cette derniére propriété, on a

zP) - a PN+ A+ apqx’+apxr=o0

et la courbe est alors située dans un L,_, fixe.
Dans le cas général, ou la courbe de E, n’appartient pas a un L
g ’ n D)
p <n, elle admet en chaque point des variétés linéaires osculatrices
Q, 2, ..., 2, définmes chacune, , par exemple, par les points
distincts z, z', 2", ..., x(?. D’ailleurs, les coordonnées z,(t) de =
’ ) ] b b

sont des solutions hnéairement indépendantes d’une équation de la
forme
zln+t) a2+ @, 2+ aparx = 0.

Cette équation définit la courbe a une transformation projective
prés et la courbe. ainsi que ses transformées projectives, ne change
pas si I'on applique a I'équation précédente la transformation

= i(t)Z,
f=‘q><_t-).

Les propriétés projeclives de la courbe sont les propriétés de
I'équation différentielle linéaire, invariantes a la suite de la transfor-
mation générale précédente. C’est le point de vue de Halphen [ 15},
[16], [17], [18], et de Wilezynski [39] pour trouver les propriétés
différentielles projectives des courbes planes et des courbes gauches.

‘

24. On peul étudier de la méme maniére la question duale. Etant
donné un L, =L, _, variable u, dont les coordonnées u,(¢) sont des
fonctions de ¢, on a une développable ou un arc tangentiel admettant
u comme L osculateur sans dimensions au point de vue tangentiel.
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Si P'on prend « et le L, ayant pour coordonnées u (/) et que nous
notons par u', on obtient un L, = L,_, osculateur, sauf si « et v/ sont
confondus. Dans ce dernier cas le L correspondant de la développable
est smgulier. St tous les L de 'arc tangentiel sont singuliers, celui-ci
se réduit a un L fixe.

On peut continuer et considérer le L, == L,_, osculateur, défini
par trois L de I’arc infiniment voisins ou par u, ' et «”, sauf dansle
cas ou u” contient le L osculatcur déterminé par u et u’. Alors L)
est singulier. Si tous les L, de I'arc tangentiel sont singuliers, 1ls sont
tous confondus en un L, fixe, par lequel passent tous les L) oscula-
teurs de l'arc tangentiel, et ainsi de suite.

93. Dans le cas ou l'arc ponctucl est contenu dans E,, sans étre
tracé sur une variété linéaire & momns de n dimensions, 11 peut étre
aussi défini tangentiellement par ses L,=L,_, osculateurs. Il con-
duit donc & un arc tangentiel qui a les mémes variétés linéaires oscu-
latrices que I'arc ponctuel. Si

) 4+ @y 2+ aazt=V . a2’ +a,x =0

est 'équation différentielle vérifiée par les coordonnées z,(t) dum
point z de 'arc ponctuel, alors, en remarquant que pour le L,_, oscu-
lateur u ona

E ur =o, E ux'=o, E uxin—ti=o

ct que I'on peut poser
2 uzit =1,

il résulte que les coordonnées u«,(¢) de u satisfont & 1'équation
ultl)— (@ )+ (agu ' —. A+ (—1)" (agu) +{(—1)"Hap u=o0,

adjointe de la précédente.

Dans ce cas nous serons souvent conduits a envisager tantot I'are
ponctuel, tantdt I'arc tangentiel correspondant, c’est-a-dire que nous
définirons la courbe ou par ses points Q,=,_, ou bien par ces.
L,_,=L; osculateurs @, =2, _,.

26. Dans le cas ou l'arc ponctuel, contenu dans E,, est tracé sur

MLM)DRIAL DLCS SC. MATIf, — N° 47,

SE°VICE DE

MATHEMATIQUES
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un L,, ot p < n, nous aurons des résultats différents que nous allons
étudier.

Prenons d’abord le cas p = o, c’est-a dire ou I'arc est réduit a un
seul point. Tl n’admet ponctuellement qu’une seule variété osculatrice
, ce point méme, qu'on peut considérer défini par une équation
différentielle de la forme

(1) '+azx=o
On peut adjoindre a cette équation la suivante :

(2) wln) - aqyuin=1 ., 4o, qu'+a,u=o0,

dont nous prendrons n 1 solutions u,(¢), qui sont liées par consé-
quent par une relation lineaire et homogéne a coefficients constants.
On peut supposer que cette relation exprime que le L u passe par
le point défini par (1). Ge L engendre un arc tangentiel qui admet
des varietés osculatrices Q, &, ..., 2, _,, la derniére étant le point
fixe, par lequel passent, d’ailleurs, toutes les autres. Cet arc tangen-
tiel est la généralisation pour E, d’un cone.

Passons au cas général. L’arc ponctuel est défini par n + 1 solu-
tions de

(3) PN+ a zP 4. +apx’'+ apx =0

et il admet ponctuellement des variétés osculatrices 2y, 2, ..., Qp,
cette derniére étant fixe et contenant I’arc toul entier.
Associons, d'une maniere arbitraire, & I'équation (3) 'équation

(4) uln=>p) 4 g ulr—p—1) ., + Up—p—t U+ %p_pu =0,

dont nous prenons n -1 solutions, qui sont donc liées par p+1
relations linéaires et homogénes. On pourra choisir celles-ci de
maniére qu’elles définissent le L,= L;,_I,_I qui contient l'arc pomne-
tuel donné. Les solutions «,(¢) délerminent un arc tangentiel que

nous associons ainsi a l'arc ponctuel. On a alors deux sortes de

variétés osculatrices, celles de I'arc ponctuel Q,, Q,, ..., Q,, celui-ci
étant fixe et puis celles de l'arc tangenuel associé |, Q), ...,
9n—p—l = 91"

Cette configuration, formée par I'association d’un arc ponctuel et
d’un arc tangentiel, a 'avantage d’étre transformée, par une dualité,
en une figure de méme espéce.
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CHAPITRE III.

I — CoURBES DERIVEES.

27. Dérivées ponctuelles. — Etant donnée une courbe d’un espace
projectif E, a4 n dimensions, que nous supposons non contenue dans
un L, p < n, nous allons en déduire, de deux maniéres différentes,
des courbes que nous appelons des courbes dérwées ou simplement
des dérivées de la courbe donnée.

Considérons tout d’abord la courbe comme un arc ponctuel décrit

par le point z et prenons sur la tangente en z le point 2/~ 21z de
coordonnées
z,(t) + Xz, (¢) (z=1, 2, n—+1),

ou z,(t) est la dérivée de z,(t) et A une fonction arbitraire de ¢.
Lorsque z décrit 'arc donné, le point &’ + Az décrit un arc que nous
appelons une dérivée ponctuelle du premier ordre ou une D, de la
courbe donnée.

Une dérivée du premier ordre d'une D, sera pour l’arc initial, que
nous notons par Dy, une dérivée du second ordre ou une D,; elle
dépend manifestement de deux fonctions arbitraires et elle est décrite
par le point

Z" M2+ haz.

On définit ainsi une suite de dérivées

Di, Da, ey Dn—i;

dépendant respectivement de 1, 2,...,72—1 fonctions arbitraires,
Ce sont les dérivées ponctuelles de la courbe donnée D,.

28. Etant donnée une D, de la courbe D, et en supposant
r—+s<n—i, il est presque évident que ses Q,, Q, ..., Q; oscula-
teurs sont situés respectivement dans les Q,, &4, ..., Q.4 oscula-
teurs correspondants de Dy, car un point p de D, est défini par

y=z4 7=+ dpy &'+ Az



20 G TZITZEICA.

et il est visible que le point y' est situé dans le Qi y'? dans
leQ,,q, ...,y dansle Q.. de D, en 2.

On a aussi la propriélé suivante : La dérivée d’ordre s d’une
dérivée d’ordre r de D, est une dérivée d’ordre r +s<n—1 de
cette courbe, ce que l’on peut écrire sous la forme

D‘;'(D,) = DI+.)'

29. Dérivées tangentielles. — L’arc ponctuel D, de E, n’étant pas
situé dans un L,, p <n, on peut lui adjoindre un arc tangentiel D,,
engendré par les @ =Q,_, (Ly=L,_, osculateurs) de I'arc.

Désignons par « ce ; de D, que I'on obtiendra aisement par des
différentiations a partir du point .z de I'arc ponctuel D,.

Menons par le | (L, osculateur) de D', défin1 par u et par le &
infiniment voisin, ou bien, ce qui est la méme chose, par « et v/,
un L arbitraire u'-+ Au, dépendant d’une fonction arbitraire 2.
Ce L, engendre, lorsque ¢ varie, un arc tangentiel que nous appelons
une dérwée tangentielle du premier ordre ou unce D', de I'arc lan-
gentiel donné D).

Une dérivée tangentielle du premier ordre d’une D, sera dite une
derivée tangentielle du second ordre ou une D', de D el ainsi de
suite. On aura la suite D\, D,, ..., D, _, de dérivées tangentielles
de D des différents ordres, dépendant respectivement de 1, 2, ...,
r — 1 fonctions arbitraires.

On a aussi pour ces dérivées la propriété : Etant donnée une I,
de D, ses Q,, Q, ..., Q) contiennent les Q,, Q Q

s re1y ottt 1482
r+sSn—1, correspondants de D, de méme que

Di(D;)=D,
Toutes ces propriétés sont simples et découlent aisément des défi-

nitions données, cependant ce sont des propriétés diftérentielles
fondamentales des courbes d’un E,.

{I. — COURBES ANTIDERIVEES.

30. Antidérivées ponctuelles. — Etant donné un arc ponctuel A,
de l’espace projectif E,, qui n’est pas tracé sur unL,, p <<n, ill s’agil,
de trouver un autre arc A,, qui ne soit pas contenu dans une variété
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linéaire & moins de n dimensions et qu: ait I'arc donné A, comme
dérivée ponctuelle d’ordre r. Nous dirons que A, est une antidérivée
ponctuelle d’ordre r de A,.

Nous allons montrer que ce probléme, qui & premiére vue parait
exiger, pour sa solution, I'intégration d’équations différentielles, peut
étre résolu sans quadratures.

A cet effet il faul se rendre compte des relations géométriques qui
existent entre les courbes A, et A,, cette derniére pouvant étre défime
aussi tangenticllement.

Par déf‘niuon, le point générateur z de A, est situé dans
le 2, =2 , | au point correspondant y de A,, la tangente en z a A,
est contenue dans le @, =Q,_, ,enyal, et en général, le Q;
en z est situé dans le 2,,, =Q) ,_ enydel,.

On voit donc, en particulier, que s1 'on prend s=n—r—r,
le Q,._,__. en z a A, se trouve dans le Q,_, en y, c’est-a-dire dans
le &, qui engendre tangentiellement 4, .

Réciproquement, faisons passer, d’aprés une loi arbitraire, un L,
par chaque 2,_,_, de I'arc A, donné. Ce L/, variable avec ¢, définit
un arc tangentiel, dont l'arc ponctuel correspondant, c’est-a-dire
ayant les mémes variétés linéaires osculatrices, a évidemment 'arc
donné A, comme dérivée ponctuelle d’ordre ., c’est donc une anti-
dérivée A, d'ordre r de cet arc. Or, Popération géometrique que nous
venons de faire, pour passer de 3, a A,, est exactement la méme que
celle qui défimit une dérivée tangentielle d’ordre r & partir de Parc
tangentiel correspondant a A,.

On a donc le résultat suivant :

Toute antidérivée ponctuelle A, de U'arc ponctuel A, est une

dérivée tangentielle du méme ordre D, de 'arc tangentiel cor-
respondant D).

De la 1l résulte manifestement que toute antidérivée ponctuelle
s’obtient sans quadratures.

31. Par dualité on obtient un résultat analogue, que nous nous
bornons a énoncer : Toute antidérivée tangentielle A d’ordre r
d’un arc tangentiel A est une dérwée poretueliec D, du méme

ordre de l'arc /fonctuel qui correspond & &, ¢’est-é-dire ayant
les mémes variétés osculatiices.
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Remarque. — Revenons a l'antidérivée ponctuelle A, d'un arc
ponctuel A;. Nous nous sommes restreint au cas général, ou cel
arc A, n’est pas contenu dans un L,, p << n. On peut envisager aussi
les cas exclus, en tenant compte de la génération tangentielle que
nous venons de donner a A, dans le cas général.

Nous n’avons qu’a faire passer, selon une loi arbitraire, des L par
les Q,_,_, de A;. Ces L) définissent tangentiellement une A, quel-
conque de 4, ce qui n’est possible que si

n—1—i1<p—i,

c’est-a-dire
7+p2n.

Avec cette condition restrictive la notion de antidérivée d’ordre
de A, a encore un sens et toute A, de cet arc s’obtient, comme dans
le cas général, sans quadratures.

CHAPITRE 1V.

COURBES FONCTIONNELLES.

32. On peut définir une courbe fonctionnelle a I'aide d’une fonc-
tion réelle et continue z(a, ¢t) des variables « et ¢ et admettant des
dérivées continues par rapport i ¢ dans les intervalles o<a<)
etalt<h. o

Pour chaque valeur de ¢ on a un point fonctionnel de la courbe,
qui est décrite par ce point lorsque ¢ varie de a a b. D’une maniére
plus précise nous dirons que ce point décril un arc ponctuel de
I'espace fonctionnel.

Si I'on considére, dans le méme espace fonctionnel, le L

1
f (e, t)z(a)de=o,
0
variable avec ¢, on obtient un arc tangentiel ou une portion de

développable fonctionnelle, qui correspond par dualit¢é a un arc
ponctuel.
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33. 1l est aisé de définir, pour chaque espéce d’arc fonctionnel,
des variétés linéaires osculatrices. Cependant les arcs ponctuels n'ad-
mettent que des variétés osculatrices ponctuelles

Q, 2, Q., . . O,

en général en nombre infini, sauf si ’arc est contenu dans un L. Les

arcs tangentiels n’admettent que des variétés osculatrices tangen-
tielles

Q;b QII) ) Qlla

Une dualité transforme un arc ponctuel et ses Q, en un arc tangen-
tiel et ses Q.

On ne peut pas trouver, comme dans un E,,, un arc poncluel ayant
les mémes variétés osculatrices qu'un arc tangentiel donné.

Les deux espéces d’arc sont, dans I’espace fonctionnel, nettement
séparées.

34. On peut définir, ici aussi, des dérivées ponctuelles

D,, D., D..

d’un arc ponctuel donné D, et des dérivées tangentielles D, d’un arc
tangentiel Dj. Les opérations analytiques sont les mémes que dans
un E,,.

Il n’en est pas de méme pour les antidérivées Il n’y a pas, par
exemple, identité entre une anuidérivée ponctuelle A, d’un arc ponc-
tucl donné A, et une dérivée tangenticlle de ce méme arc, parce que
cette dérivée tangenticlle n’existe pas dans I'espace fonctionnel.

De sorte qu’une antidérivée quelconque A, de A, ne s'obtient plus
sans quadratures, comme dans un E,, mais on peut démontrer aisé-
ment que le probléme peut étre resolu a ’aide de quadtatures.

En effet, soit z (e, t)le point générateur de 'arc donné A, y(«, t)
celui de l'arc A,, qu’il s’agit de déterminer.

La relation géométrique entre les deux arcs peut étre exprimée
par I'équation

YN gyt a, =24, + a,_,x'ﬁ- a,y =)z,

ol a,, a,, ..., ar ct A sont des fonctions arbitraires de ¢ et
yW(i=1, 2, ..., r)les dérivées de y(«, t) par rapport a ¢.
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On peut manifestement écrire 'équation précédente sous la forme
plus commode

yo oy ey
yioyrmhooo o o =u(t),
b2 S AR R
0d 1, ¥a, - .., ¥r el sont des fonctions arbitraires de ¢. On peut

poser alors .
y=Myi+My:+...+ N ¥r

et appliquer la méthode des varialions des constantes pour trouver,
par des quadratures, les fonctions inconnues 1,(«, £).

On peut trouver de la méme maniére, par des quadratures, les
antiderivées tangentielles d’un arc tangentiel donné.

CHAPITRE V.

QUELQUES PROPRIETES DES ANTIDERIVEES.

358. Etant donnée une courbe (¢) de E;, décrite par le.point £, on
peut définir une de ses antidérivées ponctuelles du premier ordre ()
a l'arde de

z,+ax,= o, (i=1,2,..., n+1)

ou
&'+ ax = af,

a et a élant des fonctions de . Comme on peut multiplier les z par
un facteur, on peut réduire I’équation précédente a

x'= af

Cela élant, considérons deux antidérivées du premier ordre (z)

et (y)de(£). Ona

'.Z‘l= “E, .}’,: }3’»’,“

On tire de ces relations
Bz'—ay'=o
ou bien
Br—ay)y=Fz—2y,
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gui prouve que le point
L=gz—ay,

situé sur la droite zy, décrit une courbe (Z) tangente a cette droite.
La droite variable zy admet donc unc enveloppe (Z) et celle-cs est
évidemment une antidérivée du second ordre de (£). On a donc le
résultat suivant :

Deux antidéricées du premier ordre d’une courbe donnée
déterminent une antidérivée du second ordre de la méme courbe.

36. Prenons maintenant trois antidérivées du premier ordre (),

(¥) et (2) de (&), définies par

x'=af, y=08 =1k
Nous supposerons que les points x, )7, 2 ne sont pas en ligne
droite et que le plan zyz ne passe pas par .
Nous savons que les droites yz, 2z et zy restent langentes & des
courbes (X), (Y) et (Z), déerites par les points

X=ps—1y, Y=1z—as ZL=ay—psz

qui sont manifestement en ligne droite.
Cette droite XYZ reste, elle aussi, tangente a une courbe {6),
décrite par le point

1

a
pl
{

<
l

N KR g

= ™ R

'

Il est évident que la courbe (6) admet le plan zys comme plan
osculateur, c’est-a-dire dans E, le plan £'s a une enveloppe (6), qui
est une antidérivée ponctuelle du troisiéme ordre de (Z).

D’une maniére générale, le L,_,, défini par p points qui décrivent
des antidérivées du premier ordre de (%), a une enveloppe (w), qui
est une antidérivée du p*™ ordre de (Z). Le point » qui décrit cette
antidérivée (w) est défini par le déterminant

w=|z « o .. ap2|

dont nous avons écrit seulement la premiére ligne et qui est analogue
au déterminant 6.
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37. Revenons aux deux antidérivées (&) et () de (£) et prenons
sur £z, £y les points
T=z-+, y=y-+p
Comme on a
F=(N+a)E+ 0, F =+ B)n+pl,

les tangentes en z et y aux courbes (z) et () se coupent si I'on a
Neqa=oph . p+B=pp,

p étant une fonction arbitraire de ¢.

Les courbes (E) et (;), pour lesquelles on a

z'= )\57 7,:5 P’Ey
avec

E=1t"4 pk,

sont donc des antidérivées premiéres. de la courbe (E), dérivéc pre-
miére de (£).

Remarquons maintenant que pour le point

c’est donc. le point de contact de z) avec son enveloppe (Z). La
droite zy touche par conséquent son enveloppe au point ou elle
coupe zy. Naturcllement (Z) est une antidérivée du second ordre

de ().
38. Considérons maintenant trois antidérivées de premier ordre (z),
(y)et(z) de (&) et prenons sur £z, £y, £5 les points

T=x+MN, F=y-+pE FT=sz+VE

Les tangentes en z, ¥, s aux courbes (z), (y), (z) sont concou-
rantes, sil'on a

Naa=ph,  p+P=pp, VH+v=pv,

p élant une fonction arbitraire de ¢. Alors les courbes (5), (5,), (Z)
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sont des antidérivées du premier ordre de la courbe (E); décrite par
le point

E=§+gf,
car on a

7' =), 7 = @, Z' = yE.

‘La courbe () est visiblement une dérivée premiére de (£).

Selon les propriétés précedentes, les points X, Y, Z, ou les droites
¥3, sz, zy coupentles droites Y3, 2z, xy, décrivent des anuidérivées
du second ordre de (), a savoir les enveloppes de yz, sz, zy. 1l
résulte encore des formules

N=py—vz7, Y=vi—2%, Z=)2z—uy

que le point
o

B
¥

T >

A
[

v

<>
Il
al Rl 8

<

I8 z
=y
v 3

commun 2 la droite XYZ et XYZ (§ 36), décrit unc courbe tan-
gente 8 X YZ, c’est-a-dire une antidérivée du troisiéme ordre de la
courbe (E)

Ces propriélés sont naturellement susceptibles de généralisations
mtéressantes.

39. Considérons de nouveau les deux antidérivées du premier
ordre (z), ()°) de (%) et déterminons tous les points de la droite xy
qui déerivent aussi de telles antidérivées de (). 11 faudra déterminer
les fonctions 1, ¢ de ¢ de maniére qu’on ait

(hz +py) = d,
¢ étant une fonction convenable de ¢. On en déduit
(A +uB)E+ N +p'y = ok,
Comme les points z, y et Z ne sont pas en ligne droite, on a néces-
sairement

’

N=o, p'=o, Ao+ uB =o,

d’oul en particulier
A = const. = const,
) o
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On en déduit la proposition suivante : Tous .les points de la
droute ) , qui décrwent des antidérivées du premier ordre de (z),
Jorment, au point de vue projectif, un systéme invariable,

On peut approfondir la proposition précédente en ne supposant
pas connues deux antidérivées du premier ordre de (Z), mais en se
donnant simplement I'enveloppe (Z) des droites qui contiennent les
points qui décrivent les antidérivées du premier ordre cherchées.

Comme (Z) est une antidérivée du second ordre de (&), on a

L'+ py L'+ p. 7. = k.

D’autre part, un point Z'+-1Z, pris sur la tangente en Z, décrit
une antidérivée du premier ordre de %, si 'on a

(Z'+)Z2)+ gL'+ 1l)=ot.
En développant cette équation et en 'identifiant & la précédente, on a

h+q=p, N4 gk = p., o=

D
dei, en éliminant ¢, on tire
N2+ p1hA—ps=o,

c’est-a-dire une équation de Riccati.

On a donc sur la tangente ZZ' de (Z) o' points qui décrivent des
antidérivées du premicr ordre de (). Quatre points quelconques,
parmi ces points, ont un rapport anharmonique constant, c’est a-
dire, comme nous l'avons déja vu, ces o' points forment, au point
de vue projectif, un systéme invariable.

40. Considérons maintenant trois antidérivées du premier
ordre (z), () et (3) de (E), et cherchons a déterminer tous les points
du plan zyz, qui décrivent des antidérivées du premier ordre de (£).
11 s’agit de trouver les fonctions ), p, v, ¢ de maniére que 'on ait

(hx +py +vz)=st

Comme on a

z'= af, }"=f557 3= (€,
la relation précédente devient

(M +ud +vE+ Nz +p'y + vz =0t
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Or, le plan £y s ne passe pas par &, on a donc nécessairement

s=dx+wul+vy, Z=o, u'=o, v'=o,

d’ou, en particulier,
X\ = const., | = const , v = eomnst.

On en conclut : Tous les points du plan zyz, qui décrivent des
antidérivées du premier ordre de (8), forment, au point de vue
projectif, un systéme invarwable.

Cette proposition a licu dans le cas général ot I'on prend p courbes
antidérivées du premier ordre de (:). Le L,_,, déterminé par les
points correspondants de ces courbes, contient P! points qui
décrivent des antidérivées du premier ordre de (2). Tous ces points
SJorment un systémeinvariable au point de vue projectif.

Cette propriété géométrique intéressante constitue la généralisa-
tion naturelle de deux propriétés connues; 1'une métrique, donnée
sous la forme générale par Guichard [13] ou [14], l'autre affine,
donnée pour les courbes planes par M. Walsh [38].

La premiére propriété, celle de Guichard, est une généralisation
des développantes des courbes gauches, a savoir : Tous les points
d’un L, osculateur variable de la courbe située dans un espace
euclidien & n dimensions, qui décrivent des trajectoires orthogo-
nales de ce Ly, forment, au point de vue euclidien, un systéme
invariable, c’est-a-dire la distance de deux quelconquesde ces points
reste constante.

De méme, la seconde propriété, celle de M. Walsh, généralisée
pour une courbe d’un espace euclidien & n dimensions, s’énonce de
la maniére suivante : Tous les points d’un L., osculateur variable
d'une telle courbe qui décrwvent des cour bes @ tangentes paral-
leles, forment, au pownt de vue affine, un systéme incariable,
c’est-a-dire pour trois quelconques de ces points, en ligne droite, le
rapport des distances d’un d’entre eux aux deux aulres, reste cons-
tant.

Remarques. — 1. Les problémes géoméiriques du paragraphe 40
conduisent a des généralisations des équations de Riccati) qui seraient
intéressantes a étudier.
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II. On peut tirer une conclusion importante de la propriété donnée
au paragraphe 39.

Considérons, dans un E;, une congruence de droites ayant une
courbe focale C et une développable focale S, c’est a-dire une con-
gruence formée par les droites qui s’appuient sur une courbe C et
restent tangentes a une surface développable S. Il est clair que Laréte
de rebroussement I' de la développable S est une antidérivée du
second ordre de la courbe C.

Il s’agit de décomposer la congruence donnée en deux familles de
développables. Une des familles est immédiate : elle se compose des
faisceaux plans ayant pour centres les points de la courbe C et pour
plans les plans osculateurs aux points correspondants de la courbe T'.

L’autre famille se compose des développables formées par les tan-
gentes aux antidérivées du premier ordre de C, qui sont en méme
temps des dérivées du premier ordre de I. Or, ces antidérivées spé-
ciales s’obtiennent en intégrant une équation de Riccali. Si nous
connaissons une de ces antidérivées, le probléme se résout a I'aide de
deux quadratures; si 'on en connait deux, a 'aide d’une seule qua-
drature; enfin sil'on en connait trois, sans quadratures.

C’est ainsi que dans le cas des développées d’une courbe gauche C,
on a au fond a décomposer la congruence des normales de la courbe
en ses développables. Or, les normales de la courbe C restent tan-
gentes a la développable polaire de C. C’est donc le cas précédent.
D’autre part, on connait deux développables spéciales, ce sont les
deux nappes de la développable circonscrite & G et au cercle imagi-
naire de 'infini (voir aussi Darboux |9]). Le probléme des dévelop-
pées se résout donc, en général, a I'aide d’une seule quadrature, ce
qui est bien connu. De plus, deux normales de C, qui restent tan-
gentes a des développées, forment avec les normales isotropes un
rapport anharmonique constant; leur angle est donc invariable, ce
qui est le théoréme de Joachimstahl.

CHAPITRE VI.
COURBES RECIPROQUEMENT DERIVEES.

41. Nousdirons que deux courbes () et (y) sont réciproquement
dérivées d’ordre (r, s), si la courbe (y) est la dérivée ponctuelle



INTRODUCTION A LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE PROJECTIVE DES COURBES. 31

d’ordre r de (x) et celle-ci la dérivée ponctuelle d’ordre s de ().
Comme ces courbes sont en méme temps des antidérivées ponctuelles
l'unc de l'autre, c’est a-dire des dérivées tangentelles, 1l est clair
(qu’'on peut se borner au cas ou les courhes () et () sont, comme
nous les avons supposées, des dérivées ponctuelles I'une de l'autre,
les autres cas pouvant se ramener a celui-eci.

Cela étant, on a entre les points correspondants z et )- des deux
courbes dcux relations de la forme suivante .

axN+a V=1 + g 2'+aqx=y (a # o),
by + by =N+ 4+ b4y + by =u (b #o0)

En élimnant successivement y et x entre ces équations, on obtient
pour z et pour y des équations differentielles linéaire et homogene
d’ordre r + 5. On en conclut que la figurc formée par les courbes z
et y est située dans un E, ,_, ou bien elle est la projection d’une telle
figure sur une variété hinéaire Ly, p <r—+-s—1

Nous nous bornons au cas général ou I'espace ambiant de la figure
estE . . |.

Remarquons maintenant que, dans cet espace, les courbes (z) et (y)
n’ont que des @, , (des L,+_5 osculateurs) au plus, donc

1<1 + 8=,

sSr+s=2,
d’ou
r22

=

$29.

Le cas le plus simple dans la recherche des courbes réciproque-
ment dérivées est donc celur ou r =s=2. Nous dirons alors que
c'est le probleme de Kcenigs, parce que c’est M. Keenigs qui l'a
-étudié pour la premiére fois [27], [28], [29| (voir aussi Bianchi [2]).

42. Le probléme, dans le cas géneral, est celui-c : Etant donnée
une courbe (z) de Uespace projectef E,_\, n =r s, déterminer
la courbe (y) la plus générale de cet espace, qui forme avec (z)
un couple de courbes réciproquement déi ivées d’ordre (r, s).

Nous indiquerons une méthode pour étudier ce cas’genéral et sur-
tout pour mettre en évidence la difficulté du probleme et le degré de
généralité de la solution.

Supposons que l'on se donne, d'une maniére arbitraire, la
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courbe (x) par I'équation
) pyelt—h+ 4 p, '+ ppz = o, (n=1+3)

et qu'll s’agit de détermuner la courbe (y).

Celle-ci1, étant une antidérivée ponctuelle d’ordre s de (), est une
dérivée tangentielle du méme ordre de (). On peut donc la définir
tangentiellement a l'aide d’un L arbitraire qui passe constamment
par le Q,_, correspondant de (). car n — s — 2 = r — 2. Il faudra
écrire ensuite que le point y de la courbe est situé dans le Q, de ().

Considérons le L, =L,_; suivant

| X 2z 2 2" z(r=2 gz guw | z | = o,

ou les différentes lignes-du déterminant d'ordre n=r-+s
s'obtiennent en donnant aux éléments de la ligne écrite successive-

ment des indices 1, 2, ..., n; ou les X,(¢ =1, 2, ..., n) sont les
coordonnées projectives courantes; ou, enfin, les indices supérieurs
de dérivauion ¢, ¢,, ..., t; sont différents et 'on a

7—188, ey . ST+ 5—1

11 est mamifeste que ce L passe constamment par le &, , de (z). En
donnant aux ¢, f3, ..., I toules les valeurs possibles, on obtient
s -+ 1 L, dont nous écrivons les équations sous la forme

Pi=o, P.=o. . P,ry=o.

Le L, général qui passe par le Q,_, de () est alors

[Z2] P1+ UsPot-. ..+ Us PS+1= o,

les u, étant des fonctions arbitraires de ¢, leur nombre essenticl
étant s.

Le point y de la courbe antidérivée (y’) d’ordre s de (z) s’obtiendra
a I'aide de I’équation précédente et des r 4+ s — 2 = n — 2 équations
que l'on tire de celle-1a en la dérivant successivement » — 2 fois par
rapport a £.

On peut évidemment poser

Y=oz +a 2 +...+ apyzin—l (n=r-+s)

et introduire cette expression’dans les n — 1 équations formées pré-
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cédemment. Il sera aisé d’en tirer les valeursde a, ay, ..., otp_4 & un
facteur prés.

Or, pour que () soit une dérivée ponctuelle d’ordre r de (), il
faut que I'on ait

Gy 41 = O, ;42 = 0, LY %) 45—1 = O.

On a ainsi s —1 équations qui peuvent déterminer s — 1 des fonc-
tions #, au moyen d’unc d’entre elles, qui restera arbitraire.

La solution du probléme dépend donc d’une seule fonction arbi-
traire. Toute la difficulté consiste dans la délermination effective etla
plus simple des fonctions u, a ’'aide d’une fonction arbitraire.

43. Le probléme de Koenigs. — Dans le cas particulier du probléme
de’Keenigs, on peut démontrer que la solution s’obtient sans quadra-
tures.

Soit

(1) z +px"+qga'+ 12+ sr=o0

Péquation différcntielle vérifiée par les coordonnées z,(t)
(i=1,2, 3, 4) d'un point quelconque de la courbe donnée (z).
Nous simplifierons un peu la méthode générale en posant

P=|\ = 2 2| O0=|X 2 2 2"|

R=|X z 2" z"|, S=|X 2 2 z"|
de sorte que les plans
P =o, Q =o, ‘R=0,, S=o0

forment un tétraédre mobile attaché a chaque point 2 de la courbe.
Un plan arbitraire passant par z a une équation de la forme

(2) uP +vQ+ R =o,

© et ¢ étant des fonctions arbitraires de ¢.

L’aréte de rebroussement de I'enveloppe de ce plan est une antidé-
rivée ponctuclle du second ordre de (z). Il s’agit d’écrire que cétte
antidérivée est en méme temps une dérivée du second ordre de (z),
c’est-a-dire que le poimnt correspondant & z est situé dans le plan

osculateur
P=o.

MEMORIAL DCS SC MATH — Ne 47, 3
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A cet effet, il faut dériver deux fois I'équation (2) en tenant compte
de 'équation différentielle (1) de la courbe () et en remarquant gue
Pon a

P'=Q, Q=R—pQ+¢qP.
R'=8—pR +rP, S'=—pS —sP

On obtiendra ainsi trois équations linéaires et homogeénes en P, Q,
R, S, qui doivent étre compatibles avec P = o.
La relation qui exprime la compatibilité est

3 2w+ (p—20)u +¢"—3pp'— qp + 03+ r = a.
P ) q

En prenant pour ¢ une fonction arbitraire de ¢, u est déterminée
par une équation différentielle linéaire du premier ordre, par consé-
quent par deux quadratures. On peut cependant exprimer ¢ a l'aide
d’une autre fonction arbitrawre de maniére quil n’y ait plus de qua-
dratures. Posons a cet effet

6 étant la nouvelle fonction arbitratre qui remplace ¢ et » une fone-
tion qui remplace u. L’équation (3) prend la forme

(4) 20" = 0"+ ab"+ 60"+ cb = £(0),

ol @, b, ¢ sont des fonetions connues de ¢ s’éxprimant au moyen de
P, q, r et de leurs dérivées.

Pour résoudre le probléme de Kanigs, I'équation (4) montre qu’il
faut choisir 6 de maniére que f(7) soit une différentielle exacte. Or,
pour quil en soit ainsi, il faut et 1l suffit que le produit 0.g(r1), ou
g(0) est expression différentielle adjointe de f(6), soit une diffé-
rentielle exacte (vorr Darboux [9]),

On a deux cas selon que ¢ (1) =0 ou 3£ 0. Dans l¢ prenuer cas, le
probléme est résolu sans autre changement, car £(6) est une diffé-
rentielle exacte. Dans le second cas, il faut prendre g (1)="T,
T étant une nouvelle fonction arbitraire de ¢.

Ce qu1] ) a d’intéressant c’est que I'expression g (1) ne différe que
par un facteur constant de I'invariant de Halphen de I'équation diffé-
rentielle (1), rencontré auss: par M. Keenigs dans sa méthode.

Le fait que le probléme de Kenigs peut se résoudre sans quadra-
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tures peut étre préva par une méthode géométrique qui sera exposée
dans un des chapitres suivants.

Remarque. — 1l serait intéressant d’étudier le probléme pour
d’autres valeurs de ¢ et de s.

CHAPITRE VIL,

[. — COTRBES QUADRATIQUES.

44. Nous dirons qu’'une courbe () d'un espace projectif E, -est
quadratique, si elle est tracée sur une variété quadratique & n — 1
dimensions

n+1
-
(1) 2‘ X?=o,
1
c’est-a-dire si 'on a, quel que soit ¢,

n—+1

2 z2(t)y=o0
Ew‘!:‘lo.

Nous désignerons une telle courbe quadratique, si elle n’est pas
contenue dans un L,, p<n—1, par Q).

Si, non seulement les points de la courbe (), mais aussi ses tan-
gentes sont situées sur la variété quadratique (1), nous dirons que (z)

ou bieu

est une courbe quadratique spéciale de premicre espece et nous la
désignerons par Q.

En général, une courbe (), dont les £, apparliennent tous a
la variété quadratique, sera dite courbe quadratique spécrale de
pieme espece ou une QF.

45. 11 slagit tout d’abord de déterminer le maximum de p pour un n
donné, c’est-a-dire de trouver combien d’espécés de courbes quadra-
tiques spéciales y a-1-il dans un E,.
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Sik :Z ali) 26,

z'9) désignant la dérivée d’ordre i de z par rapport au paramétre-¢ et
la sommation étant étendue a toutes les coordonnées de z.

On a, par hypothese,

A cet eftet, posons

Si,/ﬂzo (iépa /fgp).
On peut démontrer qu’il suffit que Fon ait
Sii=o (osisp),
pour que la courbe soit une QZ, car on en tire en dérivant
Siia0j= 0, Siitejra=0 (ogigp—J).
Je dis maintenant qu’on ne peut pas avoir
Ser=o0 (k=o,1, 2, ..., n),
parce qu’il en résulterait 'égalité

[ ’ ”

[z 2 2" ... x| =0,
qui prouverait que la courbe (z) est contenue dans un L,, r<n —1,
ce qui est contraire & 'hypothése. On a donc

o§/{§n—x.

Une des relations établies plus haut prouve alors qu’on a

2j +18n—1
pour j<p, donc
- 2p +15n=—1,
d’ou.

TR

P

—_ ]"

TN

qui donne le maximum de p.

46. Parmi les courbes quadratiques spéciales, il y a une classe
remarquable, celle des courbes autoconjuguées cu autopolaires par
rapport a la variété quadratique (1). '

Sil'on écrit que le point (z) de la courbe est le pole du Q,_, en ce.
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point par rapport a (1), on trouve les relations
Spa=v  (0<h<n—1).

d’oti I’on tire aisément

L Sg=0 (oSt+Ah<n—i)
et en particulier _
S,i=o0 (02t +18n—1)

On en conclut que n doit éire pair, n = 24, donc
0t qg—1

11 résulte de la que toute courbe autopolaire est une Q7' et 1éci-
proquement.

47. Il est évident que si unc courbe (z) est une Q7, ses dérivées
ponctuelles du premier ordre sont en général des Q?~', ses dérivées
du second ordre des Q?~? et ains1 de suite.

Naturellement, il y a des cas particuliers ou la dérivée considérée
est contenue dans un L,_, et plus particuliérement encore on la va-
riété quadratique se réduit a un coéne quadratique.

Daas tous les cas, on peul réduire de cette maniére I'espéce de la
courbe quadratique et arriver & une QY,, c’est-a-dire a unc courbe
quadratique génerale.

Inversement, 1l s’agit de savoir si I'on peut remonter d'une courbe
quadratique générale Q), a une courbe spécialc d’espéce p. Cela re-
viendrait & une intégration du

Z xr’=o, 2 z°=o. 2 (2!My = o,

le nombre des variables z étant n + 1 et en ayant

- —1
Ce probléme a été résolu par une méthode géométrique élégante et
ingénieuse par M. Borel [8]. Nous donnerons une forme un peu dif-
férente a sa solution.
Soit (z) une courbe quadratique d’espéce p dans un espace E,,

c’est-a-dire une Qf, Prenons le point d’intersection y de la tangente
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zz' & la courbe (z) en x avec le L.,_, tangent en am point fixe ¢ de 1a
variété quadratique

(1) Z\':O

sur laquelle se trouve tracée la courbe (x). La dérivée du premier
ordre (y) de (z) est manifestement situéc sur le cone C, ,a n — 2
dimensions de sommet @, découpé dans la varieté quadratique (1) par
le L,_, tangent en a. Projetons enfin le pomnt y en 3 a partir du
point @, sur un L, _, arbitraire mais fixe, qui ne passe pas para.

Le point 5 décrit une courbe (:), située a l'mtersection de la
variété (1) et du L,_, commun aux deux L,_, fixes considérées.
Comme (y) est une courbe quadrauque d’espéce p —1 [d’une
maniére plus précise, la courbe (y) et ses Q,_, sont situés sur le
cone C,_, de sommet a]; comme, d’autre part, la courbe (2) est une
projection de (y) & partr de a, il résulte que cette courbe est
une Q7F~}.

Cette opération abaisse n de deux unités et p d’une seule. En 'ap-
pliquant successivement, on arrive bien a une Q)_,,» qui existe

parce que
n—2p2a.

Il s’agit maintenant de remonter de la courbe () a la courbe (z).
A cet effet, il faudra prendre sur «z, a étant le point de contact d’un
L., tangent & (1) mené parle L, , qui contient (3), un point ¥ dont
une de ses antidérivées ponctuclles du premier ordre () soit tracée
sur la variété quadratique (1).

Prenons d’abord l'antidérivée ponctuelle du premier ordre arbi-
traire (£) de (z) dans le L,_, ou cette derniére courbe est située.
On sait qu’on obtient (¢) sans quadratures et qu’clle dépend d’une
fonction arbitraire. La droite «£ coupe la variété quadrauque (1) en
un second point #, qui décrit une courbe quadratique Q?. En effet,
la tangente zz’ a cette courbe en x coupe la droite az en un point -
Comme la courbe (z) est une Q/~!, la courbe (), tracée sur le cone
Cu_2, a ses Q,_, situés sur ce cone quadratique, c’est-a-dire sur la
variété (1). La courbe () étant quadrauque et admeltant () ) comme
dérivée du premier ordre est nécessairement une Q2.

On peut donc, en partant d’une courbe Q°_, . remonter, aprés p

n—op
opérations, 4 une QF arbitraire. Ces p opérations introduisent p fonc-
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uons arbitraires. D’autre part, la courbe 2_,,, dépend de n —2p
fonctions arbitraires, qu’on peut réduire, par un choix convenable de
la variable indépendante et du facteur commun des coordonnées, a

n—2p — 2. On a donc le résultat suivant :

L’intégrale générale du systéme

2 z2=o, 2 x™ =0, N 2 (zP))2= o,

le nombre des variables x étant n + 1, s’obtient sans quadratures
a laide de n — p — 2 fonctions arbitraires.

Il. — COoUuRBES MINIMA.

48. En relation etroite avec les courbes quadratiques que nous
venons d’étudier, 1l y a les courbes minima d’un espace euclidien.

Considérons tout d’abord les courbes mimima d’un espace eucli-
dien a trois dimensions. Ce ‘sont. au point de vue projectif, les anti-
dérivées ponctuelles du premier ordre du cercle absolu de I'espace
(le cercle imaginaire de I'infini commun & toutes les sphéres). On les
obtient, d’aprés la méthode générale, sans signe de quadrature, &
laide d’une fonction arbitraire, en prenant l'enveloppe d’un plan
arbitraire passant par une tangente mobile du cercle absolu. On
trouve aisément les formules bien connues de Weierstrass.

49. On peul lrouver, en général, sans quadratures, les courbes
minima d’un espace a n dimension .
11 s’agit d'intégrer Péquation

de}+dzy+...+~dxf=0
ou, en précisant le paramétre ¢,

i+ 22— . ~z;F=o0,
qui exprime que la tangente en z & la courbe minima (z) coupe le
plan de l'infini

Xpm=o

en un point § qui décrit une courbe () située sur la variété quadra-
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tique
(0 X1+ X3+...+Xn=0, Xpm=o,

c’est-a-dire parmi les dérivées ponctuelles du premier ordre de la
courbe minima (z), il y en a une qu1 est Qf_, située a 'infini.

Réciproquement, toute courbe minima de I'espace euclidien a
n dimensions est une antidérivee ponctuelle du premier ordre d’une
courbe (£) arbitraire tracée sur la variété (1) de I'mfin.

Prenons comme exemple n = 4. Une courbe "arbitraire (£) de la
variélé

A+ X0+ A+ N =o, X,=o

s’exprime aisément au moyen d’une fonction arbitraire d'un para-
métre ¢ choisi convenablement. Un L; arbitraire passant par le 2, de
la courbe en % a pour équation

| X & & §|=ft)Ns

ou le déterminant s’obtient en posant les indices 1, 2, 3, 4, et f(¢)
est une nouvelle fonction arbitraire. L’aréte de rebroussement de
I'enveloppe de ce plan L, est la courbe minima générale de 'espace

euclidien a 4 dimensions; clle dépend de deux fonclions arbitraires.
On prendra X, =1.

50. On peut aller plus loin et considérer des courbes minima spé-
ciales de différentes cspéces. Nous dirons qu’une courbe d’un espace
euclidien a n dimensions est minima spéciale de (p— 1)*™ espéce,
sil’ona

Zxa: 0. Z " = o, .. 2(_[(/1))a= o,

c’est-a-dire si elle est une antidérivée ponctuclle du premicr ordre
d’une courbe quadratique spéciale (£) d’espéce p — 1, appartenant a
v variété quadratique (1) de I'infini. On en conclut qu’on a nécessai-

rement
n—iIi
<2—I
p: 2
ct que la courbe minima la plus générale d’espéce p — 1 d’un espace
euclidien a n dimensions dépend de » — p—1 fonctions arbi-
traires
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51. D’ailleurs, si 'on pose

X, =o2ay, X.= 22, . X, =2x,.
Xnr1= 2|+X)+ +x,+1,

Xnpr =12} + 23+, + 2z —1),

on peut faire correspondre a tout point z de I'espace cuchidien &
n dimensions un point X de 'espace projectif E,,,. Ce dernicr point
se trouve sur la variété quadratique

(2) X74 W+ +X) ., +X =0

Réciproquement, a tout pomt X de cette variété, il correspond un
point z de I'espace euchdien.

Supposons que z décrive une courbe minima spéciale de p —1

espéce, alors il est aisé de voir que le point correspondant \ décrit
unc Q”_, et reciproquement.

Nous aions ramené amst ’étude des courbes minima a celle des
coutbes quadratiques.

CHAPITRE VIIL

[. — TRANSFORMATIO\S DkS COURBES QUADRATIQUES

82. Etant donnée unc courbe quadratique spéciale () d’espéce p
dans un E,, c’est-a-dire une Q%, avec

nI

o

HA

—T,

rs

[l ]

il y a des transformalions 1ntéressanles qui permettent de déduire de
cette courbe d’autres courbes quadrauques de la méme espéce.

Il y a d'abord la transformation simple que I'on peut faire au
moyen d’un point fixe » et de l'espace E,. On suppose que » n’ap-
partient pas & la variété quadrauque fondamentale, on pourra donc

prendre
o .
: o =1I.

Cela élant, la droite w.z coupe la variété quadratique sur laquelle
se trouve tracée la courbe (7), en un second point y, qui décrit, par
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conséquent, une nouvelle courbe quadratique (y). Je dis qu’elle est
de méme espéce p que (z).

On a, par hypothése.

2z2=0, 2.2:":0, ey 2(&:‘/’))’:0.

D’autre part,
Y =z + Aw,

ou A est déterminé par la condition

Sy =,
A =— 22 wx.

y¥ = £ 4 Mo,

ce qui donne

Comme on a

on en tire .
D= (a0 + 200 wal)+ (A0,
Or,
A = 22 wal),
donc

Dy =Y (a0,

qui démontre la proposition.

53. Il y a une transformation plus générale et plus intéressante que
la précédente.

Soit (@) une antidérivée ponctuelle du premier ordre de la courbe
quadratique (z) d’espéce p. On suppose que (@) n’est pas tracée sur
la variété quadratique sur laquelle est située ().

On sait qu’on peut déterminer (@) sans quadratures et que, d’autre

part, la relation géométrique entre les points correspondants a et z
des courbes (a) et (z) peut s’écrire

a =ax.

Prenons maintenant le second point y, commun a la droite az eta
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la variété quadratique fondamentale. On a
} =2+ ha.

ou 2 est déterminé de maniére que 2)> = o, donc

/.2 ar+ JZ axr =o.
A=Za’ \ = )zax,

) = \a —Na

Posons
on pourra prendre

Il s’agit de prouver que ce point ) décrit une courbe quadratique
de méme espéce p que la courbe ().
Remarquons tout d’abord que I'on a

A= a\,
ensuite que, par hypothése,

me”ﬁm: o (o<, K<p).

Cela étant, o a d’abord

r=Ar'—V\a,

done, si (z) est une Q;, il en est de méme de (y).
Pour traiter le cas général, nous employons I'induction com-
pléte.

A eet effet, remarquons que I'on a d’abord

d’ou

y'=Azx' - \N&'—Xaezx—X'a
et, en général,
yW=Pr+Px'+. .+ Pzl Qa.

Y re=o

pour ¢ < p, bien entendu. Je dis que I'on a aussi

2 (yiriy = o.

Supposons que 'on ait
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Comme on a

X= 22 az, X'= 22 az', ey X)) = 22 azxl),

Végalité

peut s’écrire
(1) PX +P; X' +...+P;Xt)4+- QA =o.

D’autre part, on a
Yo = (P’ +aQ)x + (P} +P)a'+. .+ (P,+ Py)z +- P, 2l+1) 1" Q'q,

et alors

Z(y(.-m))»: QUP +aQ)X + (P, 4+ P)X' +...
+ (Pl Py )X 4 P X6+ 4 Q'A]

est nulle en vertu de (1) dérivée par rapport a ¢.
Ceci démontre que la courbe ()-) est au moins une Q”. Comme la
transformation est réciproque, l'espéce de (3 ) est égale a p.

II. — LE prroBLEME DE KOENIGS

54. Nous avons complétement résolu (§ 43) le probléeme de
Keenigs, a 'aide d’une fonction arbitraire et sans quadratures. Nous
allons metlre en évidence la raison géométrique de la possibilité de
ce résultat admirable di a M. Kenigs.

Soit (z) une courbe d’un espace projectif E; a trois dimensions.
Les coordonnées pluckériennes de la tangente zz' a cette courbe

sont
Puh=x,x;— 1), (i, h=1,2,3,4)

On a, évidemment,

P1oP3s— P13Pss + PriPe3 = 0,
et comme
Pk = T, 2} — 24 2,
les p!, sont, elles aussi, les coordonnées d’une droite, située marifes-
pl/x b ) b
tement dans le plan osculateur de la courbe et passant par le point 2,
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et 'on a aussi
. , ,
PieP3s+Pi3Pia+P1aPr3=0

Il en résulte que si I'on considére les p,x comme les coordonnées
projectives d’un point p dans un E,, I'image de la développable
formée par les langentes de la courbe (z) de E; est une courbe (p)
quadratique spéciale de premiére espéce.

Réciproquement, a toute courbe quadratique spéciale de premiére
espéce de E,, on peut fuire correspondre une développable, et, par
conséquent, une courbe (z) de E,.

Ce qu'il y a d'intéressant, c'est que, aux différents points de la
tangente pp' a la courbe (p) de E,, 1l correspond dans E; un faisccau
plan de droites donl le sommet cst z et situé dans le plan osculateur
de (x) et que nous appellerons le faisceaw osculateur de la courbe
en (z).

85. La courbe (z) de E; étant donnée, il s’agit, dans le probleme
de Kaenigs, de trouver toutes les courbes (3-) du méme espace, telles
que les faisceaux osculaleurs aux points correspondants x et y aient
un rayon commun, qui ne peut étre, évidemment, que la droite z)-
qui joint les sommets de ces deux faisceaux. ’

Le probléme correspondant de E; revient alors a ceci: Etant
donnée une courbe quadratique spéciale de premiére espéce (p),
trouver toutes les courbes (¢), tracées sur la méme variété quadra-
tique fondamentale que (p) et élant, elles aussi, spéciales de pre-
miére espéce el telles que pour chaque courbe (¢) les tangentes aux
points correspondants p et ¢ se coupent en un point 7.

Remarquons, avant d’aller plus loin, que le point 7 est I'image du
rayon zy, commun aux deux faisceaux osculateurs cn z et j aux
courbes () ct () de E,. 11 décrit done une courbe (r), image de la
surface réglée engendrée par la droite z)-. Les courbes (z) et (y)
sont visiblement des lignes asymptotiques de cette surface réglée.
C’est pourquoi M. Bianchi [2] a appelé le passage de la courbe (z) a
la courbe (y) transformation asymptotique.

Cela étant, revenons a notre probléme. Les coutbes (p) et (¢)
étant des antidérivées ponctuclles du premier ordre de la méme
courbe (r), la droite pg reste tangente & une courbe (p) ou bien
passe par un point fixe .
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Il vésulte de 1a que les courbes (¢) s'obtiennent de (p) par Yune ou
l'autre des transformations des courbes quadratiques que nous avons
étudiées précédemment (§ 52 et 53), a Paide d’un point fixe w ou
Paide d’une antidérivée poncluelle du premier ordre (p). Comme
celle-ci s’obtient, a partir de (), sans quadratures, le probléme de
Keenigs est résoluble sans quadratures au moyen d’une seule fonction
arbitraire.

Cependant, cette méthode intuitive qui permet de voir la nature de
Ia solutiom, m’est pas avantageuse pour la trouver cffectivement.
Aussi avons nous employé une autre méthode plus expéditive.

Remarques. — 1. La solution a Paide d’an point fixe o cor-
respond & une polarité de la courbe par rapport & un complexe
hinéaire, ¢’est donc une solution presque banale.

IL. Si la courbe (a) appartient, par ses tangentes, a un complexe
linéaire, alors la courbe (p) est située dans un L,, et les calculs
qu'on devrait faire dans ce cas pour trouver effectivement I'anti-
dérivée (p) sont légérement différents de ceux que lon fait dans le
cas général, mais le principe géométrique reste le méme.

CHAPITRE Ix

COURBES ANHARMONIQUFS

56. Parmi les courbes d’un espace projecuf E, a n dimensions,
celles qui restent invariantes a la suite des transformations a un para-
métre d’un sous-groupe du groupe projectif, jouissent de propriéiés
remarquables et intéressantes et méritent une étude approfondie.
Elles sont analogues aux cercles d’un plan et aux hélices circulaires
d’un espace euclidien a trois dimensions.

Nous arriverons a cette classe de courbes par une voie indirecte,
mais conforme aux principes et méthodes que nous avons déve-
loppées.

Posons-nous le probléme suivant :

Trouver les courbes (x) d’un espace projectif E,, telles que,
parmi ses deérivées ponctuelles du premier ordre, il v ait au
mouwns une (y), qui soit ausst une transformée projectice de la
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courbe (xz), les points correspondants étant ceux qui se corres-
pondent par dérivation.

On a, par hypotheése,
(1) y=az+3r, (e=1,2,. ., n+1),

@ et 3 étant des fonctions de ¢ et en méme temps
n—+1
(’2) ‘}'=2a"‘$l‘ (L=l,‘2, ..,n+1),
=1
ou les a,x sont des constantes.
On peut prendre

xr, = AZ, (¢e=1,2,. ,n-1)

et déterminer A de maniére que (1) deviennent

Y= a7,
et alors les (2) deviennent
aZ, =2 ALz

Finalement, en changeant la variable indépendante, on peut réduire
ces derniéres équations a la forme simple

n—+1

(3) rj:Ea,;,r/. (e=1,2. .,n+1)
A=l

On peut tirer dc ce résultat un autre plus intéressant. A cet effet,
soit :

(4) xin+1) plx(ll)+ p,x-(n——l)_t,_ .« Pa z -+ Pn+1Z =0,

I'équation différentielle vérifiée par les coordonnées z,(i =1, 2, .. .,
n +1) d’un point variable de (x). La relation (3) prouve que les z
satisfont a la méme équation différentielle (4) que les z,. Or, pour
qu’il en soit ainsi, il est nécessaire et suffisant que les coefficients p,.
D25 - -+, Pny SOicnt Lous constants.

Pour des motifs que nous verrons dans la suite, nous appellerons
courbe anharmonique toute courbe (x), dont ’équation différen-
tielle correspondante (4) peut se ramener, par une transformation de
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la forme
r = \T

et par un changement de la variable indépendante, & une équation a
coefficients constants.

On peut donc énoncer le résultat suivant :

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une courbe (z) de
E, admette une derivée ponctuelle du premier ordre (y) qui lui
soit projective, c’est que la courbe (z) sout une courbe anharmo-
nique.

57. Supposons que les racines (i =1, 2, ..., n+ 2) de I’équa-
tion caractéristique

(9) 1Py Pt Ppl + Pppg = O,

qui correspond a I’équation différentielle (4) a coefficients constants,
soient inégales. On peut prendre pour la courbe ()
z,= et (¢e=1,2,. ., Rn+1I).

Comme
Z, = enlt+® (t=1,2,..., R+1)

est manifestement aussi un point de la courbe, il résulte que la trans-
formation projective

z, = e %z, (;:1,2,...,n+1)

transforme, quel que soit le paramétre «, la courbe (z) en elle-méme.

Clest cette propriété qui a été prise pour definition des courbes
anharmoniques par Klem et Sophus Lie dans leurs célébres travaux
sur cette classe des courbes, qu’ils ont appelées courbes W (voir

[25],[26]).

58. Remarquons tout d’abord que les oo, points
q q P

r'— Az (X = const )

vérifient la méme équation (4) que z et z'. Ils dérivent donc des
courbes anharmoniques.

Ces points forment, avec x et x', un systéme invariable au point
de vue projectif.

Parmi ces points, situés sur la tangente en x a la courbe (z),il y a
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des points exceptionnels appartenant a un L,_4. Nous allons étudier
ces points exceptionnels.
Il faudra écrire que le point

J’ = z"—— )\-l'
satisfait a une équation de la forme
YWt gy gy et ga Y gy = O

Cela donne une équation qui doit étre identique a (4), d'od 'on
tire
g1— N = py, go— hq1 = p, e s gn— Aqgn—1=pn,
— 2 dn= Pn+1

En ¢liminant q,, ¢3, . ..., ¢» entre ces relations, on obtient

MFL - p M P AL pp kA P =0,

c’est-a-dire, pour que y soit un point exceptionnel, il faut et il suffit,
que A soit une racine de I'équation caractéristique (5). Il y a donc
n 41 points exceptionnels, quu décrivent, eux aussi, des courbes
anharmoniques (sauf pour n = 2), mais situees dans des L,,_,.

59. Nous venons de mettre en évidence un polyedre fondamental
de la courbe anharmonique (), formé par les n 41 variétés linéaires
L,_, dans lesquelles se trouvent plongées les courbes décrites par les
n -1 points exceptionnels de chaque tangente de (z).

On a, pour cc polyédre, d’abord la propriété suivante (§ 58) : Les
n 4+ 1L,_, de ce polyédre découpent sur chaque tangente de (z)
n 41 points, les points exceptionnels, qui forment avec z, au
point de vue projectif, un systéme invariable.

Celte propriété sert, elle aussi, surtout pour les courbes planes,
comme définition des courbes anharmoniques.

On peut considérer parmi les dérivés du second ordre

y=7r"+ r '+ Mo

de z, ceux pour lesquels ). = const., %, = consL.; ils décrivent aussi
des courbes anharmoniques. Parmi ces points, il y en a d’exception-
nels, qui décrivent des courbes situées dans des L,_,.

MEMORIAL DFS SC MATH, — N° 47 4
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On a ainsi les ’—l(—n—;—_f—)L

n_g communs aux 224 1L, 4 du pol_yé('ire
fondamental pris deux a deux.
On peut continuer et considérer en général les o? points

z = zP) 4 hxP—) + A 2P 4. .+ A pa &'+ Apy 2,

od A, Ay ..., Ap_, sont des constantes. Il est aisé de voir qu'ils
décrivent aussi des courbes anharmoniques et que, parmi eux, il y &
des points exceptionnels dont les courbes correspondantes sont situées

dans des L,_p. Ces L,_p s’obtiennent en prenantles L,_, du polyédre
fondamental p a p.

60. Revenqns aux points
&'— Az  {A = const.)

qui décrivent des dérivées du premier ordre de (#) anharmoniques.
Les o? tangentes a ces courbes.le long de xz' sont situées dans le
plan osculateur en z a () et elles enveloppent dans ce plan, pour z
fixe, une conique. En effet, un point du plan osculateur a des coor-
données de la forme

tr+ 52+ b

£, E1, £, étant les coordonnées du méme point par rapport au Lriangle
xz'z". La tangente en z'— Az, s'obtenant en joignant ce point avec
x'— Az, a, par rapport & 2.’ z", pour equation

E+ 20— M=oy
dont I'enveloppe est la conique
B —dth=o,

tangente en z et 2" aux droites zx' et z'z".

Cette conique est évidemment tangente aux n —-1 tangentes des
courbes anharmoniques décrites par les points exceptionnels.

On peut dire aussi que la conique précédente est inscrite dans le
polygone déterminé sur le plan osculateur en z par les n 41 faces
(L,—1) du polyédre fondamental.

On peut chercher aussi les enveloppes, pour z fixe, des variétés
osculatrices @, des courbes décrites par les points .t'— Az. On trou-
vera des courbes inscrites dans les figures linéaires déterminées parle
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polyédre fondamental sur la variété linéaire osculatrice 2, gut con-
tient tous les &, précédentes.

61. Nous allons chercher maintenant parmi les points

z =z 4 dzln—1) )}, 2=, 4 hpa@' + A2,

oud, Ay, ...,A,_ sont des constantes et qui décrivent par conséquent
des courbes anharmoniques, ceux qui décrivent des antidérivées
ponctuelles du premier ordre de (). Nous supposons toujours que
Péquation différenuelle linéaire & coefficients constants qui correspond
a (x) est I'équation (4) du paragraphe 56.

Cela étant, les conditions géométriques du probléme s’éerivent

d—uz=vux,

u et ¢ étant des fonctions de ¢ ou des constantes. Cette relation doit
étre identique a (4). L'identification donne

A =u -+ pi,

ki =+ pr U+ pa,
Apy=ur+pu™1-+. -+ pp—yU + Pa,
—yv=urtl - p "+ + PalU ~+ Ppri.

1} cn résulte que u et v sont des constantes dent la premrére reste
arbitraire.

On a donc ' points z qui répendrait & motre probléme. Le
point z étant fixe, les points correspondants = sont situés sur une
courbe. On peut prendre le polyédre zz', ..., 2 comme repére,
par rapport auquel tout point de 'espace a des coordonnées de la

forme
Ex 52 +Ex' ..+ Eax),

dont l¢s coordonnées relatives sont &, &1y . . -, En-
Cela étant, les coordonnées relatives de z sont

E =u" +putli+ o Pa—q U oy
g = UPS - Py UP— T .+ Pp—ty
!

......... e seen mesesnen .,{’




52 G. TZITZEICA.

Le point z décrit ce qu'on appelle une courbe normale de 'espace E,.
Parmi les points z il y en a de particuliérement interessants. Ce

sont ceux pour lesquels ¢ = o, c’est-a-dire pour lesquels u est déter-
miné par 'équation caractéristique

Wt piut+ .+ P+ Puy =0
de (4). On obtient ainsi sur la courbe normale précédente n 1
points remarquables, qui sont fixes dans E,, car on a
s’—uz=o0

Ce sont, évidemment, les 7 + 1 sommets du polyédre fondamental
de la courbe anharmonique donnée ().

62. Courbes anharmoniques dans le plan. — Si I’on exclut les coni-
ques, on peut prendre pour équation différentielle de la courbe

"+ ohxr'+x =0 (h = const.)

La conique inscrite dans le triangle fondamental de la courbe, par
rapport auquel elle a les définitions classiques bien connues, a pour,

équation (§ 60)
B —4t=o,

clle est tangente en x a xz'. Cette conique est donc bien déterminée:
La courbe normale du plan circonscrite au méme_triangle fonda-
mental est définie (§ 61) paramétriquement par

E=u"+2h, =, Ea=1;
elle a donc pour équation
(E—2hE)E-=#1,

c¢’est une conique langenle aussi en z & ZZ'.
Cette conique et la précédente ont la corde commuine

3+ 2ht.=

qui définit intrinséquement le point 2’ sur zz'. La droite zz”, polaire

commune de z' par rapport aux deux coniques, a donc aussi une
définition intrinséque.

Clest la normale projective en x a la conrbe considérée.
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La conique osculatrice a () au point z a pour équalion
2(E— hE, B =)

s

Il est aisé de montrer que la tangente a.cetle derniére conique
menée de z' est conjuguée harmonique de z'z par rapport aux tan-
gentes menées du méme point aux deux coniques précédentes. Aussi
c’est la tangentc menée de z' a la conique osculatrice, avec zz' et zz"
que 'on prend comme repére mobile de la courbe.

On pourra poser

=y, y'=z—hzx,
donc -
d=—uz

C’est un systéme analogue aux équations de Frenct, qui définit la

courbe par rapport & un reprére mobile attaché d’une maniére intrin-

séque a chaque point x de la courbe.

63. Les derniéres recherches de géométrie différentielle projective
des courbes introduisent cerlains invariants ct covariants différentiels
qui définissent une sorte de métrique projective. Cetle théorie com-
mencée par Halphen ]15], [16], [17], [18], poussée plus lom par
Wilczynshi |39], [40], a été envisagée derniérement sous différents
points de vue. Nous nous bornons a citer les travaux de MM. Ber-
wald [1], Bompiani [7], Kawaguchi [23], Sannia [32], Terra-
cini [36].

A un point de vue plus général, unc métrique peut étre définie pour
tout groupe transitif, comme I'ont montré MM. Pick et Kowalewski.

CHAPITRE X.

CONFIGURATIONS A DLEUX DIMKNSIONS DETERMINEES PAR DEUX COURBES.

64. Nous laissons de c6té l'étude des surfaces réglées, définies
a laide de deux courbes dontles points se correspondent. Cette étude
comporte des développements qui dépassent I'étendue d’un chapitre.
Nous considérons d’autres configurations intéressantes qui dépendent
dec deux paramétres.
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Etant données deux courbes (r) et () d’un espace projectif a
n dimensions E,, nous supposerons que les points x et y qui décrivent
ces courbes sont délermnés respectivement a I'aide des paramétres
w et .

Cela étant, considérons pour u arbitraire un L, osculateur & (z) en
x et pour ¢ arbitraire un L, osculateur a ()-) en y. Nous les designe-
rons par &, (z) et €, (y). Ces deux variétés linéaires se coupent si
I'ona

p+q2n

et la variété linéaire commune est un L,,,_, dépendant des deux
paramétres u et .

Comme on a ,
pin—1  gsn—1,

les courbes (z) et (y) déterminent, de cetle maniére, une premiére
sorte de configurations a deux dimensions engendrées par des

Lo. Ly oo Ly,

Ily & une deuxiéme sorte de configurations a deux dimensions
déterminées par les mémes courbes () et (y).

En‘effet, Q,(z) peut étre défini par p—+ 1 quelconques de ses
points, &, (¥) par ¢ + 1. Si les deux variétés osculatrices n’ont pas
de points communs, c'est a-dire si Fon a

p+q<n,

ces p + ¢+ 2 points déterminent un Ly, g, conmtenant 2,(x) et
Q,(y) et dépendant par conséquent des parameétres u et .
Dans le cas actuel, on a

1Sp+g+i1sn—r,

donc on obtient des configurations i deux dimensions engendrées par

des
L], Ln- - Ln-—1

Ce sont la les configurations de la deuxiéme sorte.
65. Configurations de la premiére sorte. — Prenons teut d'abord

les configurations de la premiére sorte emgendrégs par des Ly, c’esl~
a-dire par des points.
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Il faudra prendre le point £y, ,, commun & un®,{z) et & un Q, (x),
lorsque
P--q=n

On obtient ainsi, pourun couple donné de points  ct y, les points

(1) Bty Bon—sy y En—ip,

qui décrivent, lorsque u et v varient, des surfaces que nous désignons

par
(2) (&1,n—1), (E":ll—")a < v (B

Prenons deux surfaces successives (Ep_1,n_p-1), (Epu—p) de cette
suite (2) ot soient £, 4,4 py1s Sp,n_p les points correspondant aux
mémes valeurs de u et ¢. Le premier point est défin1 par I'intersection
des variélés osculatrices Q,_, (z) et Q,_,, (3°), le second par , ()
et Qu_pyi (y).

Considérons surla surface (£p_y,n—p+1 ) la courbe ¢ = const. Comme
elle est manifestement une dérivée ponctuelle d’ordre p — 1 de (),
sa tangente en £p_y ,_pyy estsituée dans ,(x). Comme d’autre part,
¢ ne varie pas, la courbe ¢ = const. décrite par £, | ,_p_y sur
(Ep—1,n—p41) €st entiérement contenue dans 2,_,,,()); par consé-
quent la tangente en g,,_, JH—P+d a v — const. Y est contenue aussi. Celte
tangente est donc la droite commune aux varietés Q,(x) el 2, _pys(¥).

On peut raisonner de la méme maniére pour prouver que la tan-
gente en Z, , _p & la courbe u = const. décrite sur la surface (£p,,_p)
est déterminée par les mémes varietés osculatrices Q, (z) et 2, ,., (y).
Il en résulte que cette droite, tangente en £, _; 4,4 & ¢ = const et
enfp n_p & u = const., est celle qui réunit les deux points considérés.

On en conclut que le systéme des droites ¢p_y u—piy Zp,n_p dépen-
dant de deux paramétres se décompose en deux familles de dévelop-
pables % = const., ¢ = const. Nous dirons que ce systéme est une
congruence de droutes.

D’autre part, les courbes «=const., ¢ = const. jouissent sur
chaque surface de la suite (2) de la propriété suivante : Les tangentes
aux courbes v = const. (ou u= const.) aux points oi ces courbes
coupent une méme courbe u =const. (ou v = const.) forment une
développabledont Uaréte de rebrousement est une courbe u = const.
(ou ¢ =cunst.) tracée sur la surface voisine dans la suite (2) a
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droite (ou @ gauche). Nous dirons que ces courbes forment .sur
chaque surface de la suite un réseau.

On voit de quelle maniére sont liées entre elles les tangentes aux
courbes u = const. et ¢ = const. des réseaux successifs. On dit qu’ils
forment une suite de Laplace terminée anx courbes () et (). Pour
plus de détails voir [36).

66. On peut aller plus loin et considérer le plan déterminé par
trois points successifs de la suite (1) : Ep_1,n piyts Ep,npy Cpttyn—p—i-
Supposons d’abord ¢ =const. Alors chacun des points considérés
décrit sur la surface respective unc courbe, dont, en vertu du para-
graphe, 65 la deuxiéme est une dérivée ponctuelle du premier ordre
de la premiére et la troisiéme unc dérivée du second ordre de la
méme courbe. Cela prouve que le plan des trois points est osculateur
enfp_i,n p-1 & la courbe ¢ = const. décrite par ce point. 11 est en
méme temps osculateur & la courbe u= const. décrite par le point
Ep+1,n—p—1- Enfin, le méme plan est simplement tangent aux courbes
u = const., v = const. décrites parZ, ,_p.

Or, le plan considéré est, manifestement, commun aux variétés
osculatrices 2, () et ,_,,,()) aux courbes (z) et () en z et ).
La conliguration & deux dimensions déterminée par ces plans, lorsque
w et ¢ varient, est en réalité une propriété intéressante de la suite de
Laplace que nous avons définie au paragraphe 65.

Il en est de méme des autres configurations de la premiére sorte,
Ainsi, si 'on prend les quatre points successifs

r r r
Ep—l,n—p+1a SPan—ps  Sp+l,n=p—1y  Sp4o,n—p+o

de la suite, ils définissent une variété linéaire L a trois dimensions,
qui est Qs enf,_; ,_pi, contient le 2, en Epp—petle Qi enEp o py
aux courbes v = const. décrites par ces trois points sur les surfaces
respeclives, en méme temps il est Q; en Zp+2,n_p 2, contient le Q, en
Sp+1,n—p—r €L1e Q, en £, 4 p aux courbes u = const. décrites par ces
derniers trois points.

On peut continuer de la méme maniére pour formuler les propriétés
des autres configurations de la premiére sorte.

67. Configuration de la deuxiéme sorte. — Considérons tout
d’abord le L, ou la droite déterminée par les points z et y. Elle
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engendre, loisque u et ¢ varient, une congruence, dont les dévelop-
pables sont des cones ayant pour base la courbe (z) ou la courbe (3°)
et pour sommets les points y (ou z).

Si l'on coupe la droite z)- par un L,_, fixe, on obtieat un point £
qui décrit, dans cette variété linéaire, une surface (£). Pour v = const.,
ce point décrit sur la surface une courbe, qui est la projection de (x)
a partir de y sur le L,_, donné; de méme, la courbe u — const.
décrite par £ est la projection de ()) a parur de z sur la méme
variélé linéaire donnée.

Soient ¢ etn les points ou les tangentes zz' et 3y’ aux courbes (x)
et (y) coupent le L,_, fixe choisi, ils décrivent, lorsque u et ¢ varient,
respectivement des courbes (£) et (7).

Cela éant, 1l est évident que la tangentc en? a la courbe ¢ = const.
passe par ¢ ¢l que la tangente a la courbe u = const. passe par 4. On
en conclut que le, point ¢ décrit un réseau, dont les courbes
sont « = const. et ¢y — consl.

68. Prenons maintenant le L, ou le plan déterminé par la tan-
geate en z a la courbe (z) et par le point quelconque y de (y). 1l
engendre, s1 u et ¢ varient, une configuration a deux dimensions de
la deuxiéme sorte que nous allons étuder.

Pour v = const. y est fixe et z décrit la courbe donnée (x), donc le
plan zx’y enveloppe le cone ayant () pour basc et y pour sommet.

Pour u = const. c’est z et par conséquent la tangente xz' qui sont
fixes el ) qui est variable et décrit la courbe (7). Le planzz'y tourne
aulour de latangente zz' en s’appuyant sur la courbe (). 1l engendre
une figurc géométrique, qui généralise le cone, dans laquelle ladroite
zz' est en quelque sortele sommet et la courbe () la basc.

On a une configuration analogue a la précédente en prenant le plan
déterminé par la tangente 3 )’ a () et par le point .z, lorsque uet ¢
varient.

Cependant on obtient une configuration plus intéressanle en cou-
pant les deux plans précédents xz'y ety )z, variables avec w et ¢,
par un L,_, fixe. On retrouve les points &, n et { du paragraphe
précédent.

La configuration des plans z2'y détermine surleL,_, considéré la
,congruence engendrée par la droite £¢, celle des plans 3;)”z détermine
sur le méme L, la congruence des droites n{¢.
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69. On peut aller plus loin et considérer les L; suivants : 1° eelui
¢ub contient le , () en x et le point arbitraire y de la courbe (y);
2° celui que la tangente en z a (z) et la tangente en y a(y); 3° celui
qui contient le point arbitraire z de (2) et le ,(y) en y de (y).
Lorsque u et ¢ varient, ces Ly forment aussi des configurations a
deux dimensions de la deuxiéme sorte.

On obtient une configuration plus 1atéressanie en coupant les L,
précédents par un L, , fixe.

Le ,(z) en z détermine sur ce L, » un point ¢, le L, défini par
xz' ety détermine un autre point ¢, 4, celui défini par xet 3’ le
point oy, enfin Q, (y) le point 7.

Il est évident que £ et n décrivent des courbes (2) ¢t (n), tandis
que , q et Lo,y des surfaces sur lesquelles les courbes u = const. ct
¢ = const. lracent des réseaux. On a ainsi une suite de Laplace, com-
posée de deux réseaux et terminée a deux courbes.

Dans le cas général, on trouve aussi une suite de Laplace, compesée
de plusieurs réseaux et terminée 2 deux courbes. Il faut cependant
remarquer qu’il y a une différence fondamentale entre la maniére dont
la sorte cst terminée dans le cas des configurations de la premiére
série et celles de la seconde sorte.

Nous nous bornons a cesindications, en attirant'attention des kec-
teurs sur les travaux de M. E. Bompiani et surtout sur [3], [4], 3],
[6]}, de méme que sur [36], qui conlient une théorie générale des
réseaux, des congruences et des suites de Laplace.
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