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INTRODUCTION 

A LA 

GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE PROJECTIVE 

DES COURBES 

Par M. G. TZITZÈICA, 

Membre de l'Académie îoumame, 
Professeur à l'Uni veisité de Bucaiest, 

PRÉFACE. 

Malgré la différence du but et des méthodes, la brochure que je 
prends la permission de soumettre au jugement des géomètres et 
celle du très regretté G. Guichard, rédigée par M. R. Jacques et parue 
dernièrement dans celte Collection, ont de^ analogies manifestes. 

C'est d'abord le même fil simple et uni, qui, en partant d'éléments 
intuitifs, aboutit a des résultats géométriques intéressants. C'est aussi 
la simplicité relative des calculs, qui traduisent, presque toujours, des 
relations géométriques et qu'on peut suivre, pour ainsi dire, visuelle
ment. 

Dans la géométrie différentielle projective des courbes on travaille 
actuellement à édifier une métrique projective. On a déjà obtenu, 
pour les courbes planes et de l'espace à trois dimensions, de beaux 
résultats. Je crois que pour les approfondir et aller plus loin il faut 
d'abord étudier de près les propriétés différentielles immédiates, celles 
qui sont intuitives, surtout pour ceux qui entrent pour la première 
fois dans ce domaine des sciences mathématiques. 

C'est dans ce but que j 'ai écrit cette Introduction à la géométrie 
différentielle projective des courbes, qui comprend, en partie, les 
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2 G. TZITZÉICA. 

leçons que j 'ai eu l'honneur de faire à la Sorbonne en janvier 1926, 
c'est pour le même motif que je suis entré quelquefois dans certains 
détails. 

INTRODUCTION. 

I. — DÉFINITIONS. 

1. Espace euclidien à 11 dimensions. — Un système de valeurs 
finies, données à n variables X* (i= 1,2, . . . , /1) réelles ou com
plexes, définit un point X. L'ensemble de tous les points constitue 
l'espace euclidien ou, encore mieux, cartésien à n dimensions. Cet 
ensemble n'est pas borné et il est ouvert. 

Les coordonnées X, pouvant prendre aussi des valeurs complexes, 
on pourrait considérer l'espace comme ayant £n dimensions; c'est 
une question de convention. 

2. Espace de Desargues. — Posons 

c 
X , = - ^ - (i' = i, 2, . , n). 

Nous dirons que les quantités 5 , ( / = 1 , 2 , . . ., /1 + 1 ), finies et pas 
toutes nulles, sont les coordonnées homogènes du point X = £. On 
peut multiplier ces coordonnées par un même facteur, fini et différent 
de zéro, sans que le point change. Les points pour lesquels on a 

?n+l = O 

seront dits des points à l'infini. Ces points, ajoutés à l'espace carté
sien, donnent un ensemble fermé que l'on peut appeler Vespace de 
Desargues. 

3. Espace projectif. — Posons 

k = n 

^ = 2 J « / | E A ( / = 1 , 2 , . M fl-HI), ( 

/ C = l 

le déterminant des formes linéaires en£ étant diflérent de zéro. Nous 
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dirons que les xt sont des coordonnées projectives du point x = £. 
Le système des coordonnées piojectives dépend du choix des coeffi
cients a,^. Ces coordonnées sont finies et pas toutes nulles et elles 
sont définies a un facteur près. Gomme les points à l'infini ne se 
distinguent plus des autres points, nous dirons que les points x cons
tituent un espace proiectif w n dimensions. 

On peut considérer la transformation linéaire 

k 

à déterminant différent de zéro, sous deux aspects différents : comme 
un changement du système de coordonnées projectives (le point 
restant le même), ou comme une transformation ponctuelle de l'espace 
projectif en lui-même, qui fait correspondie à tout pointa? de l'espace 
projectif un point x] du même espace (le système de coordonnées 
restant le même). Sous ce dernier aspect on a ce qu'on appelle une 
transformation projective. Tl est clair que ces transformations 
forment un groupe. 

Toute propriété d'une figure de l'espace projectif, invariable à la 
suite d'une transformation projective quelconque, sera dite propriété 
projective de la figure. 

4. Espace fonctionnel projectif. — Soit x(a) une fonction de a, 
uniforme, continue et bornée dans l'intervalle o < a < i et non identi
quement nulle. Nous dirons que les valeurs de cette fonction déter
minent un poiLt x, chaque valeur de x (a) jouant le rôle d'une 
coordonnée du point. On suppose encore qu'en multipliant x (a) 
par un facteur indépendant de a, fini et ^é o, on ne change pas le 
point. L'ensemble des points x ainsi définis constitue un espace 
fonctionnel projectif. 

II. — VARlÉrbS LIMLAIRES. 

5. Variétés linéaires ponctuelles. — Tout d'abord nous considére
rons un point de l'espace projectif comme une variété linéaire ponc
tuelle sans dimensions et nous le désignerons par L0. 

Etant donnés deux points x' et x", considérons l'ensemble des 
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points x, définis par 

ar,-= X ' ^ H - X " ^ ' ; ( i = i, 25 . . . , » H - J ) 

ou encore, par 
x = X V + X'V, 

X' et X" étant des paramètres finis et pas nuls tous les deux. La figure 
formée par l'ensemble de ces points, lorsque X' et X" varient, est une 
droite, une variété linéaire ponctuelle à une seule dimension ou briè
vement un L,. 

A l'aide de trois points on définit un plan ou un L2 et, en général, 
à l'aide des p points x', x", . . ., X<P>, on définit par 

x = Vx'-\- X ' V - H . . .-h }JP)X(P) 

une variété linéaire ponctuelle à p — i dimensions, un hp_h. Pour 
p = n on a un L^«, et pour /) = n + i le point j? peut prendre 
toute position de l'espace ambiant à n dimensions. On peut donc dire 
que ce dernier espace est, lui aussi, une \anété linéaire ponctuelle 
à n dimensions, un L„. Cependant, pour des motifs qu'on verra dans 
la suite, nous préférons faire une distinction essentielle entre l'espace 
ambiant E„ elles variétés linéaires ponctuelles L, ( / = o , i, „ . , n - i ) 
qui y sont contenues 

Remarquons enfin que les quantités Vl) (1=1,2, . . . , / ? ) sont les 
coordonnées projectives du point x dans la variété linéaire Lp^ 
définie par les points x', x\ . . . , X<P> et qu'elles subissent une trans
formation linéaire si Ton remplace ces points par d'autres p points 
de la variété. 

6. Variétés linéaires planaires ou tangentielles. — Considérons 
tout d'abord l'équation 

«1 &i H- at x* -4-. . . -+- an+i xn+i = o 
OU 

où les coefficients at sont finis et pas tous nuls. L'ensemble des 
points x qui satisfont à cette équation forment une configuration 
linéaire dune nouvelle sorte, que j'appelle une vaiieté linéaire pla
naire ou tangentielle et qui, à ce point de vue, peut être regardée 
sans dimensions et que je noierai parL'0. On peut regarder les coeffi-
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cients at (i = ï, 2, . . ., n -f- 1 ), que Ton peut multiplier par un même 
faeteur fini et ^ o sans changer la variété, comme les coordonnées 
du L'0 correspondant. 11 est manifeste qu'on peut faire correspondre 
à toutL'0 de coordonnées at le L0, c'est-à-dire le point de mêmes 
coordonnées. Cette correspondance est une dualité. 

Si a', ci' sont deux L'0 différents, l'ensemble des L'0 définis paï* 

a l = X X + X X ( « = i , ? , , /1 + 1) 

est une nouvelle variété linéaire planaire, à une seule dimension, 
un h\, qui correspond par dualité à une droite ou à un L1 et contient 
les points communs à a! et a". 

On peut continuer et définir ainsi n espèces de variétés linéaires 
planaires 

L^ (i = 0, 1, 2, . . , n — 1 ) 

Il n'existe pas de Lïn. A tout L', il correspond, par dualité, un L,. 

7. Identité des variétés linéaires ponctuelles et planaires. — Il est 
évident que toutL^_, est un L0, c'est-à dire un point. D'une manière 
générale soit le L'y,_, défini par 

2,a'x = o, 2ia"x=0i ••< 7 xaWx = 0, 

et soient #', x", . . ., 2(/^~^"H, n — p + 1 points linéairement indé
pendants de ce L^_,, c'est-à-dire n'appartenant pas tous à un L't avec 
î<Cp — 1. Il est facile de voir qu'un point quelconque x de ce L ' ^ 
est donné par 

X= XV-f-X'V-f- . -+-\(n-p+l)œ(n-p+l)^ 

ce qui prouve que le L' considéré est identique à un L^-^. La 
réciproque est vraie. 

11 n'y a donc qu'une seule espèce de variétés linéaires contenues 
dans un espace projectif à n dimensions. 

8. Variétés linéaires dans un espace fonctionnel projectif. — 
Comme dans un espace projectif habituel, un point sera une variété 
linéaire ponctuelle sans dimensions, un L0. 

Si xK et x2 sont deux points de l'espace fonctionnel, l'ensemble des 
points x déterminés par 

X(QL) = Xi # i ( a ) -+- X, a?2(pt) ( o ^ a ^ 0 
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définit une droite fonctionnelle ou un L, . On obtient de cette 
manière un ensemble dénombrable d'espèces de variétés linéaires 
ponctuelles dans l'espace fonctionnel projectif, à savoir des L0, des 
i j j , . . . , d e s 1-jjoj . • » • 

Considérons actuellement l'équation 

a ( a ) X(OL) dot. = o, 

où a (a) est une fonction continue et bornée dans l'intervalle o<a<^ t 
et non identiquementnulle. L'ensemble des points #qu i vérifientcette_ 
équation intégrale forme une variété linéaire d'une autre sorte, une 
variété planaire ou tangentielle sans dimensions ou un L'0, ayant pour 
coordonnées, à un facteur numérique près, les valeurs de a(<x) dans 
l'intervalle considéré. A tout L'0 correspond, par dualité, le L0 ayant 
les mêmes coordonnées. 

Si l'on prend deuxL'0 différents a, et a2 et les L'0 

a = Xj #i-f- Aia*, 

on définira un L',. Ce L, est formé par l'ensemble des points qui 
vérifient le système 

J' « i ( a ) X(OL) CÎOL = o, 
0 

I a, ( a ) j ? ( a ) t f a = O, 

et ainsi de suite. On a donc des variétés planaires L0 , L',, L'2, . . . , 
L^,, . . . , qui correspondent par dualité à des variétés ponctuelles. 
Cependant dans l'espace fonctionnel projectif, il n'y a pas identité 
entre les deux sortes de variétés linéaires. On ne peut pas définir 
un L', à l'aide d'un nombre fini de points fonctionnels. 

11 se pose alors naturellement le problème de définir ponctuelle
ment un L'f, c'est-à-dire d'intégrer le système d'équations intégrales 
correspondant. Prenons d'abord le L0 déterminé par 

{i) / a (a) x(cn)doL = o. 

Remarquons que toute droite fonctionnelle ou tout Li est contenu 
ou coupe la variété (i) en un point. Soient x0 un point extérieur fixe 
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et y un point extérieur arbitraire. Le point x, où la droite x^ y coupe 
le L0 donné, est un point arbitraire de cette variété, car x étant 
choisi, on n'a qu'à prendre y sur la droite x0x. Le point x est défini par 

dx X(OL) = X0(QL) I a(x)j{x)(h—y(OL) f a{JL)x0(x) 
• '0 * • ' o 

ou, pour abréger l'écriture, 

x = #0 / aydx—yf axdx. 

Cependant, cette solution ne donne pas une représentation propre 
de la variété (1), car tout point x de (i) est obtenu d'une infinité de 
manières, en faisant varier y sur la droite x0 x. On peut obtenir une, 
représentation propre en prenant y (a) de manière qu'elle s'annule 
pour une valeur particulière <70 de l'intervalle o, i, où x0 (a) ne s'an
nule pas. 

En général, on peut définir un point variable x d'un L'^, à l'aide 
d'un hp passant par p points fixes # , , #2 î • • •? xp et par un point 
variable y. On a ainsi pour l'intégrale du système 

Jf ciiX dx = o, I a,x doL = o, , / apx da = o, 

l'expression 

Xi x2 

J' ax Xi du. I «i x+ dix 
0] •M) 

Jf apX^doi I cipX+dx 
0 » -o 

/ «i xp doL I ai y dv. 

Jf ap Xp don j ap y do. 
0 «A» 

III. — VARIÉTÉS QIADRATIQLES. 

9. Une équation de la forme 

définit une variété quadratique à n — i dimensions de l'espace pro
jectif E„. 
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A l'aide d'un changement de coordonnées on peut réduire cette 
équation à la forme 

y f l , ^ = o (1 = 1,2, . . , / Ï + I ) . 
i 

Si tous les coefficients a, sont ^ o, nous dirons que la variété est 
ordinaire, autrement qu'elle est singulière. Nous ne considérerons, 
en général, que des variétés quadratiques ordinaires et dans ce cas 
nous écrirons son équation sous la forme 

« + i 

2 xf — O 

1 

Il est manifeste que toute droite coupe la variété en deux points 
distincts ou confondus (dans ce dernier cas la droite est tangente 
à la variété) ou bien elle est tracée sur la variété. 

Étant donnés deux points x\ x\ nous dirons qu'ils sont conjugués 
par rapport à la variété quadratique 

si l'on a 

On peut considérer aussi des variétés quadratiques dans un espace 
fonctionnel projectif, définies par des équations de la forme 

s. i 

a (a) x"((x.) du = o, 
o 

que Ton peut intégrer aisément à l'aide d'un point fixe pris sur la 
variété et d'un point variable de l'espace fonctionnel. 

10. Comme les coordonnées pluckeriennes d'une droite de l'espace 
projectif à trois dimensions satisfont à l'équation quadratique 

Pl*Pu-+- Pl2Pï->-+-PlnP->-i = O, 

les droites de cet espace ont pour images les points d'une variéfié 
quadratique à quatre dimensions d'un espace projectif E5. L'étude des 



INTRODUCTION A LA GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE PROJECTIVE DES COURBES. 9 

complexes, des congruences et des séries de droites d'un E3 devient, 
à l'aide de leur image de E5, intuitive. 

CHAPITRE I. 

I. — COURBE RÉELLE 

11. Une courbe réelle peut être définie soit en partant delà théorie 
des. ensembles (Cantor), soit en partant de la théorie des fonctions de 
variable réelle (Jordan). Dans les deux cas il est essentiel, pour la 
géométrie différentielle, que l'on n'envisage pas la courbe dans sa 
totalité, mais de la considérer comme une succession de points qui se 
suivent dans un ordre déterminé. Pour bien se rendre compte de 
cette idéee, on n'a qu'a prendre une épicycloide pour laquelle le 
rapport des rayons des deux cercles (fixe et mobile) soit irrationnel 

La totalité des points de la courbe couvre une couronne circulaire, 
dans ce sens que tout point de la couronne est un point limite de 
l'ensemble formé par les points de la courbe. Dans cet ensemble on 
ne voit plus la courbe, dont les arcs successifs sont cependant intuitifs. 

12. Il est donc naturel d'envisager tout d'abord, dans un espace 
projectif En, une suite des points 

M„ M,, , M„, 

ayant un seul point limite M. Dans ce cas, si les droites MlVfj, 
MM2, . . . , MM,i ont une droite limite MT, nous dirons que la suc
cession admet en M une tangente ou un L, osculateur Dans certains 
cas la droite M^M^ tend aussi vers MT, lorsque M/4 et Mp tendent 
indépendamment vers M (voir pour toute cette partie les travaux de 
Hjelmslev [19], [20], [21], [22]). 

La suite ayant une tangente MT en M, considérons le L2 variable 
passant par MT et par le point variable Mt de la suite. Si ce L2 

variable admet un L2 limite, on dira que c'est le L2 oscillateur à la 
succession en M; il peut être aussi, dans certains cas, la limite du L2 

variable, défini par les points variables M,, My, M# de la succession, 
lorsque ceux-ci tendent d'une manière arbitraire vers M. 
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On pourra avoir .ainsi, au point limite M de la succession, des 
variétés linéaires osculatrices de différentes dimensions jusqu'à n — i 
inclusivement. Nous considérerons aussi le point M lui-même comme 
une variété linéaire osculatrice sans dimensions. Nous désignerons les 
variétés osculatrices ainsi définies par 

Q0, û i , û , , . . , Q ^ . 

13. Considérons actuellement la figure duale, c'est à-dire une suite 

de L'0 ou de Lw , de l'espace E„ ayant un seul L0 limite P. Nous 
dirons que P est un L'0 osculateur de la suite, sans dimensions et 
nous le désignerons par îï0. Ce L'0 détermine avec P t un L'_ variable, 
que nous supposons tendre vers une limite lorsque P, tend vers P. 
On a alors, dans P, un L, ou L„_2 osculateur, qui, dans certains 
cas, est aussi la limite du L', déterminé par P, et P*, lorsque 
ces L0 tendent vers P. On a ainsi un Q, osculateur. En continuant 
on a les variétés planaires osculatrices 

Û'U, Û ' I , Q'>< Q ; , - , . 

\\. Courbe continue définie ponctuellement. — Supposons que 
dans l'espace projectif E#l les coordonnées projectives xt (i = 1, 2, . . . , 
/ i - M ) du point x soient des fonctions, uniformes et continues du 
paramètre t pour a<t^b. Nous dirons que le point x décrit un arc 
continu ponctuel AB. 

Dans le cas où les xt sont proportionnelles à des constantes ah 

xl—p(J)al ( 1 = 1 , 2 , . . . , / 1 4 - 1 ) , 

l'arc se réduit à un point. 
Dans le cas général, considérons une valeur à de t, intérieure à 

l'intervalle ab. 
On aura un point C de l'arc AB la séparant en deux parties AC et 

CB. Prenons sur l'arc antérieur AC une suite de points ayant pour 
seul point limite C. On pourra avoir en C, pour cette suite, des 
variétés ponctuelles osculatrices &0, £2,, . . . , Œw_,. Si ces variétés 
restent les mêmes, lorsqu'on change la suite ayant pour limite C, nous 
dirons que l'arc AC admet en C des variétés osculatrices. On pourra 
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définir de la même manière des variétés osculatrices en G à l'arc CB. 
Si ces dernières variétés sont les mêmes que les précédentes, nous 
dirons que l'arc AB admet en C des variétés osculatrices. 

Nous supposerons que l'arc AB admet en chaque point des variétés 
linéaires osculatrices et il est clair ce que l'on entend par l'existence 
de ces variétés en A et B. 

15. Courbe continue définie tangentiellement. — Supposons que 
dans E/j les coordonnées u, (i = i, 2, , . . , /1-4-1) d'un L0 soient des 
fonctions uniformes et continues d'un paramètre t dans l'intervalle ab. 
Nous dirons que ce L'0, variable avec t, décrit un arc tangentiel 
continu A'B' ou bien engendre une portion continue de développable. 
Un arc tangentiel correspond par dualité à un arc ponctuel. 

Dans le cas où 
ul=p(t)al (1 = 1 , 2 , . . , A ? 4 - I ) , 

l'arc tangentiel se réduit à un seul L0. 
Dans le cas général, prenons une valeur c de t dans ab. On aura 

un L0 de l'arc tangentiel A'B' qui partagera cet arc en deux parties 
A'C' et G'B'. On pourra définir alors, comme plus haut, des variétés 
tangentielles Q'0, Q\, . . ., Q)t_, à Tare A ' C et d'autres à l'arc C'B' en 
G'. Si ces variétés coïncident respecivement, l'arc tangentiel A'B' 
admettra, en O , des variétés osculatrices tangentielles. Je suppose 
qu'il en admet en chaque point, extrémités comprises. Les Q',^ qui 
sont des points forment alors un arc ponctuel admettant les mêmes 
variétés osculatrices que l'arc tangentiel. 

De sorte que tout arc tangentiel admettant en chaque point des 
variétés osculatrices Si'0, Q'n . . ., Q^j conduit à un arc ponctuel et 
réciproquement. 

16. Dans les considérations précédentes le paramètre t joue un rôle 
auxiliaire. 

On peut lui appliquer une transformation uniforme, continue et 
monotone sans que le caractère de l'arc continu change. 

D'autres transformations peuvent introduire des singularités para
métriques qui n'appartiennent pas à l'arc géométrique. 

11 serait intéressant de trouver pour une courbe continue un para
mètre intrinsèque, naturel ou canonique, ayant le caractère projec-
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tif, analogue à celui, de caractère métrique, donné par Fréchet [11]. 
Il convient de mentionner un autre résultat du même auteur (Fré

chet, [10]) suivant lequel toute courbe continue est la limite d'une 
suite tirée d'un ensemble dénombrable de courbes unicursales de E„. 

17. L'étude des différentes singularités que peuvent présenter les 
arcs continus, de même que les propriétés intéressantes des arcs 
continus finis, n'appartiennent pas à la géométrie différentielle pro
prement dite (voir les travaux déjà mentionnés de Hjelmslev, ceux de 
A. Rosenthal [31], ceux de Juel surtout dans l'exposition suggestive 
donnée par Montel [30], où Ion trouvera une bibliographie étendue 
pour ce genre de recherches). 

II — COURRE ANALYTIQUE. 

18. Supposons que dans Ea les coordonnées projectives 

#,(« ==i, 2, . ., n 4 - i ) 

du point variable x soient des fonctions analytiques d'un para
mètre t, holomorphes dans un même cercle de centre t = o. 

On peut toujours par un changement de coordonnées prendre 

j?! = *'"t 4 - « j ! t'"i+v 4 - a 1 2 *'"i+' - H . , 

Xn = ^ + ^ , ^ ^ + ^ , , ^ ^ + 

xn = tmn 4 - ani tm»+i -h a,nt
mn+"4-. 

#«4-1 — I , 

les nij(i = i, 2, . . . , n) étant des entiers pour lesquels on a 

/ ?* !> m2>.. > / ? i H ^ i , 

les coefficients atk étant réels. Lorsque t varie dans le même -siens fe 
longde la portion de Taxe réel intérieur au cercle commun de conver
gence, nous dirons que le point x décrit un arc analy tique compre-* 
nant le point O r a f \ (o, o, . . . , o, i ) . 

Lorsque t varie dans tout le cercle de convergence^ on a au fond 
une variété à deux dimensions, que Ton peut considérer, dans le 
domaine complexe, comme une courbe à une seule dimension. 
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19. Considérons la droite 0 / } + i x qui joint le point fixe 0„+i Çt le 
point variable x de la courbe. On voit aisément que le point 

tmi 4- tf 11 t'»^ 4- «i3 t'
n^ 4-. . . , 

tm* 4- an J" 1*-» J 4- «•• f"1"-̂  4-. . , 

tm* 4- a„ ! ^ - + 1 4- a** f"1»4-' 4 - . . ., 

o 

oii bien 
tmr-™n _{_ a j l ^-+-//2,,4-1 H- . . . ? 

• ? 

l4 -a ; i I f 4-a„*^4-. . . , 

o 

appartient à cette droite. Il en résulte que lorsque t tend vers zérQ 
d'une manière arbitraire, la droite On+{x a pour limite 0 „ + , 0 „ , où 
0,4(o, o, . . . , i , o ) est déterminé. L'arc analytique a donc une 
tangente, 0 „ + , 0 „ , en 0 „ + I . 

On trouve de la même manière que le planO„+, Onx tend, pour 
f = o, vers le plan 0,,+,0, , 0„„ , (O, ajant toutes les coordonnées 
nulles sauf x,= î), qui est le plan osculateur en 0^+, de l'arc. 

En général, le Lp variable, déterminé par 0,,+*, 0 „ , 0 „ _ , , . . . , 
0„_p+2 et le point variable x de l'arc, tend, pour t = o, vers le hp oscu
lateur en 0,, + ,, défini par les points 0,,+,, 0 „ , Ow_,, . . ., 0 , ,^+2, 
O„_j0+i. 

Finalement, les points 0,,+,, 0„ , 0 „ _ , , . . . , 0 « déterminent le 
L„_, osculateur au même point 0„+, de l'arc. 

20. Considérons un L„_, quelconque de l'espace E„ passant par 
le point 0„+, de l'arc analytique précédent, mais ne contenant pas la 
tangente 0,,+,0,, , soit 

«1^1+ «s#2-+-.. . + 3 / ! ^ = o ( a ^ o ) , 

il coupe manifestement l'arc en m„ >> i points confondus en 0,,.+,. Si 
m „ > ] , 0„+, est un point singulier de la courbe analytique, dont 
l'arc considéré est une branche. 

Prenons maintenant un L,i_, passant par la tangente 0, t+, 0« , mais 
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ne contenant pas le plan osculateur 0„+, 0 „ 0 „ _ , , soit 

^Xi + » , ^ 2 + . .-+-xn_lxn-i= o ( a „ _ i ^ o ) , 

il coupe l'arc enm„_, >> mn points confondus en 0,,^.,. Si 

nous dirons que la tangente 0, ,+,0, , est ordinaire, si, au contraire, 
mn^x — w „ 2 > i , la tangente est singulière. On pourra continuer 
ainsi l'étude de la nature ordinaire ou singulière des différentes 
variétés osculatrices en 0„+, et l'on verra qu'elle est en relation 
étroite avec les entiers m,, m2, . . . , m,,. 

Tous les résultats précédents supposent que la représentation para
métrique de l'arc est prop?*e, c'est-à-dire qu'à chaque point de l'arc 
il correspond une seule valeur de t. Il est évident qu'une transforma
tion analytique réelle du paramètre, de la forme 

t = u 4- «i u" 4- az u* 4- . . . , 

ou les aL sont réels, ne change pas le caractère de la représentation de 
la courbe. 

11 est aisé de voir que les raisonnements précédents peuvent être 
appliqués tout le long de l'arc analytique, qui admet par conséquent, 
en chacun de ses points, des variétés osculatrices Œ0, Q,, . . ., Œ,i_4. 

Pour un E3 Study [34] a introduit les nombres caractéristiques 

ky= mz — i , kY= m*—/>*3 — i , kz=. mx—m*—i 

et il a montré les relations qu'il doit y avoir entre ces nombres pour 
que la courbe analytique soit située sur une quadrique générale. 
Ml!e Stahelin [33], [34] a complété ce résultat pour le cas d'un cône 
du second ordre. Il serait intéressant de généraliser ces résultats 
pour E,i. 

21 . Par dualité on obtient une portion d'une développable analy
tique ou un arc analytique tangentiel, défini à l'aide d'un L'0 ou Ln_i 
variable, dépendant analytiquement d'un paramètre t. En étudiant, 
comme plus haut, les variétés linéaires osculatrices, on retombera sur 
un arc analytique ponctuel. Ceci suppose qu'on a en chaque point de 
l'arc les n variétés-osculatrices variables avec t. 

Il est clair que dans le cas où l'arc est situé dans une variété linéaire 
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fixe L^ à. p dimensions de l'espace projectif En (n > / ? ) , il ne peut y 
avoir, en chacun de ses points, que les variétés osculatrices £20, 
i~lf., . . ., Qp-\. On pourrait alors simplifier la question et considérer 
ce L^ comme espace projectif ambiant de la courbe, cependant il 
sera utile quelquefois de garder E„ comme espace dans lequel la% 

courbe est plongée. 

CHAPITRE IL 

VARIÉTÉS LINÉAIRES OSCULATRICES. 

,22.. Daiis tout ce qui suit les coordonnées projectives 

xt(t) (i = i , 2 , . . . . . , / i_-Ki) 

d'un point x qui décrit une courbe sont ou des fonctions réelles du 
paramètre réel t, uniformes et continues et admettant des dérivées 
jusqu'à l'ordre n -f-1 au moins, ou bien des fonctions analytiques du 
paramètre complexe t, holomorphes dans un certain domaine commun. 

Nous ne ferons pas de distinction entre les deux cas et nous dési
gnerons sous le nom de courbe une courbe réelle satisfaisant aux con
ditions précédentes ou une courbe analytique. 

23. Cela étant posé, soit x un point quelconque de la courbe. Il est 
clair que le point x\ ayant pour coordonnées les dérivées x'i(i) de 
Xi(t), est, en général, distinct de x et situé sur la tangente en ce der
nier point de la courbe. Le point x' se confond avec x et ne déter
mine par conséquent plus la tangente en x, seulement lorsque celui-ci 
est un point singulier de la courbe. Si ce fait a lieu pour tous les 
points de la courbe, c'est-à-dire si l'on a 

x''4- a(t)x = o, 

en d'autres termes si les coordonnées x-L vérifient une même équatior 
différentielle, linéaire et homogène, du premier ordre, alors la courbe 
se réduit manifestement à un point fixe. 

Si les points x et xf sont distincts, alors la tangente xx! et le poin 
x\ ayant pour coordonnées les dérivées secondes de x-L(t), déter 
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minent le plan osculateur en x, sauf dans le cas où x" est situé sur la 
tangente xx\ qui est alors singulière. Si ce fait a lieu pour tous les 
points de la courbe, on a 

xn-\~ a,iX*-*r a*x £= o 

et la courbe est une ligne droite. 
D'une manière générale, les points x, x\ x", . . . , X{P\ ayant pour 

coordonnées les dérivées successives de x,(t), définissent le hp oscu
lateur Slp en x, sauf pour les points où X{P] est situé dans le L^. , oscu
lateur Çlp_{, qui est alors singulier. Si tous les points de la courbe 
jouissent de cette dernière propriété, on a 

a?^î-Ha1a?(/ ,-U4- -±- ap—ix'-h apx = o 

et la courbe est alors située dans un Lp„ f fixe. 
Dans le cas général, où la courbe de En n'appartient pas à un hpi 

p < /*> elle admet en chaque point des variétés linéaires osculatrices 
&0? û , , . . . , 0„_1? définies chacune, Q, par exemple, par les points 
distincts x, x\ x", . . ., x^lK D'ailleurs, les coordonnées xt(t) de x 
sont des solutions linéairement indépendantes d'une équation de la 
forme 

#(/14-1).+.̂ 1.2^)4- .4- anx'-\- an+1x = o. 

Cette équation définit la courbe à une transformation projective 
près et la courbe, ainsi que ses transformées projectives, ne change 
pas si l'on applique à l'équation précédente la transformation 

x = \(t)x, 

*=?(7 ) . 

Les propriétés projectives de la courbe sont les propriétés de 
l'équation différentielle linéaire, invariantes à la suite de la transfor
mation générale précédente. C'est le point de vue de Halphen [15] , 
[16], [17], [18], et de Wilczynski [39] pour trouver les propriétés 
différentielles projectives des courbes planes et des courbes gauches. 

21 . On peut étudier de la même manière la question duale. Etant 
donné un L'0 = L„_, variable M, dont les coordonnées u,(t) sont des 
fonctions de t, on a une développable ou un arc tangentiel admettant 
u comme L0 osculateur sans dimensions au point de vue tangentiel. 
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Si l'on prend u et le L], ayant pour coordonnées ut(t) et que nous 
notons par u', on obtient un L', = Ln-2 osculateur, sauf si u et u' sont 
confondus. Dans ce dernier cas le L'0 correspondant de la développable 
est singulier. Si tous les L'0 de l'arc tangentiel sont singuliers, celui-ei 
se réduit à un L'0 fixe. 

On peut continuer et considérer le L!, = L„_3 osculateur, défini 
par trois L'0 de l'arc infiniment voisins ou par t/, u' et u\ sauf dans le 
cas où u" contient le L', osculateur déterminé par u et u!. Alors L, 
est singulier. Si tous les L't de Tare tangentiel sont singuliers, ils sont 
tous confondus en un L', iWe, par lequel passent tous les L'0 oscilla
teurs de l'arc tangentiel, et ainsi de suite. 

23. Dans le cas où l'arc ponctuel est contenu dans E„, sans être 
tracé sur une variété linéaire à moins de n dimensions, il peut être 
aussi défini tangentiellement par ses L^EEEL,^ , osculateurs. Il con
duit donc à un arc tangentiel qui a les mêmes variétés linéaires oscu
latrices que l'arc ponctuel. Si 

^ { / H - J ) ^ aiX{n)_^ a«x(n-[)-\-. 4 - anx'-^ ali+ïx = o 

est l'équation différentielle vérifiée par les coordonnées xt(t) du 
pointa? de l'arc ponctuel, alors, en remarquant que pour le L„_j oscu
lateur « o n a 

N ux — o, Y M I ^ O , /t f/.y("-U = o 

cl que l'on peut poser 

2» xW 

il résulte que les coordonnées ut(t) de u satisfont à l'équation 

Ijf/i+l) _ ( « ! / « ) » 4 - ( a , u j n - l — . . -+- (— i)n ( a H M / 4 - (— i)»H-i dn+i U =, O, 

adjointe de la précédente. 
Dans ce cas nous serons souvent conduits à envisager tantôt l'arc 

ponctuel, tantôt l'arc tangentiel correspondant, c'est-à-dire que nous 
définirons la courbe ou par ses points Q0=&n_l ou bien par ces. 
L„_, = L'0 osculateurs « 0 = Œ„_,. 

26. Dans le cas où l'arc ponctuel, contenu dans E„, est tracé sur 

AUMJRIAL DES SC. M \Tlf . — N° 4 7 . 
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un Lp, où p <; rc, nous aurons des résultats différents que nous allons 
étudier. 

Prenons d'abord le cas p= o, c'est-à dire où l'arc est réduit à un 
seul point. Il n'admet ponctuellement qu'une seule variété oscula-lrice 
Q , ce point même, qu'on peut considérer défini par une équation 
différentielle de la forme 

( i ) a?'4- ax = o 

On peut adjoindre à cette équation la suivante : 

( ? ) ^ ) 4 - 0 ^ 1 ^ - 1 ) + . _+_ a , M u ' + oinu = o, 

dont nous prendrons n -\- i solutions u{(t), qui sont liées par consé
quent par une relation linéaire et homogène à coefficients constants. 
On peut supposer que cette relation exprime que le L0 u passe par 
le point défini par (i) . Ce L0 engendre un arc tangentiel qui admet 
des variétés osculatrices &0, Œ',, . . ., &)t_,, la dernière étant le point 
fixe, par lequel passent, d'ailleurs, toutes les autres. Cet arc tangen
tiel est la généralisation pour En d'un cône. 

Passons au cas général. L'arc ponctuel est défini par n -h i solu
tions de 

(3) xlP+i)-\-aix(P)-+-. 4- apx'-\- ap^x = o 

et il admet ponctuellement des variétés osculatrices &0, Q,, . . ., Qpj 

cette dernière étant fixe et contenant l'arc tout entier. 
Associons, d'une manière arbitraire, à l'équation (3) l'équation 

(4 ) uin-P)-h^alllin-p-i)-h.. 4- 0 ( , , - / , - 1 ^ + *n-Pu = o, 

dont nous prenons n + i solutions, qui sont donc liées par p-\-\ 
relations linéaires et homogènes. On pourra choisir celles-ci de 
manière qu'elles définissent le Lp = L ' , ,^ , qui contient l'arc ponc
tuel donné. Les solutions tt,(t) déterminent un arc tangentiel que 
nous associons ainsi à l'arc ponctuel. On a alors deux sortes de 
variétés osculatrices, celles de Tare ponctuel Œ0, û , , . . . , 0 / , , celui-ci 
étant fixe et puis celles de l'arc tangentiel associé £2'0, Q\9 . . . , 

Cette configuration, formée par l'association d'un arc ponctuel et 
d'un arc tangentiel, a l'avantage d'être transformée, par une dualité, 
en une figure de même espèce. 
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CHAPITRE III. 

I — COURBES DÉRIVÉES. 

27. Dérivées ponctuelles. — Étant donnée une courbe d'un espace 
projectif E„ à n dimensions, que nous supposons non contenue dans 
un Lp, p < /«, nous allons en déduire, de deux manières différentes, 
des courbes que nous appelons des courbes dérivées ou simplement 
des dérivées de la courbe donnée. 

Considérons tout d'abord la courbe comme un arc ponctuel décrit 
par le point x et prenons sur la tangente en x le point x!-+-lx de 
coordonnées 

x[(t) -h X xt(t) ( 1 = 1 , 2 , / Ï - H I ) , 

où x'((t) est la dérivée de xt(t) et X une fonction arbitraire de t. 
Lorsque x décrit l'arc donné, le point x 4- \x décrit un arc que nous 
appelons une dérivée ponctuelle du premier ordre ou une D, de la 
courbe donnée. 

Une dérivée du premier ordre d'une D, sera pour l'arc initial, que 
nous notons par D0 , une dérivée du second ordre ou une D 2 ; elle 
dépend manifestement de deux fonctions arbitraires et elle est décrite 
par le point 

x"-\- liX1'4- y^x. 

On définit ainsi une suite de dérivées 

Di, D*, . . . , Bn—i, 

dépendant respectivement de i, 2, . . ., n— 1 fonctions arbitraires. 
Ce sont les dérivées ponctuelles de la courbe donnée D0 . 

28. Etant donnée une D,. de la courbe D0 et en supposant 
r-{-s^n — 1, il est presque évident que ses Q0, &<, . . . , ¾ oscula* 
teurs sont situés respectivement dans les Qn &,.+,, . . ., Qr+s oscula
teurs correspondants de D0 , car un point p de D r est défini par 

J = i p ( ' ) + \iX^r— ̂ 4 - . . . 4 - \r-iX'-h XrX 
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et il est visible que le point y est situé dans le &/-+i> y" dans 
le Œ,.+2, . . .» y M dans le Qr+S de D0 en x. 

On a aussi la propriété suivante : La dérivée d'ordre s d*une 
dérivée d'ordre r de D0 est une dérivée d'ordre r-{-s<n — 1 de 
cette courbe, ce que l'on peut écrire sous la forme 

D,(D,) = D,+A. 

29. Dérivées tangentielles. — L'arc ponctuel D0 de E„ n'étant pas 
situé dans un hpi p <C n, on peut lui adjoindre un arc tangentiel D0 , 
engendré par les &0 = Q,,-\ (L'0 = L„_, osculateurs) de l'arc. 

Désignons par u ce Q0 de D0 , que l'on obtiendra aisément par des 
différentiations à partir du point x de l'arc ponctuel D0. 

Menons par le Q\ (L, osculateur) de D'u, défini par u et par le £2'0 

infiniment voisin, ou bien, ce qui est la même chose, par u et u', 
un L0 arbitraire w' + Àw, dépendant d'une fonction arbitraire X. 
Ce L0 engendre, lorsque t varie, un arc tangentiel que nous appelons 
une dérivée tangentielle du premier ordre ou une D', de Tare tan
gentiel donné D0 . 

Une dérivée tangentielle du premier ordre d'une Df sera dite une 
dérivée tangentielle du second ordre ou une D', de D0 et ainsi de 
suite. On aura la suite D, , D, , . . ., D^_, de dérivées tangentielles 
de D0 des différents ordres, dépendant respectivement de i, 2, . . . , 
n — Ï fonctions arbitraires. 

On a aussi pour ces dérivées la propriété : Etant donnée une D', 
de D0 , ses Û0, Q\, . . . , Q's contiennent les ff;, ffr+l, . . . , Q',+s> 
r -H s< n — 1, correspondants de D0 , de même que 

D ; ( D ; ) ^ D ; + , 

Toutes ces propriétés sont simples et découlent aisément des défi
nitions données, cependant ce sont des propriétés diflérentielles 
fondamentales des courbes d'un E;l. 

il. — COURBES AJNTI DÉRIVÉES. 

30. Antidérivées ponctuelles. — Etant donné un arc ponctueLA0 

de l'espace projectif E„, qui n'est pas tracé sur un Lp, p < /i, il s'agit 
de trouver un autre arc Ar, qui ne soit pas contenu dans une variété 
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linéaire à moins de n dimensions et qui ait l'arc donné A0 comme 
dérivée ponctuelle d'ordre r. Nous dirons que A rest une antidèrivèe 
ponctuelle d'ordre r de A0. 

Nous allons montrer que ce problème, qui à première vue paraîl 
exiger, pour sa solution, l'intégration d'équations différentielles, peut 
être résolu sans quadratures. 

À cet effet il faut se rendre compte des relations géométriques qui 
existent entre les courbes A<> et Ar, cette dernière pouvant être définie 
aussi tangentiellement. 

Par définition, le point générateur x de A0 est situé dans 
le ft, = &),_,_, au point correspondant^ de A,, la tangente en x à A0 

est contenue dans le 0,+, = ^ , ^ en y à Ar et, en général, le <2S 

en x est situé dans le &r+J = £2^, , , . , en y de A,. 
On voit donc, en particulier, que si l'on prend s = n — r — r", 

le Qn-r~\ en x à A0 se trouve dans le &«__, en y, c'est-à-dire dans 
le û'0 qui engendre tangentiellement A,. 

Réciproquement, faisons passer, d'après une loi arbitraire, un L'0 

par chaque &n-r-i de l'arc A0 donné. Ce L'0, variable avec t, définit 
un arc tangentiel, dont l'arc ponctuel correspondant, c'est-à-dire 
ayant les mêmes variétés linéaires osculatrices, a évidemment l'arc 
donné A0 comme dérivée ponctuelle d'ordre / \ c'est donc une anti
dèrivèe Ar d'ordre r de cet arc. Or, l'opération géométrique que nous 
venons de faire, pour passer de A0 à ân est exactement la même que 
celle qui définit une dérivée tangentielle d'ordre r à partir de Tare 
tangentiel correspondant à A0. 

On a donc le résultat suivant : 

Toute antidèi ivèe ponctuelle Ar de l'arc ponctuel A0 est une 
dérivée tangentielle du même ordre D^ de l'arc tangentiel cor
respondant D'0. 

De là il résulte manifestement que toute antidèrivèe ponctuelle 
s'obtient sans quadratures. 

31. Par dualité on obtient un résultat analogue, que nous nous 
bornons à énoncer : Toute antidèrivèe tangentielle A) d'ordre r 
d'un arc tangentiel A'0 est une dérivée ponctuelle Br du même 
ordre de l'arc ponctuel qui correspond à A0, c'est-à-dire ayant 
les mêmes variétés osculatrices. 
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Remarque. — Revenons à l'antidérivée ponctuelle A, d'un arc 
ponctuel A0. Nous nous sommes restreint au cas général, où cet 
arc A0 n'est pas contenu dans un Lp, p < n. On peut envisager aussi 
les cas exclus, en tenant compte de la génération tangentielle que 
nous venons de donner à A, dans le cas général. 

Nous n'avons qu'à faire passer, selon une loi arbitraire, des L0 par 
les £2„_r_, de A0. Ces h'{) définissent tangentiellement une A, quel
conque de A0, ce qui n'est possible que si 

n — / — i^p — i, 

c'est-â-dire 
/ -±-p^.n. 

Avec cette condition restrictive la notion de antidèrivèe d'ordre 
de A0 a encore un sens et toute A, de cet arc s'obtient, comme dans 
le cas général, sans quadratures. 

CHAPITRE IV. 

COURBES FONCTIONNELLES. 

32. On peut définir une courbe fonctionnelle à l'aide d'une fonc
tion réelle et continue x(a, t) des variables oc et t et admettant des 
dérivées continues par rapport à t dans les intervalles o < a < i 
et a < £ < 6 . 

Pour chaque valeur de t on a un point fonctionnel de la courbe, 
qui est décrite par ce point lorsque t varie de a à b. D'une manière 
plus précise nous dirons que ce point décrit un arc ponctuel de 
l'espace fonctionnel. 

Si l'on considère, dans le même espace fonctionnel, le L'0 

s. i 

u (a , t) X(OL) don = o, 

variable avec t, on obtient un arc tangentiel ou une portion de 
développable fonctionnelle, qui correspond par dualité à un arc 
ponctuel. 
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33. Il est aisé de définir, pour chaque espèce d'arc fonctionnel, 
des variétés linéaires osculatrices. Cependant les arcs ponctuels n'ad
mettent que des variétés osculatrices ponctuelles 

û0, Qu Q-, . , P„ 

en général en nombre infini, sauf si l'arc est contenu dans un L^. Les 
arcs tangentiels n'admettent que des variétés osculatrices tangen
tielles 

Go> Û',, , P'„ 

Une dualité transforme un arc ponctuel et ses Q, en un arc tangen
tiel et ses Œj . 

On ne peut pas trouver, comme dans un E„, un arc ponctuel ayant 
les mêmes variétés osculatrices qu'un arc tangentiel donné. 

Les deux espèces d'arc sont, dans l'espace fonctionnel, nettement 
séparées. 

34. On peut définir, ici aussi, des dérivées ponctuelles 

D„ D,, D„ 

d'un arc ponctuel donné D0 et des dérivées tangentielles D) d'un arc 
tangentiel D'0. Les opérations analytiques sont les mêmes que dans 
un En . 

Il n'en est pas de même pour les antidérivées II n'y a pas, par 
exemple, identité entre une antidèrivèe ponctuelle Ar d'un arc ponc
tuel donné A0 et une dérivée tangentielle de ce même arc, parce que 
cette dérivée tangentielle n'existe pas dans l'espace fonctionnel. 

De sorte qu'une antidèrivèe quelconque Ar de A0 ne s'obtient plus 
sans quadratures, comme dans un Ew, mais on peut démontrer aisé
ment que le problème peut être résolu à l'aide de quadratures. 

En effet, soit # ( a , t) le point générateur de l'arc donné A0, y (a, t) 
celui de l'arc Ar, qu'il s'agit de déterminer. 

La relation géométrique entre les deux arcs peut être exprimée 
par l'équation 

jK(r)_+_aij(r-i)_i_a2j(/-2) + i _+_ at-tf'-h aty = \(t)x, 

où a,, aÀ, . . . , ar et X sont des fonctions arbitraires de t et 
yW(i = 1,2, . . ., r) les dérivées d e y ( a , t) par rapport à t. 
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On peut manifestement écrire l'équation précédente sous la forme 
plus commode 

ylr) yC-D . . . y' y 

yr yri) 

y'i J' 

: \1(J)X, 

o ù ^ i , y2, . . ., yr et |JL sont des fonctions arbitraires de t. On peut 
poser alors 

y = x-i^i 4- x2y2 -+- • • • -H h yr 

et appliquer la méthode des variations des constantes pour trouver, 
par des quadratures, les fonctions inconnues Xj(a, t). 

On peut trouver de la même manière, par des quadratures, les 
antiderivées tangentielles d'un arc tangentiel donné. 

CHAPITRE V. 

QUELQUES PROPRIÉTÉS DES ANTIDERIVÉES. 

35. Étant donnée une courbe (£) de E;„ décrite par le point £f on 
peut définir une de ses antiderivées ponctuelles du premier ordre (x) 
à l'aide de 

x[ 4 - axt = aÇj (¢ = 1 , 2 , . . . , / 1 4 - 1 ) 

OU 
«7*4- ax = a£, 

a et a étant des fonctions de t. Comme on peut multiplier les x par 
un facteur, on peut réduire l'équation précédente à 

x' = «g 

Gela étant, considérons deux antiderivées du premier ordre (x) 
et (y) de (£). On a 

•*'=«?, y= K 

On tire de ces relations 

ou bien 
$x'— CL y = O 
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qui prouve que le point 
Z = [Jar — ay, 

situé sur la droite xy, décrit une courbe (Z) tangente à cette droite'. 
La droite variable xy admet donc une enveloppe (Z) et celle-ci est 
évidemment une antidèrivèe du second ordre de (£). On a donc le 
résultat suivant : 

Deux antiderivées du premier ordre d'une courbe donnée 
déterminent une antidèrivèe du second ordre de la même courbe. 

36. Prenons maintenant trois antiderivées du premier ordre (x), 
(y) et (z) de (£), définies par 

a?'=aÇ, / = , 8 Ç , *' = vj . 

Nous supposerons que les points x, y, z ne sont pas en ligne 
droite et que le plan xyz ne passe pas par \. 

Nous savons que les droites yz, zx et xy restent tangentes à des 
courbes (X) , (Y) et (Z), décrites par les points 

X = ? z — Y7, ~X=^x — a s , Z = xy— $x, 

qui sont manifestement en ligne droite. 
Cette droite XYZ reste, elle aussi, tangente à une courbe (0), 

décrite par le point 
x a a 

y P P' 
» T r' 

Il est évident que la courbe (d) admet le plan xyz comme plan 
osculateur, c'est-à-dire dans En le plan xyz a une enveloppe (0), qui 
est une antidèrivèe ponctuelle du troisième ordre de (£). 

D'une manière générale, le L p _ f , défini par/? points qui décrivent 
des antiderivées du premier ordre de (£), a une enveloppe (w), qui 
est une antidèrivèe du plèmc ordre de (;). Le point a> qui décrit cette 
antidèrivèe (w) est défini par le déterminant 

to = | x a a' . . a(/>-2) |, 

dont nous avons écrit seulement la première ligne et qui est analogue 
au déterminant 0. 



26 G. TZITZÉICA. 

37. Revenons aux deux antiderivées (x) et (y) die'•'(£)' e tprenons 
sur \x, \y les points 

# = à?4-.XÇ, J = ^ 4 - > ' f . ' 
Comme on a 

5p f=(X ,4-.a)Ç4-XÇ /,. • J , = ( H L ' 4 - P ) T 1 4 - ^ ,
J 

les tangentes en x et y aux courbes (a?) et (y) se coupent si l'on a 

X ;4- a = pX, • pi'-4- p = pjx., . 

p étant une fonction arbitraire de t. 

Les courbes \x) et (y), pour lesquelles on a 

x'= Xf, 7 ' = JJ|,. 

avec 

sont donc des antiderivées premières- de la courbe (£/, dérivée pre
mière de (£). 

Remarquons maintenant que pour le point 

Z = px — Xy= ,[iar — X^, 

commun aux droites # 7 et xy, on a 

Z' = ( > ^ — X / ) ' = fx ' ^— X ' f ; 

c'est donc le point de contact de xy avec son enveloppe ( Z ) . La 

droite xy touche par conséquent son enveloppe au point où elle 

coupe xy. Naturellement (Z) est une antidèrivèe du second ordre 

.de. .(f) . . 

38. Considérons maintenant trois antiderivées de premier ordre-(a?), 
{y)èt'(z) de (£) et prenons sur £#, £y, ^ les points 

3p = a?4-'XÇ, . j p = ^ 4 - j i ç , 3 = *-4-vÇ. 

Les tangentes en a?, ^ , 5 aux courbes (#)? (JK)V(<S) sont concou
rantes, si l'on a 

X'4- a = pX, ji'4- P =.p|x, v v ' + T = p v ; 

p étant une fonction arbitraire de £, Alors les courbes.(a?), ( y ) , ( 3 ) 
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sont des antiderivées du premier ordre de la courbe (J){ décrite par 
le point 

car on a 

x'=\l y'= pç, 2'=vf. 

•La courbe (£) est visiblement une dérivée première de (£). 

Selon les propriétés précédentes, les points X, Y, Z, où les droites 

yz, zx, xy coupent les droites yz, zx, xy, décrivent des antiderivées 

du second ordre de (jQ, à savoir les enveloppes de yz, ^x,~xy. Il 

résulte encore des formules 

x = py — v*, Y = v * —X x, Z = X x — \iy 

que le point 
x X X' 

y v- v-' 
x A a 
y H- P 
3 v y 

commun à la droite X Y Z et XYZ (§ 36) , décrit une courbe tan

gente à X Y Z , c'est-à-dire une antidèrivèe du troisième ordre de la 

courbe ( £ ) . 

Ces propriétés sont naturellement susceptibles de généralisations 
intéressantes. 

39 . Considérons de nouveau les deux antiderivées du premier 
ordre (x), (y) de (£) et déterminons tous les points de la droite xy 
qui décrivent aussi de telles antiderivées de (H). Il faudra déterminer 
les fonctions X, JUL de t de manière qu'on ait 

(\x-±-ny)'= gj, 

<J étant une fonction convenable de t. On en déduit 

(Xa 4- [1.,3)5 4- Vx 4- \i.'y = <J£. 

Comme les points x, y et £ ne sont pas en ligne droite, on a néces
sairement 

X'=o, ^ ' = o , Xa4-nP = p, 

d'où en particulier 
X = const., \L = const. 



28 G. TZlTZÉICA. 

On en déduit la proposition suivante : Tous des points de la 
droite xj , qui décrivent des antiderivées du pi emier ordre de(l), 
forment, au point de vue projectif \ un système invariable. 

On peut approfondir la proposition précédente en ne supposant 
pas connues deux antiderivées du premier ordre de (£), mais en se 
donnant simplement l'enveloppe (Z) des droites qui contiennent les* 
points qui décrivent les antiderivées du premier ordre cherchées. 

Comme (Z) est une antidèrivèe du second ordre de (£), on a 

Z"4-/?,Z'-t-/?,Z = pÇ. 

D'autre part, un point Z ' + X Z , pris sur la tangente en Z, décrit 
une antidèrivèe du premier ordre de %, si l'on a 

( Z , 4 - X Z / 4 - ^ ( Z ' 4 - X Z ) = <JÇ. 

En développant cette équation et en l'identifiant à la précédente, on a 

X 4 - 0 = / > i , X ' 4 - < 7 X = / ? , , Œ = p , 

d'où, en éliminant qr on tire 

X'—X' 4- / ^ X — / ? 2 = o - , 

c'est-à-dire une équation de Riccati. 
On a donc sur la tangente ZZ' de (Z) oo1 points qui décrivent des 

antiderivées du premier ordre de (Z). Quatre points quelconques, 
parmi ces points, ont un rapport anharmonique constant, c'est à-
dire, comme nous l'avons déjà vu, ces oo1 points forment, au point 
de vue projectif, un système invariable. 

40. Considérons maintenant trois antiderivées du premier 
ordre (x), (y) et (z) de (£), et cherchons à déterminer tous les points 
du plan xyz, qui décrivent des antiderivées du premier ordre de (£}. 
Il s'agit de trouver les fonctions X, JJI, v, a de manière que l'on ait 

( X x 4 - [i.y 4 - v z )' = ffÇ. 

Comme on a 
3?'=«ç, y = ps, z'= fÇ, 

la relation précédente devient 

(Xa -h [JiP 4- vy^g 4- Vx 4- \*.'y 4- v's = s*. 
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Or, le plan xyz ne passe pas par \, on a donc nécessairement 

c r = Xx4-jJ.fi 4 - v / , X ' = o , {*' = <>, v ' = o , 

d'où, en particulier, 

X = const., [x = const , v = eonët. 

On en conclut : Tous les points du plan xyz, qui décrivent des 
antiderivées du premier ordre de (l), forment, au point de vue 
projectif, un système invariable. 

Cette proposition a lieu dans le ca* général où l'on prend p courbes 
antiderivées du premier ordre de (Z). Le Lp_ly déterminé par les 
points correspondants de ces courbes, contient oo^"1 points qui 
décrivent des antiderivées du premier ordre de (£). Tous ces points 
forment un système invariable au point de vue projectif. 

Cette propriété géométrique intéressante constitue la généralisa
tion naturelle de deux propriétés connues; l'une métrique, donnée 
sous la forme générale par Guichard [13] ou [14], l'autre affine, 
donnée pour les courbes planes par M. Walsh [38]. 

La première propriété, celle de Guichard, est une généralisation 
des développantes des courbes gauches, à savoir : Tous les points 
d'un Lp osculateur variable de la courbe située dans un espace 
euclidien à n dimensions, qui décrivent des trajectoires orthogo
nales de ce Lp, forment, au point de vue euclidien, un système 
invariable, c'est-à-dire la distance de deux quelconques de ces points 
reste constante. 

De même, la seconde propriété, celle de M. Walsh, généralisée 
pour une courbe d'un espace euclidien à n dimensions, s'énonce de 
la manière suivante : Tous les points d'un \,p osculateur variable 
d'une telle courbe qui décrivent des cou/ bes à tangentes paral
lèles, forment, au point de vue affine, un système invariable, 
c'est-à-dire pour trois quelconques de ces points, en ligne droite, le 
rapport des distances d'un d'entre eux aux deux autres, reste cons
tant. 

Remarques. — I. Les problèmes géométriques du paragraphe 40 
conduisent à des généralisations des équations de Riccati", qui seraient 
intéressantes à étudier. 
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IL On peut tirer une conclusion importante de la propriété donnée 
au paragraphe 39. 

Considérons, dans un E3 , une congruence de droites ayant une 
courbe focale C et une développable focale S, c'est à-dire une con
gruence formée par les droites qui s'appuient sur une courbe C et 
restent tangentes à une surface développable S. Il est clair queFarête 
de rebroussement T de la développable S est une antidèrivèe du 
second ordre de la courbe C. 

Il s'agit de décomposer la congruence donnée en deux familles de 
développables. Une des familles est immédiate : elle se compose des 
faisceaux plans ayant pour centres les points de la courbe C et pour 
plans les plans osculateurs aux points correspondants de la courbe I \ 

L'autre famille se compose des développables formées par les tan
gentes aux antiderivées du premier ordre de C, qui sont en même 
temps des dérivées du premier ordre de T. Or, ces antiderivées spé
ciales s'obtiennent en intégrant une équation de Riccali. Si nous 
connaissons une de ces antiderivées, le problème se résout à l'aide de 
deux quadratures; si l'on en connaît deux, a l'aide d'une seule qua
drature; enfin si l'on en connaît trois, sans quadratures. 

C'est ainsi que dans le cas des développées d'une courbe gauche C, 
on a au fond à décomposer la congruence des normales de la courbe 
en ses développables. Or, les normales de la courbe C restent tan
gentes à la dé\eloppable polaire de G. C'est donc le cas précédent. 
D'autre part, on connaît deux développables spéciales, ce sont les 
deux nappes de la développable circonscrite à C et au cercle imagi
naire de l'infini (voir aussi Darboux [9]). Le problème des dévelop
pées se résout donc, en général, à l'aide d'une seule quadrature, ce 
qui est bien connu. De plus, deux normales de C, qui restent tan
gentes à des développées, forment avec les normales isotropes un 
rapport anharmonique constant; leur angle est donc invariable, ce 
qui est le théorème de Joachimstahl. 

CHAPITRE VI. 

COURBES RÉCIPROQUEMENT DKRI\ÉES. 

41 . Nous dirons que deux courbes (x) et (y) sont réciproquement 
dérivées d'ordre (r, s), si la courbe (y) est la dérivée ponctuelle 
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d'ordre /• de (x) et celle-ci la dérivée ponctuelle d'ordre s de (y). 
Comme ces courbes sont en même temps des antiderivées ponctuelles 
l'une de Pautre, c'est à-dire des dérivées tangentielle^, il est clair 
qu'on peut se borner au cas où les courbes (x) et (y) sont, comme 
nous les avons supposées, des dérivées ponctuelles l'une de l'autre, 
les autres cas pouvant se ramener à celui-ci. 

Cela étant, on a entre les points correspondants x et y des deux 
courbes deux relations de la forme suivante . 

rti(r)+fl|/('-»+- 4- a,—iX'->- at x = y (a 5̂  o), 
byl>)-t- 6^(-.-1)-+- -4- b^y'-h- bsy = x (b ^ o). 

En éliminant successivement y et x entre ces équations, on obtient 
pour x et pour y des équations différentielles linéaire et homogène 
d'ordre r-j- y. On en conclut que la figure formée par les courbes x 
et y est située dans un E/+i>_, ou bien elle est la projection d'une telle 
figure sur une variété linéaire Lp, p < r -+- s — 1 

Nous nous bornons au cas général où l'espace ambiant de la figure 

est tejr+s-1 • 

Remarquons maintenant que, dans cet espace, les courbes (x) et (y) 

n'ont que des QrH_5_3 (des L,+ 5 - 3 osculateurs) au plus, donc 

/ ^ / 4- A = >, 
s<r-\-s = i, 

d'où 

Le cas le plus simple dans la recherche des courbes réciproque
ment dérivées est donc celui où 7- = 5 = 2. Nous dirons alors que 
c'est le problème de Kœnigs, parce que c'est M. Kœnigs qui l'a 

^étudié pour la première fois [27], [28], [29[ (voir aussi Bianchi [2]). 

42. Le problème, dans le cas général, est celui-ci : Etant donnée 
une courbe (x) de l'espace projectif En__x, n = r-\-s, déterminer 
la courbe (y) la plus générale de cet espace, qui forme avec (x) 
un couple de courbes réciproquement déi ivées d'ordre (r, s). 

Nous indiquerons une méthode pour étudier ce casvgtnéral et sur

tout pour mettre en évidence la difficulté du problème et le degré de 

généralité de la solution. 
Supposons que l'on se donne, d'une manière arbitraire, la 
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courbe (x) par l'équation 

xW-hpi r (" -«)4- -hpn-iX'4-pnx = 0, (n = r 4 - * ) 

et qu'il s'agit de déterminer la courbe (y). 
Celle-ci, étant une antidèrivèe ponctuelle d'ordre s de (x), est une 

dérivée tangentielle du même ordre de (x). On peut donc la définir 
tangentiellement à l'aide d'un L'0 arbitraire qui passe constamment 
par le Qr_2 correspondant de (x). car n — s — 2 = r — 2. Il faudra 
écrire ensuite que le point y de la courbe est situé dans le Q, de (x). 

Considérons le L'0 = L„_2 suivant 

\ X x x' x" tf('--a) a-Ui) x'1*) . #u,> [ = o, 

où les différentes lignes - du déterminant d'ordre n = r -f- s 
s'obtiennent en donnant aux éléments de la ligne écrite successive
ment des indices 1, 2, . . ., n ; où les X J ( J = 1,2, . . ., n) sont les 
coordonnées projectives courantes; où, enfin, les indices supérieurs 
de dérivation i\, iÀ, . . ., iç sont différents et l'on a 

r—i^ii, z*, . . , Z j 5 s / * 4 - s — 1 

11 est manifeste que ce L'0 passe constamment par le Qr-2 de (x). En 
donnant aux i,, i2, . . . , is toutes les valeurs possibles, on obtient 
5 -f-1 L'0, dont nous écrivons les équations sous la forme 

P t = o, P , = o. . , P Ç - M = o . 

Le L'0 général qui passe par le Œr_2 de (x) est alors 

Ui P i 4 - U« P , 4 - . . . 4 - Us+l Ps-hi = o, 

les ut étant des fonctions arbitraires de t, leur nombre essentiel 
étant s. 

Le point y de la courbe antidèrivèe (y) d'ordres de (x) s'obtiendra 
à l'aide de l'équation précédente et des r-\-s — 2 = n — 2 équations 
que l'on tire de celle-là en la dérivant successivement n — 2 fois par 
rapport à t. 

On peut évidemment poser 

j = a^F + - a 1 r ' + . . . H - a „ _ 1 ^ ( ' » - 1 ) (n = r 4 - s) 

et introduire cette expression dans les n — 1 équations formées pré-* 



INTRODUCTION A LA GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE PROJECTIVE DES COURBES. 33 

cédemment. Il sera aisé d'en tirer les valeurs de a, a,, . . . , an_{ à un 
facteur près. 

Or, pour que (y) soit une dérivée ponctuelle d'ordre /• de (x\, il 
faut que l'on ait 

a /+ l = o, a l+, = o, . , al+5_j = o. 

On a ainsi s — i équations qui peuvent déterminer s — i des fonc
tions ut au moyen d'une d'entre elles, qui restera arbitraire. 

Li solution du problème dépend donc d'une seule fonction arbi
traire. Toute la difficulté consiste dans la détermination effective etla 
plus simple des fonctions u, à l'aide d'une fonction arbitraire. 

43. Le problème de Kœnigs. — Dans le cas particulier du problème 
de Kœnigs, on peut démontrer que la solution s'obtient sans quadra
tures. 

Soit 

(i) xn-h px'"-+-qx°-h t x'-+-sx = o 

l'équation différentielle vérifiée par les coordonnées xt(t) 
(i=\, 2, 3, 4) d'un point quelconque de la courbe donnée (x). 
Nous simplifierons un peu la méthode générale en posant 

P s | \ J r' / |, Q~\\ x x' x" \, 

R = | \ x x" x'" |, S = [\ x' x' x'" \, 

de sorte que les plans 

P = o, Q = o, R = o,. S = o 

forment un tétraèdre mobile attaché à chaque point x de la courbe. 
Un plan arbitraire passant par x a une équation de la forme 

(2) uP + PQ + R = O, 

u et v étant des fonctions arbitraires de t. 
L'arête de rebroussement de l'enveloppe de ce plan est une antidè

rivèe ponctuelle du second oidre de (x). Il s'agit d'écrire que Cette 
antidèrivèe est en même temps une dérivée du second ordre de (x), 
c'est-à-dire que le point correspondant à x est situé dans le plan 
oscillateur 

P = o. 
MÉMORIAL DES SC MATH — N» 47. 3 
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A cet effet, il faut dériver deux fois l'équation (a)en tenant compte 
de l'équation différentielle (i) de la courbe (x) et en remarquant que 
l'on a 

P ' ^ Q , Q'=R—/>Q-hfP, 
R '= S — PK 4- rP, S' =—pS — sY> 

On obtiendra ainsi trois équations linéaires et homogènes en P, Q, 
R, S, qui doivent être compatibles avec P == o. 

La relation qui exprime la compatibilité est 

( 3 ) ^u'-^-ip— 2 P ) M + v"— 3vv' — qt> -h *>a4- r = o. 

En prenant pour v une fonction arbitraire de t, u est déterminée 
par une équation différentielle linéaire du premier ordre, par consé
quent par deux quadratures. On peut cependant exprimer v à Paide 
d'une autre fonction arbitraire de manière qu'il n'y ait plus de qua
dratures. Posons à cet effet 

p 6' (O 
- - * = j> U = j . 

0 étant la nouvelle fonction arbitraire qui remplace v et w une fonc
tion qui remplace u. L'équation (3) prend la forme 

(4) 2 w ' = 0 ' ' '4-«6' '4-&6'4-c6==/(6) , 

où a, b, c sont des fonctions connues de t s'éxprimant au moyen de 
p, q, r et de leurs dérivées. 

Pour résoudre le problème de Kœnigs, l'équation (4) montre qu'il 
faut choisir 6 de manière que f(0) soit une différentielle exacte. Or, 
pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que le produit O.g(i), où 
g(Q) est l'expression différentielle adjointe de f(0), soit une diffé
rentielle exacte (voir Darboux [ 9 ] \ 

On a deux cas selon que g(i) = o ou ^ o . Dans le premier cas, le 
problème est résolu sans autre changement, c a r / ( 0 ) est une diffé
rentielle exacte. Dans le second cas, il faut prendre Qg(i) = Tf

9 

T étant une nouvelle fonction arbitraire de t. 
Ce qu'il A a d'intéressant c'est que Pexpression g (i) ne diffère que 

par un facteur constant de l'invariant de Halphen de l'équation diffé
rentielle (i), rencontré aussi par M. Kœnigs dans sa méthode. 

Le fait que le problème de Kœnigs peut se résoudre sans quadra-
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tures peut être prévu par une méthode géométrique qui sera exposée 
dans un des chapitres suivants. 

Remarque. — Il serait intéressant d'étudier le problème pour 
d1 au très valeurs de t et de s. 

CHAPITRE VII. 

I. — COI'&BES Q U A D R A T I Q U E S . 

M. Nous dirons qu'une courbe {x) d'un espace projectif E,i est 
quadratique, si elle est tracée sur une variété quadratique à n',— i 
dimensions 

c'est-à-dire si l'on a, quel que soit t, 

^xf(t)^o: 

ou Dieu 

Nous désignerons une telle courbe quadratique, si elle n'est pas 
contenue dans un L^, />< n— i, par Q°„ 

Si, non seulement les points de la courbe (x), mais aussi ses tan
gentes sont situées sur la variété quadratique (i) , nous dirons que (x) 
est une courbe quadratique spéciale de première espèce et nous la 
désignerons par Q^. 

En général, une courbe (x), dont les i2p appartiennent tous à 
la variété quadratique, sera dite courbe quadratique spéciale de 
piéme espèce 0 l l u n e Q£. 

45. Il s'agit tout d'aboM de déterminer le maximum de p pour un n 
donné, c'est-à-dire de trouver combien d'espèces de courbes quadra
tiques spéciales y a-t-il dans un E». 
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Â cet effet, posons 

xli) désignant la dérivée d 'ordre i de x par rappor t au paramètre ^ et 
la sommation étant é tendue à toutes les coordonnées de x. 

On a, par hypothèse , 

Sf,A= o (i^p, k^p)-

On peut démontrer qu'il suffit que l'on ait 

S M = o (o^i^p), 

pour que la courbe soit une .Q£, car on en tire en dérivant 

S Mf 2/ = °> S/,j+2j+i = O ( O g l < /> — 8jr ). 

Je dis maintenant qu 'on ne peut pas avoir 

S 0 , A = ° (k= o, r, 2, . . . - , n)j 

parce qu'i l en résulterait l 'égalité 

| X X' X" . . . , # { » ) | = ' ô , 

qui prouverait que la courbe (x) est contenue dans un L,.", r<n — i, 
ce qui est contraire à l'hypothèse. On a donc 

o^fc^n — i. 

Une des relations établies plus haut prouve alors qu'on a 

s 2 / + I < 7 l - I" 

pour j^p) donc 
2p.-\-.i<~n--~-~i; 

d'où 

qui donne le maximum de p. 

46. Parmi les courbes quadratiques spêéiaJes,iï y a une classe 
remarquable, celle des courbes autoconjuguées ou autopolaires par 
rapport à la variété quadratique ( i ) . 

Si l'on écrit que le point (x) de la courbe est le pôle du &„„, en ce 
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point par rapport à ( i ) , on trouve les relations 

S0,A = o ( o < /v ^ / l — I ) . 

d'où l'on tire aisément 

S / } #=o (o<zi-hJi<n — i; 
et en particulier 

S / j / + 1 = o ( o < ii 4- i ^ /i — i) 

On en conclut que n doit être pair, n = 2q, donc 

° = l = *7 —! 

Il résulte de là que toute courbe autopolaire est une QJ~' et îéci-
p roque ment. 

47. Il est évident que si une courbe (x) est une QjJ, ses dérivées 
ponctuelles du premier ordre sont en général des Qf~l, ses dérivées 
du second ordre des Q£~2 et ainsi de suite. 

Naturellement, il y a des cas particuliers où la dérivée considérée 
est contenue dans un Lrt_, et plus particulièrement encore où la va
riété quadratique se réduit à un cône quadratique. 

Dans tous les cas, on peut réduire de cette manière l'espèce de la 
courbe quadratique et arriver à une Qfw, c'est-à-dire à une courbe 
quadratique générale. 

Inversement, il s'agit de savoir si l'on peut remonter d'une courbe 
quadratique générale Q7°w à une courbe spéciale d'espèce p. Cela re
viendrait à une intégration du 

y x'= o. > x,f> = o. 

le nombre des variables x étant n -f- i et en ayant 

2 (*</»y=o, 

Ce problème a été résolu par une méthode géométrique élégante et 
ingénieuse par M. Borel [8] . Nous donnerons une forme un peu dif
férente à sa solution. 

Soit (x) une courbe quadratique d'espèce p dans un espace E,,', 
c'est-à-dire une Q£, Prenons le point d'intersection y de la tangente 
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xx à la courbe (x) en x avec ie Ln_, tangent ^n*m point fix«e <z 4e la 
variété quadratique 

(o 2 v = o 

sur laquelle se trouve tracée la courbe (x). La dérivée du premier 
ordre (y) de (x) est manifestement située sur le cône Cn_2 à n — a 
dimensions de sommet a, découpé dans la variété quadratique (i) par 
le L„_, tangent en a. Projetons enfin le point y en z à partir du 
point a, sur un L/t_, arbitraire mais fixe, qui ne passe pas para . 

Le point z décrit une courbe (z), située à l'intersection de la 
variété (i) et du L„_2 commun aux deux L,t_{ fixes considérées. 
Comme (y) est une courbe quadratique d'espèce p -— i [d'une 
manière plus précise, la courbe (y) et ses &p_x sont situés sur le 
cône G„_Q de sommet a] ; comme, d'autre part, la courbe (z) est une 
projection de (y) à partir de a, il résulte que cette courbe est 

Cette opération abaisse n de deux unités et p d'une seule. En Pap-
pliquant successivement, on arrive bien à une Q,*.,,,, qui existe 
parce que 

n — sp2. 2. 

Il s'agit maintenant de remonter de la courbe (z) à la eourbe (x). 
A cet effet, il faudra prendre sur az, a étant le point de contact d'un 
L„_4 tangent à (i) mené par le L„ 2 qui contient (z), un po in t /don t 
une de ses antiderivées ponctuelles du premier ordre (x) soit tracée 
sur la variété quadratique (i) . 

Prenons d'abord Pantidérivée ponctuelle du premier ordre arbi
traire (£) de (z) dans le L„_2 où cette dernière courbe est située. 
On sait qu'on obtient (£) sans quadratures et qu'elle dépend d'une 
fonction arbitraire. La droite a\ coupe la variété quadratique (i) en 
un second point x, qui décrit une courbe quadratique Q£. En effet, 
la tangente xx à cette courbe en x coupe la droite az en un point y. 
Comme la courbe (z) est une Q£;J, la courbe (y), tracée sur le cône 
C„_2, a ses Qp_i situés sur ce cône quadratique, c'est-à-dire snr la 
variété ( i ) . La courbe (x) étant quadratique et admettant ( j ) comme 
dérivée du premier ordre est nécessairement une Q£. 

On peut donc, en partant d'une courbe Q,0,.^, remonter, après p 
opérations, à une Q£ arbitraire. Ces p opérations introduisent/? fonc-
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tions arbitraires. D'autre part, la courbe Q^-^p dépend de n — 2p 
fonctions arbitraires, qu'on peut réduire, par un choix convenable de 
la variable indépendante et du facteur commun des coordonnées, à 
n — 2p — 2. On a donc le résultat suivant : 

L'intégrale générale du système 

le nombre des variables x étant n-\-i, s'obtient sans quadratures 

à l'aide de n —p — 2 fonctions arbitraires. 

II. — COURBES MINIMA. 

48. En relation étroite avec les courbes quadratiques que nous 
venons d'étudier, il y a les courbe;» minima d'un espace euclidien. 

Considérons tout d'abord les courbes minima d'un espace eucli
dien à trois dimensions. Ce sont, au point de vue projectif, les anti
derivées ponctuelles du premier ordre du cercle absolu de l'espace 
(le cercle imaginaire de l'infini commun à toutes les sphères). On les 
obtient, d'après la méthode générale, sans signe de quadrature, à 
l'aide d'une fonction arbitraire, en prenant l'enveloppe d'un plan 
arbitraire passant par une tangente mobile du cercle absolu. On 
trouve aisément les formules bien connues de Weierstrass. 

49. On peut trouver, en général, sans quadratures, les courbes 
minima d'un espace à n dimension . 

U s'agit d'intégrer l'équation 

dx\ 4- dx% 4 - . . . 4 - dx\ = o 

ou, en précisant le paramètre t, 

r',2 4 - x\2 — . -L- x',? = o, 

qui exprime que la tangente en x à la courbe minima (x) coupe le 
plan de l'infini 

X f ï + 1 = O» 

en un point £ qui décrit une courbe (£) située sur la variété quadra-
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tique 

(0 x? -i- x j + . . . 4- x;t = o, x, i+1 = o, 

c'est-à-dire parmi les dérivées ponctuelles du premier ordre de la 
courbe minima (x), il y en a une qui est Q^_] située à l'infini. 

Réciproquement, toute courbe minima de l'espace euclidien a 
n dimensions est une antidèrivèe ponctuelle du premier ordre d'une 
courbe (i) arbitraire tracée sur la variété (i) de l'infini. 

Prenons comme exemple /i = 4- tJne courbe'arbitraire (£) de la 
variété 

x ; 4- x ; 4- \ ; n- x ; = o, xa = o 

s'exprime aisément au moyen d'une fonction arbitraire d'un para
mètre t choisi convenablement. Un L3 arbitraire passant par le i22 de 
la courbe en £ a pour équation 

où le déterminant s'obtient en posant les indices i, 2, 3, \, etf(t) 
est une nouvelle fonction arbitraire. L'arête de rebroussement de 
l'enveloppe de ce plan L3 est la courbe minima générale de l'espace 
euclidien à 4 dimensions; elle dépend de deux fonctions arbitraires. 
On prendra X „ = i. 

50. On peut aller plus loin et considérer des courbes minima spé
ciales de différentes espèces. Nous dirons qu'une courbe d'un espace 
euclidien à n dimensions est minima spéciale de (p— i) ,èmo espèce, 
si l'on a 

\x'2=o< Va:"*=o, .. y ( j ' / ' ) f = o , 

c'est-a-dire si elle est une antidèrivèe ponctuelle du premier ordre 
d'une courbe quadratique spéciale (?) d'espèce p — i, appartenant à 
l i variété quadratique (i) de Pinfini. On en conclut qu'on a nécessai
rement 

. n — i 
p< 
r - 2 

et que la courbe minima la plus générale d'espèce/? — i d'un espace 
euclidien à n dimensions dépend de n—p — i fonctions arbi
traires 
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51 . D'ailleurs, si l'on pose 

XX=2XU X*=2X* Xn=2Xn, 

Xn+l = . ^ 4 - X Î 4 - .4-a?J 4 - 1 , 

X ,!+•.= l(x'\ 4- a?j-h . . . 4- &„—O, 

on peut faire correspondre à tout point x de l'espace euclidien à 
n dimensions un point X de l'espace projectif E„ +.,. Ce dernier point 
se trouve sur la variété quadratique 

(2) x:, v,- +x • / / -H 

Réciproquement, à tout point X de cette variété, il correspond un 
point x de Pespace euclidien. 

Supposons que x décrive une courbe minima spéciale de p — i 
espèce, alors il est aisé de voir que le point correspondant \ décrit 
une Q;/,_, et réciproquement. 

Nous a\ons ramené ainsi l'élude des courbes minima à celle des 
combe* quadratiques. 

CHAPITRE VIII. 

I. __. TRANSFORMATIONS DES COURBES QUADRATIQUES 

52. Étant donnée une courbe quadratique spéciale (x) d'espèce p 
dans un E„, c'est-à-dire une Q{j, avec 

o<p< 1, 
-J - i 

il y a des transformations intéressantes qui permettent de déduire de 
celte courbe d'autres courbes quadratiques de la même espèce. 

11 y a d'abord la transformation simple que Pon peut faire au 
moyen d'un point (ixe o> et de l'espace E„. On suppose que w n'ap
partient pas à la variété quadratique fondamentale, on pourra donc 
prendre 

i W = I . 

Cela étant, la droite w i coupe la variété quadratique sur laquelle 
se trouve tracée la courbe (x), en un second point y, qui décrit, pai 
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conséquent, une nouvelle courbe quadratique (y). le dis qu'elle est 
de même espèce/? que (x). 

On a, par hypothèse. 

2#2=o, 2* ' , = °' •• , y\(xMy==a. 

D'autre part, 
y = x 4- Xto, 

où X est déterminé par la condition 

ce qui donne 

Comme on a 
y{*)= i?(*)H-XfO«, 

on en tire 

2 (7( , ))* = 2 (xWy + 2X(«>y coa?(0+ (XW)^. 

Or, ** 

X(') = — 2 V (oa?(0, 

donc 

qui démontre la proposition. 

53. Il y a une transformation plus générale et plus intéressante que 
la précédente. 

Soit (a) une antidèrivèe ponctuelle du premier ordre de la courbe 
quadratique (x) d'espèce/?. On suppose que (a) n'est pas tracée sur 
la variété quadratique sur laquelle est située (x). 

On sait qu'on peut déterminer (a) sans quadratures et que, d'autre 
part, la relation géométrique entre les points correspondants a et x 
des courbes (a) et (x) peut s'écrire 

Prenons maintenant le second point y, commun à la droite ax et à 
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la variété quadratique fondamentale. On a 

} = X -\-\cB. 

où X est déterminé de manière que 2 r " = o, donc 

A 2 , a*-+- y ^ . ax = o. 

Posons 

A=2râs' \ = >ytax, 

on pourra prendre 
) = \JL — X a 

M s'agit de prouver que ce point y décrit une courbe quadratique 
de même espèce/? que la courbe (x). 

Remarquons tout d'abord que l'on a 

V ' = a \ , 

ensuite que, par hypothèse, 

^xWx(*)=o (o<i, k<p). 

Cela étant, on a d'abord 

y '— \x'— X'«, 
d'où 

donc, si (x) est une Q*, il en est de même de (y). 
Pour traiter le cas général, nous employons l'induction com

plète. 
A cet effet, remarquons que l'on a d'abord 

y= À.*"— v y - x ' o - x v 
et, en général, 

yi)zn Par-«-Piar'4-. .4-P,.r('")4 Qa. 

Supposons que l'on ait 

pour i <p, bien entendu. Je dis que l'on a aussi 

2(^(,+i,)'=o. 
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CÎomme on a 

X = 2^ax, X'=2\ax', . . . , XO= 2 V aa?(0, 

Pégalité 

2 (y(0)2=o 

peut s'écrire 

(1) PX 4- P,X' + . . .4- P/X(')4- QA = o. 

D'autre part, on a 

yi+D = (P' 4- aQ)# 4- (P^ -h P)ar'4- . . 4- (PJ-f- Pz_i)#<" 4- P,*{'•") 4-Q'tf, 

et alors 

2 (yi+vy = Q'[(P'+ «Q)X 4- (Pi 4- P;X'4-. . . 
4- ( P;-4- pl_,)X(')+ P.XC+DH- Q ' A ] 

est nulle en vertu de (1) dérivée par rapport à t. 
Ceci démontre que la courbe (y) est au moins une Q^. Comme la 

transformation est réciproque, l'espèce de (y ) est égale h p. 

11. — LE PRORLhME DE KŒNIGS 

54. Nous avons complètement résolu (§ 43) le problème de-
Kœnigs, à l'aide d'une fonction arbitraire et sans quadratures. Nous 
allons mettre en évidence la raison géométrique de la possibilité de 
ce résultat admirable dû à M. Kœnigs. 

Soit (x) une courbe d'un espace projectif E3 à trois dimensions. 
Les coordonnées pluckèriennes de la tangente xx1 à cette courbe 
sont 

pa= Xix'A— xkx\ (i, k = i, 2, 3, 4) 

On a, évidemment, 

/?i'/>34 4-/>n/>4.' hpnP*z= o, 

et comme 
p\k = XiXnk— xhx\ 

les p\k sont, elles aussi, les coordonnées d'une droite, située manifes
tement dans le plan osculateur de la courbe et passant par le point x, 
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et l'on a aussi 
P'\2P'zh-*-P\ 3 P\î-+-P\ hP'l* = O 

Il en résulte que si l'on considère les/?,* comme les coordonnées 
projectives d'un point p dans un E„, l'image de la développable 
formée par les tangentes de la courbe (x) de E3 est une courbe (/?) 
quadratique spéciale de première espèce. 

Réciproquement, à toute courbe quadratique spéciale de première 
espèce de E,,, on peut faire correspondre une développable, et, par 
conséquent, une courbe (x) de E t . 

Ce qu'il y a d'intéressant, c'est que, aux différents points de la 
tangente pp' à la courbe (p) de EOJ il correspond dans E3 un faisceau 
plan de droites dont le sommet est x et situé dans le plan osculateur 
de (x) et que nous appellerons le faisceau osculateur de la courbe 
en (x). 

55. La courbe (x) de E3 étant donnée, il s'agit, dans le problème 
de Kœnigs, de trouver toutes les" courbes (y) du même espace, telles 
que les faisceaux osculateurs aux points correspondants x et y aient 
un rayon commun, qui ne peut être, évidemment, que la droite xy 
qui joint les sommets de ces deux faisceaux. 

Le problème correspondant de E5 revient alors à ceci : Etant 
donnée une courbe quadratique spéciale de première espèce (/?), 
trouver toutes les courbes (q), tracées sur la même variété quadra
tique fondamentale que (/?) et étant, elles aussi, spéciales de pre
mière espèce et telles que pour chaque courbe (q) les tangentes aux 
points correspondants/? et q se coupent en un point /•. 

Remarquons, avant d'aller plus loin, que le point /• est Pimage du 
rayon xy, commun aux deux faisceaux osculateurs en x et y aux 
courbes (x) et (y) de E,. 11 décrit donc une courbe (/•), image de la 
surface réglée engendrée par la droite xy. Les courbes (x) et (y) 
sont visiblement des lignes asjmptotiques de cette surface réglée. 
C'est pourquoi M. Bianchi [2] a appelé le passage de la courbe (x) à 
la courbe (y) transformation asymptotique. 

Cela étant, revenons à notre problème. Les combes (p) et (q) 
étant des antiderivées ponctuelles du premier ordre de la même 
courbe (/•), la droite pq reste tangente à une courbe (p) ou bien 
passe par un point fixe co. 
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Il résulte de là que les courbes (q) s'obtiennent de (p) par Pune ou 
l'autre des transformations des courbes quadratiques que nous avons 
étudiées précédemment (§52 et 53), à Paide d'un point fixe w ou à 
l'aide d'une antidèrivèe ponctuelle du premier ordre (p). Comme 
celle-ci s'obtient, à partir de (x), sans quadratures, le problème de 
Kœnigs est résoluble sans quadratures au moyen d'une seule fonction 
arbitraire. 

Cependant, cette méthode intuitive qui permet de voir la nature de 
la solution, n'est pas avantageuse pour la trouver effectivement. 
Aussi avons nous employé une autre méthode plus expéditive. 

Remarques. — I. La solution à l'aide d'un point fixe w cor
respond à une polarité de la courbe par rapport à un complexe 
linéaire, c'est donc une solution presque banale. 

II. Si la courbe (x) appartient, par ses tangentes, a un complexe 
linéaire, alors la courbe (p) est située dans un L,, et les calculs 
qu'on devrait faire dans ce cas pour trouver effectivement l'anti-
dérivée (p) sont légèrement différents de ceux que 1 on fait dans le 
cas général, mais le principe géométrique reste le même. 

CHAPITRE 1 \ 

COURBES \NHARMONIQUFS 

50. Parmi les courbes d'un espace projectif E„ à n dimensions, 
celles qui restent invariantes à la suite des transformations à un para
mètre d'un sous-groupe du groupe projectif, jouissent de propriétés 
remarquables et intéressantes et méritent une étude approfondie. 
Elles sont analogues aux cercles d'un plan et aux hélices circulaires 
d'un espace euclidien à trois dimensions. 

Nous arriverons à cette classe de courbes par une voie indirecte, 
mais conforme aux principes et méthodes que nous avons déve
loppées. 

Posons-nous le problème suivant : 

Trouver les courbes (x) d'un espace projectif E„, telles que, 
parmi ses dérivées ponctuelles du premier ordre, il y ait au 
moins une (y), qui soit aussi une transformée projective de la 
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courbe (x), les points correspondants étant ceux qui se corres
pondent par dérivation. 

On a, par hypothèse, 

(1) ) - ,= 3 1 ^ 4 - 3 ^ 1 (e = 1 , 2 , . . , /t -4-i)? 

a et (3 étant des fonctions de t et en même temps 

H-+-1 

^ ) yi = ^ÊAaikXk (1 = 1,2, . . , * 4 - i ) , 
« • = 1 

où les alk sont des constantes. 
On peut prendre 

X1=\ÏC1 ( € = 1 , 2 , . , / î - T - U 

et déterminer X de manière que (i) deviennent 

yt= «XF; 

et alors les (2) deviennent 

Finalement, en changeant la variable indépendante, on peut réduire 
ces dernières équations à la forme simple 

(3) r'l=2d^t/^i (¢ = 1,2, , , / i 4 i ) . 
1 = 1 

On peut tirer de ce résultat un autre plus intéressant. À cet effet, 
soit 

( 4 ) jp(«+D 4 - pLxW 4 - p - , J?V-D -L-. . . - n ^ J P ' -4- p / è + 1 ^ = 0 , 

l'équation différentielle vérifiée par les coordonnées xt(i= 1 , 2 , . . . , 
7i -h 1) d'un point variable de (x). La relation (3) prouve que les x\ 
satisfont à la même équation différentielle (4) que les xt. Or, pour 
qu'il en soit ainsi, il est nécessaire et suffisant que les coefficients/?,. 
p2, . . ., pn+l soient tous constants. 

Pour des molifb que nous verrons dans la suite, nous appellerons 
courbe anharmonique toute courbe (x), dont l'équation différen
tielle correspondante (4) peut se ramener, par une transformation de 



48 G. TZITZÉICA. 

la forme 
x = \x 

et par un changement de la variable indépendante, à une équation à 
coefficients constants. 

On peut donc énoncer le résultat suivant : 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'une courbe (x) de 
Eyj admette une dérivée ponctuelle du premier ordre (y) qui lui 
soit projective, c'est que la courbe (x) soit une courbe anharmo-
nique. 

57. Supposons que les racines rt(i = i, 2, . . . , n + 2) de l'équa
tion caractéristique 

(o) ' , l + l + / > i r " - K . . - h / > „ r 4 - / W i = o , 

qui correspond à l'équation différentielle (4) à coefficients constants, 
soient inégales. On peut prendre pour la courbe (x) 

xl=e'^1 (¢ = 1 , 2 , . . , / 1 4 - 1 ) . 
Comme 

xl= e^e-H») (1 = 1, 2, . . ., #14-1) 

est manifestement aussi un point de la courbe, il résulte que la trans
formation projective 

xl=e,'aLxl (¢ = 1 , 2 , . . . , / 1 4 - 0 

transforme, quel que soit le paramètre a, la courbe (x) en elle-même. 
C'est cette propriété qui a été prise pour définition des courbes 

anharmoniques par Klein et Sophus Lie dans leurs célèbres travaux 
sur cette classe des courbes, qu'ils ont appelées courbes W (voir 
[25], [26]) . 

58. Remarquons tout d'abord que les oo, points 

x'— \x (X = const ) 

vérifient la même équation (4) que x et x'. Ils dérivent donc des 
courbes anharmoniques. 

Ces points forment, avec x et x', un système invariable au point 
de vue projectif. 

Parmi ces points, situés sur la tangente en x à la courbe (x), il y a 
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des points exceptionnels appartenant à un L/t_i. Nous allons étudier 
ces points exceptionnels. 

Il faudra écrire que le point 

y = x'— X.r 

satisfait à une équation de la forme 

y[n) + q\yin~"-+-q*y («-'J-H. . . 4- qn-\ / + qny = O. 

Cela donne une équation qui doit être identique à (4)? d'où l'on 
tire 

qi—\=J>u g r , — X g r 1 = = / ? , , . . , qn—^qn-l = Pn, 

— ">* qn = Pn-hi 

En éliminant qu q2, . . . ., qn entre ces relations, on obtient 

X"+1 4- fi X» 4- />. X»-i 4- . -r- pn X 4- /?„+! = O, 

c'est-à-dire, pour que y soit un point exceptionnel, il faut et il suffit, 
que X soit une racine de l'équation caractéristique (5). Il y a donc 

n _j_ i points exceptionnels, qui décrivent, eux aussi, des courbes 
anharmoniques (sauf pour /1 = 2), mais situées dans des L7l_i. 

59. Nous venons de mettre en évidence un polyèdre fondamental 
de la courbe anharmonique (x), formé par les n + 1 variétés linéaires 
L„_4 dans lesquelles se trouvent plongées les courbes décrites par les 
/1 + 1 points exceptionnels de chaque tangente de (x). 

On a, pour ce polyèdre, d'abord la propriété suivante (§ 58) : Les 
71 -f-1 L/t_, de ce polyèdre découpent sur chaque tangente de (x) 
/i-r-ï points, les points exceptionnels, qui forment avec x, au 
point de vue projectif, un système invariable. 

Cette propriété sert, elle aussi, surtout pour les courbes planes, 
comme définition des courbes anharmoniques. 

On peut considérer parmi les dérivés du second ordre 

y = T" -]-kx' ~^\vx 

de x, ceux pour lesquels 1 = const., \{ = const. ; ils décrivent aussi 
des courbes anharmoniques. Parmi ces points, il y en a d'exception
nels, qui décrivent des courbes situées dans des L , ^ . 

MLMOHIAL DFS SC MATH. — îs 0 47 4 
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On a ainsi les n~i~I Ln_2 communs aux n-\-1 Lw_i du polyèdre 

fondamental pris deux à deux. 
Ou peut continuer et considérer en général les <X>P points 

z = x(P) 4- X x(P-D 4- X4 x(P-V 4 - . . . 4 - X^_2 x' 4- Xp,-.! X, 

où 1, Xi, . . . , X/,_l sont des constantes. 11 est aisé de voir qu'ils 
décrivent aussi des courbes anharmoniques et que, parmi eux, il y a 
des points exceptionnels dont les courbes correspondantes sont situées 
dans des Ln_p. Ces Ln_ p s'obtiennent en prenant les L#J_f du polyèdre 
fondamental p à p. 

60. Revenons aux points 

x1— XJP (X = const.) 

qui décrivent des dérivées du premier ordre de (x) anharmoniques. 
Les oo2 tangentes à ces courbes, le long de xx1 sont situées dans le 
plan osculateur en x à (x) et elles enveloppent dans ce plan, pour x 

fixe, une conique. En effet, un point du plan oscillateur a des coor
données de la forme 

*x 4-£n#'4- (••#", 

E> EM Sa étant les coordonnées du même point par rapport au triangle 
xx'x". La tangente en x1 — Ix, s'obtenant en joignant ce point avec 
x"—Ix1', a, par rapport kxx x", pour équation 

Ç4-XÇ1-T-X^a = o, 

dont l'enveloppe est la conique 

tangente en x et x" aux droites xx' et x1 x". 
Cette conique est évidemment tangente aux n + i tangentes des 

courbes anharmoniques décrites par les points exceptionnels. 
On peut dire aussi que la conique précédente est inscrite dans le 

polygone déterminé sur le plan osculateur en x par les n -+- i faces 
(L / t _, ) du polyèdre fondamental. 

On peut chercher aussi les enveloppes, pour x fixe, des variétés 
osculatrices Qp des courbes décrites par les points x1 — \x. On trou
vera des courbes inscrites dans les figures linéaires déterminées parle 
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polyèdre fondamental sur la variété linéaire oseulatrice Qp+i cpi con
tient tous les Qp précédentes. 

61. Nous allons chercher maintenant parmi les points 

z = a?(*)-h Xa?('«-1)4-X1a?(' l-9)4-.. +- X„_j^'4- ln-ix, 

où 1, lly . . . , X„_4 sont des constantes et qui décrivent par conséquent 
des courbes anharmoniques, ceux qui décrivent des antiderivées 
ponctuelles du premier ordre de (x). Nous supposons toujours que 
l'équation différentielle linéaire à coefficients constants qui correspond 
à (x) est l'équation (4) du paragraphe 56. 

Cela étant, les conditions géométriques du problème s'écrivent 

u et v étant des fonctions de t ou des constantes.. Celte relation doit 
être identique à (4) . L'identification donne 

X = u 4-/?i, 

X4 = wa 4-jRtu •+- p*, 

Xn_!= ^ + / ) ^ ^ + . + ^ . ^ + ^ , 
— V = un+1 4- Pi Un 4- 4-/?„ U 4- /?*-M. 

Il en résulte que u et v sont des constantes dont la première reste 

arbitraire. 
On a donc oo1 points z qui répondrait à notre problème. Le 

point x étant fixe, les points correspondants z sont situés sur une 
courbe. On peut prendre le polyèdre xx', . . ., x{n) comme repère, 
par rapport auquel tout point de l'espace a des coordonnées de la 
forme 

%X \-^x' 1 - ^ 4 - . . . 4 - ^ ^ ) , 

dont les coordonnées relatives sont £, ^ , . . .> H .̂ 
Cela étant, les coordonnées relatives de z sont 

£ = un + p±un-i + . . 4 - ^ - ^ / 4 - / 2 , , , 

| t == M » - i + jE*fMw-24-... 4- pa-x] 

• > J r 
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Le point z décrit ce qu'on appelle une courbe normale de l'espace E;l. 
Parmi les points z il y en a de particulièrement intéressants. Ce 

sont ceux pour lesquels v = o, c'est-a-dire pour lesquels u est déter
miné par l'équation caractéristique 

14^4- /^1 M" 4- . .4-7>/|K4-JDll + l = 0 

de (4). On obtient ainsi sur la courbe normale précédente Ai-f-i 
points remarquables, qui sont fixes dans En, car on a 

z'— u z — o 

Ce sont, évidemment, les n -+- i sommets du polyèdre fondamental 
de la courbe anharmonique donnée (x). 

62. Courbes anharmoniques dans le plan. — Si l'on exclut les coni

ques, on peut prendre pour équation différentielle de la courbe 

x'"-\- o/i.r'4- x = o (h = const.) 

La conique inscrite dans le triangle fondamental de la courbe, par 
rapport auquel elle a les définitions classiques bien connues, a pour 
équation (§60) 

Ç?-4?Ço=o, 

elle est tangente en x k xx'. Cette conique est donc bien déterminée; 
La courbe normale du plan circonscrite au mêmetriangle fonda

mental est définie (§ 61 ) paramétriquemenl par 

? = w°4-2/ i , É i = i / , Ç-. = i ; 

elle a donc pour équation 

(E -2Ah)6 .= ïï, 

c'est une conique tangente aussi en x à xxr. 
Cette conique et la précédente ont la corde commune 

3£-f- 2/*£, = o 

qui définit intrinsèquement le point # 'sur xx'. La droite xx", polaire 
commune de xr par rapport aux deux coniques, a donc aussi une 
définition intrinsèque. 

C'est la normale projective en x à la courbe considérée. 
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]La conique osculatrice à (x) au point x a pour équation 

Il est aisé de montrer que la tangente à .cette dernière conique 
menée de x' est conjuguée harmonique de x'x par rapport aux tan
gentes menées du même point aux deux coniques précédentes. Aussi 
c'est la tangente menée de x' à la conique osculatrice, avec xx' et xx" 
que l'on prend comme repère mobile de la courbe. 

On pourra poser 
x' = y, y'=z — hx. 

donc" 
z' =— x 

C'est un système analogue aux équations de Frenet, qui définit la 
courbe par rapport à un reprère mobile attaché d'une manière intrin
sèque à chaque point x de la courbe. 

63. Les dernières recherches de géométrie différentielle projective 
des courbes introduisent certains invariants et covariants différentiels 
qui définissent une sorte de métrique*projective. Cette théorie com
mencée par Halphen ] 15], [16], [17], [18], poussée plus loin par 
Wilczynski J39], [4-0], a été envisagée dernièiement sous différents 
points de vue. Nous nous bornons à citer les travaux de MM. Ber-
wald [ i ] , Bompiani [7] , Kawaguchi [23], Sannia [32], Terra-
cini [36 | . 

A. un point de vue plus général, une métrique peut être définie pour 
tout groupe transitif, comme l'ont montré MM. Pick et Kowalewski. 

CHAPITRE X. 

CONFIGURATIONS A DLIX DIMINS10NS DETERMINEES PAR DEUX COtUBES. 

64. Nous laissons de côté l'étude des surfaces réglées, définies 
à l'aide de deux courbes dont les points se correspondent. Cette étude 
comporte des développements qui dépassent l'étendue d'un chapitre. 
Nous considérons d'autres configurations intéressantes qui dépendent 
de deux paramètres. 
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Étant données deux courbes (r) et (y) à*un espace projectif à 
n dimensions E„, nous supposerons que les points x et y qui décrivent 
ces courbes sont déterminés respectivement à l'aide des paramètres 
u et v. 

Cela étant, considérons pour u arbitraire un hp osculateur à (x) eh 
x et pour v arbitraire un hq osculateur à (y) en y. Nous les désigne
rons par &P(x) etQq (y) . Ces deux variétés linéaires se coupent si 
l'on a 

P "+" 9 = n 

et la variété linéaire commune est un Lp+qT.n dépendant des deux 
paramètres u et r. 

Comme on a , 
/?<rc — i q^n — J3 

les courbes (x) et (y) déterminent, de cette manière, une première 
sorte de configurations à deux dimensions eiïgendrées par des 

Il y » une deuxième sorte de configurations à deux dimensions 
déterminées par les nnêmes courbes (x) et (y). 

En'effet, Qp(x) peut être défini par p-+- i quelconques de ses 
p o i n l s r ^ ( / ) par q -f- i. Si les deux variétés osculatrices n'orit pas 
de points communs, c'est à-dire si l'on a 

/>H- q <n, 

ces p-\-q-{-2 points déterminent un I^+y+i contenait Qp(x) et 
&r(y) e t dépendant par conséquent des paramètres u et r. 

Dans le cas actuel, on a 

i < p 4 - q 4 - J ^ n — I, 

donc on obtient des configurations à deux dimensions engendrées par 
des 

L) , Lo, , L-n—i 

Ce sont là les configurations de la deuxième sorte. 

65. Ckmfigurationg de la première sortes -<- P*eraons tout d'abord 
les configurations de la première sorte eagendréss par des L<>, c'est-
à-dire par des points. 
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Il faudra prendre le p o i n t ^ q , commun à unQp(x) et à un &q{x), 
lorsque 

p 4- q = n. 

On obtient ainsi, pour un couple donné de points x et y, les points 

qui décrivent, lorsque u elv varient, des surfaces que nous désignons 
par 

<*) « 1 , » - 1 ) , « % » . - ) , • , ( S i i - l . l ) . 

Prenons deux surfaces successives (^_i,fi_p~t), (£p,u-P) de celte 
suite (2) et soient ip„^n_p+h, \P^-p les points correspondant anx 
mêmes valeurs de u et v. Le premier point est défini par l'intersection 
des variétés osculatrices £lp_, (x) et Qn-P+\ (,?'), le second par £lp (#) 
et Ûw.p+I ( / ) • 

Considérons sur la surface (tjP-\ ,»_/,+< ) la courbe p = const. Comme 
elle est manifestement une dérivée ponctuelle d'ordre/? — i de (x), 
sa tangente en E/,_1)/,_j0+l est située dans Qp(x). Comme d'autre part, 
v ne varie pas, la courbe v = const. décrite par cP~i,n-p~~* sur 
(£p-\,n-p+\) est entièrement contenue dans Q,t_p±i() ) ; par consé
quent la tangente e n ^ _ , ,fl-P±i à v = const. y est contenue aussi. Cette 
tangente est donc la droite commune aux variétésQp(x) etQn _p+t(y). 

On peut raisonner de la même manière pour prouver que la tan
gente en cPln -p à la courbe u = const. décrite sur la surface (£/>,«-/>) 
est déterminée par les mêmes variétés osculatrices £lp(x) etQn_p+{ Çy). 
Il en résulte que cette droite, tangente en \p_{,n_ p+i à r = const et 
e n £/»,«-/> à w == const., est celle qui réunit les deux points considérés. 

On en conclut que le système des droites c/>_i,n-P+\ ip,n-p dépen
dant de deux paramètres se décompose en deux familles de dévelop
pables u = const., v = const. Nous dirons que ce système est une 
congruence de droites. 

D'autre part, les courbes u = const., r = const. jouissent sur 
chaque surface de la suite (2) de la propriété suivante : Les tangentes 
aux courbes v = const. (ou u = const.) aux points ou ces courber 
coupent une même courbe u = const. (ou v = const.) forment une 
développable dont V are te de rebrousement est une courbe u = const. 
(ou p = const.) tracée sur la surface voisine dans la suite (2) à 
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droite (ou à gauche). Nous dirons que ces courbes forment sur 
chaque surface de la suite un réseau. 

On voit de quelle manière sont liées entre elles les tangentes aux 
courbes u = const. et v = const. des réseaux successifs. On dit qu'ils 
forment une suite de Laplace terminée aux courbes (x) et (y ) . Pour 
plus de détails voir [36J. 

66. On peut aller plus loin et considérer le plan déterminé par 
trois points successifs de la suite (i) : lP_^n p+s, \p,n_p, ^ + , , , ^ - , . 
Supposons d'abord v = const. Alors chacun des points considérés 
décrit sur la surface respective une courbe, dont, en vertu du para
graphe, 65 la deuxième est une dérivée ponctuelle du premier ordre 
de la première et la troisième une dérivée du second ordre de la 
même courbe. Cela prouve que le plan des trois points est osculateur 
enlp-\,n P-\ à la courbe v -= const. décrite par ce point. 11 est en 
même temps osculateur à la courbe u = const. décrite par le point 
ip+\,n-P-\- Enfin, le même plan est simplement tangent aux courbes 
u = const., v = const. décrites par ciPill-p' 

Or, le plan considéré est, manifestement, commun aux variétés 
osculatrices £2^, (x) et Q„-p+l (y) aux courbes (x) et (y) en x et y. 
La configuration à deux dimensions déterminée par ces plans, lorsque 
u et v varient, est en réalité une propriété intéressante de la suite de 
Laplace que nous avons définie au paragraphe 65. 

Il en est de même des autres configurations de la première sorte^ 
Ainsi, si l'on prend les quatre points successifs 

t y y y 
Ç/>—i ,n—p-hi j ? /> ,«—P' s / ; -H, / i—/>—1? ?/?+*>,«—/>-+-•» 

de la suite, ils définissent une variété linéaire L3 à trois dimensions, 
qui est £ 3 e n ^ , , , , . ^ , , contient le£22 en £Pltl-p et le fi, e n ^ + l j / l ^ . , 
aux courbes v = const. décrites par ces trois points sur les surfaces 
respectives, en même temps il est G3 en ip+2jtl_p 2, contient le Œ2 en 
ip+\,n-p-\ et le £2| en £^n_p aux courbes u = const. décrites par ces 
derniers trois points. 

On peu t continuer de *la même manière pour formuler les propriétés 
des autres configurations de la première sorte. 

67. Configuration de la deuxième sorte. — Considérons tout 
d'abordée L, ou la droite déterminée par les points x et y. Elle 
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engendre, lorsque u et v varient, une congruence, dont les dévelop
pables sont des cônes a^ant pour base la courbe (x) ou la courbe (y) 
et pour sommets les points y (ou x). 

Si l'on coupe la droite xy par un L„_, fixe, on obtient un point \ 
qui décrit, dans cette variété linéaire, une surface (£). Pour v= const., 
ce point décrit sur la surface une courbe, qui est la projection de (x) 
à partir de y sur le L,i_, donné; de même, la courbe u = const. 
décrite pir \ est la projection de (y) à partir de x sur la même 
variété linéaire donnée. 

Soient £ et y] les points où les tangentes xx' elyy' aux courbes (J) 
et (y) coupent le hn-\ fixe choisi, ils décrivent, lorsque u et v varient, 
respectivement des courbes (£) et (n). 

Cela étant, il est évident que la tangente en Z à la courber = const. 
passe par \ et que la tangente à la courbe u = const. passe par /?. On 
en conclut que le, point £ décrit un réseau, dont les courbes 
sont u = const. et v = const. 

68. Prenons maintenant le L2 ou le plan déterminé par la tan
gente en ^ à la courbe (x) et par le point quelconque y de (y). Il 
engendre, si u et v varient, une configuration à deux dimensions de 
la deuxième sorte que nous allons étudier. 

Pour v = const. y est fixe et x décrit la courbe donnée (x), donc le 
plan xxy enveloppe le cône ayant (x) pour base et y pour sommet. 

Pour u = const. c'est x et par conséquent la tangente xxf qui sont 
fixes et y qui est variable et décrit la courbe (y). Le pl&nxz'y tourne 
autour de la tangente xx' en s'appuyant sur la courbe (y). 11 engendre 
une figure géométrique, qui généralise le cône, dans laquelle la droite 
xx' est en quelque sorte le sommet et la courbe (y) la base. 

On a une configuration analogue à la précédente en prenant le plan 
déterminé pir la tangente y y' à (y) et par le point x, lorsque uet r 
varient. 

Cependant on obtient une configuration plus intéressante en cou
pant les deux plans précédents xx* y etyy' x, variables avec u et v, 
par un L„ _, fixe. On retrouve les points £, r\ et Ç du paragraphe 
précédent. 

La configuration des plans xx'y détermine surleL„_2 considéré la 
, congruence engendrée parla droite £Ç, celle des plans y y' x détermine 
sur le même Lyi_i la congruence des droites Y|Ç. 
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69. On peut aller plus loin et considérer les L3 suivants : i° celui 
qui contient le Q*(ar) en x et le point arbitraire r de la courbe (y)'; 
2° celui que la tangente en x à (x) et la tangente en y à ( j ) ; 3° celui 
qui contient le point arbitraire x de (x) et le Q%(y) en y de (y). 
Lorsque u et v varient,, ces L3 forment aussi des configurations à 
deux dimensions de la deuxième sorte. 

On obtient une configuration plus intéressante en coupant les» L3 

précédents par un hn > fixe. 
Le Q2 (x) en x détermine sur ce L„ 2 un point £, le L2 défini par 

xx' et y détermine un autre point Ç,)07 celui défini par x et yy' le 
point Ç0)1, enfin Q>i(y) le point n. 

Il est évident que £ et n décrivent des courbes (l)et(n), tandis 
que £,jft et Ç0,i des surfaces sur lesquelles les courbes u = const. et 
v = const. tracent des réseaux. On a ainsi une suite de Laplace, com
posée de deux réseaux et terminée à deux courbes. 

Dans le cas général, on trouve aussi une suite de Laplace, composée 
de plusieurs réseaux et terminée à deux courbes. Il faut cependant 
remarquer qu'il y a une différence fondamentale entre la manière dont 
la sorte est terminée dans le cas des configurations de la première 
série et celles de la seconde sorte. 

Nous nous bornons à ces indications, en attirant l'attention des lec
teurs sur les travaux de M. E. Bompiani et surtout sur [3], [4], [d], 
[6J, de même que sur [36], qui contient une théorie générale des 
réseaux, des congruences et des suites de Laplace. 
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