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Résumé 

Nous considérons l'observation des v.a. indépendantes X], ... ,Xn qui sont 
susceptibles de changer de loi après [nzo] premières observations. L'objet est de détecter 
l'éventuel changement, pour cela nous étudions le comportement de deux tests spécifiques 
de type non-paramétrique l'un basé sur la comparaison des moyennes avant et après le 
changement et l'autre basé sur les rangs séquentiels. Sous certaines hypothèses sur 
l'amplitude de changement, quand le nombre d'observations devient très grand, la loi des 
statistiques considérées converge vers celle d'un mouvement Brownien avec drift à partir du 
temps tb, ce qui permet l'évaluation asymptotique des niveaux et puissances. 
Nous étudions la performance des deux tests d'abord par l'étude des puissances et puis par 
des simulations. Nous proposons une application pratique des deux tests à des données 
concernant les patients HFV-positifs, pour éventuellement détecter une aggravation biologique 
de leur état. 

Le problème de la taille nécessaire pour que les tests soient opérants est étudié aussi, 
d'abord par des simulations et ensuite par une évaluation directe. 

Manuscrit reçu le 31 décembre 1991, révisé le 29 juin 1992. 
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INTRODUCTION. 
Ce travail développe deux procédures de détection de changement de loi sous certaines 

hypothèses sur la loi initiale. Dans la littérature sur la détection de rupture Chernoff & Zacks 
(1964), Gardner (1969), Hinkley (1970), Sen & Srivastava (1975), Bhattacharya & 
Brockwell (1976) et Worsley (1986) ont étudié le changement dans la moyenne d'une loi 
Normale, Kander & Zacks (1966) ont considéré le changement dans le paramètre d'une loi 
Exponentielle. 

Des méthodes non-paramétriques de détection basées sur les rangs ont été proposées 
par G.K. Bhattacharya & Johnson (1968), Sen & Srivastava (1975) et P.K. Bhattacharya & 
Fierson (1981). En général, les types de changement étudiés sont du type : Translation, 
Dilatation et Contamination [par exemple, Csôrgô & Horvàth (1988) ]. Comme dans P.K. 
Bhattacharya & Fierson (1981), nous allons restreindre notre spectre d'étude à deux 
procédures l'une linéaire, l'autre basée sur les rangs séquentiels. Nous présentons les 
expressions des puissances asymptotiques des tests. La performance de deux procédures 
dans deux cas particuliers est étudiée. 

Au §4 nous appliquons les deux tests à des données concernant les patients HIV-
positifs, pour détecter une éventuelle aggravation biologique de leur état. L'étude pratique et 
la comparaison des deux tests pose le problème du nombre de données nécessaire pour que 
les tests soient opérants, on donnera à ce problème un début de réponse théorique. 

1. MODELE. 

Soit ^l'ensemble des fonctions de répartition F continues, admettant une densité f 

par rapport à une mesure dominante p., et vérifiant: 

i) f^° IxP f*(x) â\i(x) < « pour j = 0,1 ; k = 1,2 

ii) f est deux fois dérivable et on a I I f^x) ! d^i(x) < <» pour k= 1,2 où f*k) est 

la dérivée k-ième de f. 

Soient Xj,X2 Xn des variables aléatoires indépendantes de fonction de 
répartition Fj(x) ( i=l,2 n ) qui appartiennent à 7 admettant la densité fj(x). 

On se propose de tester les hypothèses suivantes : 

H0 :F4(x) =Fj(x) Vi=l n 
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contre mn) = U H™(To) avec 
1 XoeJO.1] 

rn\ Fi(x) = F1(x)sil<i<[nxn] „ ^ 
H<%) : 3 x0 . ]0,1] tel que ^ = ^ rf ^ ^ ; F, * F2,n 

où Fi , F2jl sont supposées connues . 

Pour n assez grand F2tIl va être considérée comme une perturbation de Fj 

(voisine de Fi ) pour cela , on suppose que F2tI1 est absolument continue par rapport à 

F] et que la condition suivante est vérifiée : 

^ ( x ) = l + g n ( x ) + £ n ( x ) (1.1) 

avec i) lim Vn sup lgn(x)l < °o ii) lim Vn sup le^x)! = 0 

Posons a^ = Fj ( d p - 0 dFj ; on a alors le lemme suivant qui introduit la 

constante 8 qui va se révéler très importante dans l'étude qui suit. 

Lemme 1.1. 

Si F 1 e tF 2 n vérifient (1.1) alors, an = 0 ( - p ) . 

Si de plus, lim Vn f°° gn(x) Fj(x) dFj(x) existe et est égale à 5, alors 
n-*» J-°° 

an = - ^ + o(-~) ;SeR (1.2) 
n Vn vn 

Exemples. 

1) Modèle paramétrique régulier : dp"(x) = h(x,-p) où on a noté Fx(x) 

F ^ O ) ; h(x,0) = 1 et hà(x,0), hg(x,0) vérifient : 

sup lh£(x,0)l < « ; sup sup lhg(x,v)l < Vn r|n 
x x M<±: 

Vn 
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où "nn est une suite qui tend vers 0. On a 5 = 0 J hg(x,0) Fj(x) dFj(x). 

6 foo ? 
2) Translation : F ^ x ) = Fj(x - -p) avec 8 > 0, alors 8 = 91 f j(x) dx. 

3) Dilatation : F2jI1(x) = Fj((l - -p)x) avec G > 0, on a 8 = G f ~ x î\(x) dx. 

0 0 
4) Contamination : F l n(x) = (1 - -=r) F,(x) + -=G(x) avec G e ]0,1[ 

Vn Vn 

Ge iT, EG[X] > Ep^X] et J ~ F^x) dG(x) > \. On a 8 = 6( j ^ F ^ x ) dG(x)-~) 

2.1. Test linéaire. 

Soient l l ^ E p ^ X ] , Jl2fn
EF2,n[X]* ^ 1 = ^ ^ 1 e t 4 n = VarF2,n[Xl-

Supposons que Fj , F2fI1 vérifient (1.1) et 

lim ^ ^ - ^ = 8*. lim o2f0 = 0l (2.1) 

Exemples . 

1) Modèle paramétrique régulier 3 " ^ \ — = h(x,-=r) 

5*=— f°° x hè(x,0) dF,(x) 

2) Si F2n(x,G) = Fi(x - - £ o alors, 8* = 6 

Vn <*l 

3) Si F2 n(x,G) = Fjttl - »^)x) alors, 8* = — ^ 
Vn Oj 

4) Si F2 n(x,9) = ( l 4 ) F i W + T G ( x ) alors, 8*= — <jiG - J^) avec 
Vn Vn <j| 

fiG = EG[X]. 
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Construction du Test Linéaire. 
* X- - Lti 

On définit la v.a. Z: = —! L i = 1 n ; et soit 
° l 

/[nt] 

K®=jz S Z*i + <nt " M ) Zînt]+1 (2-2) 
\y 

En utilisant le Théorème 16.1. de Billingsley.P [5] (page 137) on a la proposition 

suivante : 

Proposition 2.1. 
1) Sous l'hypothèse H0, X* converge en loi vers W. 

2) Sous l'hypothèse H^(TQ) , X* converge en loi vers X*. 

Où la convergence a lieu étroitement sur C ([0,1]) muni de la topologie uniforme, {W(t), 
te [0,1] } est le processus de Wiener et 

X*(t) = W(t) + S*(t-T0) i ]To l ](t) (2.3) 

Démonstration. 
Le 1°) est standard, dans le 2°) on peut remplacer Z{ par : 

Yi = Z*sii<[nT0],Y i = Z*-Kl2n
 + ^2,n = g 2 j l X i " ^ 2 , n + R 2 , n " ^ a s i [ > W 

a l CT2,n CTî 
[m] 

Alors, le processus-p ^ z\ s'écrit sous la forme : 
^ n i=l 

J _ V z * = J L f y Y . + £24n_L | 3 x i - ^ 2 . n , ^ ( ^ . n - H i ) [ n t ] - [ n T 0 ] 

^ h * VH à l °1 ^ j^l+InV <*2,n °1 n 

1 [ n T ° ] O 1 [ n t ] X - U o 
o r , - p X Y-+ - ^ - ^ £ ——^-2^ converge étroitement sur C([0,1]) 

Vn i=l l <*i V" > l+ [m 0 ] a2,n 

vers W(t) 
^ ^ • - ^ ™ ^ - , 6*(t-Xo) 1 ^ 1 ] W 

Oj n—»« 
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Conséquences. 

Par le principe de réflexion, pour tout T| > 0 sous HQ : 

P( sup >^(t)>Ti) —> P( sup W(t)>Ti) = 2P0Atf0,l)>Ti) 
te [0,1] n-»« te [0,1] 

On pourra donc, prendre comme région de rejet 4Ç£?n = { sup X£(t) > r\}. 
te [0,1] 

Pour un a e [0,1] donné, *na est déterminé par P( sup W(t) > T|a) < oc où 
te [0,1] 

T|a = ¢^(1 - -y) et la puissance asymptotique de test est donnée par : 

pLinW^C SUP **(0>Tla)
 a v e c pLin(V= 1™ ^ f t o > « 8 

te [0,1] n-»« 1 -J-

Remarque : Nous nous sommes intéressé à ce test qui correspond au fait que l'on 
s'attend à une croissance de moyenne. Bien entendu si l'on ne sait rien, il convient de 
prendre IX* I comme statistique de test et de faire la même théorie. 

2.2. Test logarithmique (Test de rang séquentiel ). 

Définition. 
On définit le rang séquentiel de X; parmi les Xlf..., Xj par : 

i-1 
Ri = 1+ S 1{xk -Xi<o) 

k=l 
On remarque, que sous HQ les Rx sont de loi uniforme sur {1 i} et les vecteurs 

aléatoires ( Rx ,..., Rj ) et ( Rj+l ,..., Rn ) sont indépendants . 

Construction du Test logarithmique . 

1 +1 k 

Considérons les v.a. Zj définies par Zj = y (Rj - ̂ y ) et soit Sk = ^ Z i . 
i=l 
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k 
A partir de Sk = ]£ Z-v 1 < k < n, on considère la suite de processus : 

i=l 

*n(l) = V T (S["t] + (nt " [ n t ]> Z[nt]+1> <2.4) 

Par le Lemme 2.2. de Bhattacharya.P.K.[2] on a la proposition suivante : 

Proposition 2.2. 
1) Sous l'hypothèse HQ, Xn converge en loi vers W. 

2) Sous l'hypothèse H j (t0), X^ converge en loi vers X. 

Où la convergence a lieu étroitement sur C ([0,1]) muni de la topologie uniforme, {W(t), 
te [0,1] } est le processus de Wiener et 

X(t) = W(t) + VÏ2 x08 Log - t]T0,i](t) (2.5) 
T0 

Conséquences. 
Par le principe de réflexion, pour tout T| > 0 sous HQ : 

P( sup ^ ( O ^ n ) —> P( sup W(t)>n) = 2P(fAtf0,l)>Ti) 
te [0,1] n-^o te [0,1] 

On pourra donc, prendre comme région de rejet 2çz = { sup Xn(t) > r\}. 
ë te [0,1] 

Pour un as [0,1] donné, T|a est déterminé par P( sup W(t) > T|a) < a où 
te [0,1] 

T|a = <Ï>_1(1 - y) et la puissance asymptotique de test est donnée par : 

pLog(V = p ( SUP M0>n a ) avec pLOg(T0)= Hm ^ n > ( t n ) c O 
te [0,1] n-»» 1 u ° 

On remarque donc, que ces deux tests ont été construit de façon à avoir le même niveau 
asymptotique. 
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3. ETUDE ASYMPTOTIQUE DES PUISSANCES. 

Dans cette partie, à l'aide du "principe de réflexion" [3] et du théorème de 

Girsanov [24 ] , nous allons évaluer les puissances asymptotiques des deux tests. 

Théorème 3.1. 
Soit {X(t), te [0,1]} le processus défini par 

|W(t) s i t < x 0 

[W(t) + u.t + y si t > x0 

où x0€ [0,1] est fixé et (W(t), te [0,1] } est le processus de Wiener. 

Alors, pour tout i\ > 0 on a : 

P( sup X(t) > rj) = 1 + QJOI.H.Y.IO) - 0,(-1141.7/¾) 
te [0,1] 

ou, 

où <|> et <ï> désignent la densité et la fonction de répartition de !A^0,1). 

Démontrons d'abord le lemme suivant : 

Lemme 3.1. 
Soit {W(t), t€ [0,T] } le processus de Wiener, alors la densité de la loi de 

M= sup {W(t)+fit+7} est donnée par : 
te [0,T] 

l-jL= exp {- ̂  (y-7-^T)2} - 2ji e 2 ^^> (1 - <ï> t * 1 ^ ) ) ! 1 {y>y} (3.2) 
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Démonstration. 
Par le "Principe de réflexion", [ cf. Bhattacharya Rabi N. [3 ] , page 432 ], la 

densité de la loi du couple (W(T), sup W(t)) est donnée par : 
te[0,T| 

J.2amii "7=^2 exP (• 2T(2v * x ) î t [x<y, y>0} 

On en déduit la densité de la loi du couple (W(T), sup W(t) + 7) ; 
te[0,T] 

-j^^Jl.' X exp{-^(2(y-7)-x)2} 1 {x<y_Y,y>y} 
\2n 1 

(3.3) 

Soit 7i - o{ W(s), 0<s<T}, par le théorème de Girsanov, [cf. Williams [ 2 4 ] ] on a : 

dP.. , r r u2 fT 
apJl^ = exp^JodW(s)-^Jods} 

si P^ est loi du processus de C([0,1] t -» W(t) + ut. 

On en déduit la densité de la loi du couple (W(T), M) : 

2 2(y-7)-x _ , _ J_ w „ _ ^ v , 2 ^ l lw _ V g g — exp{- j p (2(y-7) - x)2 + \ix - * j - T} 1 {x<y„Yi y^} (3.4) 

Démonstration de Théorème 3.1. 
Posons Mj = sup W(t) et M2 = sup W(t). Pour tout r| on a : 

t€[0,xo] t€[x0,l] 

P( sup X(t)>Ti) = 1-P( sup X(t)<ri) = l-PCM^Ti.Mj^ri) 
te [0,1] te [0,1] 

= PCMJ^TI) + P(M 2 >H) - P C M ^ , M2>n). 

En appliquant la propriété de Markov forte, conditionnellement à W(T0) , M 2 - W ( X 0 ) est 
indépendants de ffto , et on a : 
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P(M!>n, M2>q) = J P C M ^ T Î , M2 - W(x0) > i\-z I W(x0) = z) dP(z) 

= J P ( M ! > T I I W(x0) = Z) P(M2- W(t0) > T1-z I W(t0) = z ) dP(z) 

D'autre part, conditionnellement à W(XQ) on a : 

P ( M 2 - W ( T 0 ) > T I - Z I W ( ^ = Z) = P ( sup {W(t)-W(T0)+^it+7}>Ti-zlW(T0) = z) 
te [t0 ,l] 

= P ( sup {W1(t)+^it+7+^x0} > T|-Z) 
te[0,l-x0] 

où Wt(t) =W(t+x0)-W(x0) est un processus de Wiener indépendant de W . 

On déduit, par des calculs élémentaires, le résultat annoncé. 

3.1. Puissance du Test Linéaire. 

D'après le Théorème 3.1. on a : 

P ( sup **(t) > TI) = 2 (1 - O (-3= )) + Q!(TI,8*,X0) - Q! (-ri,8*,x0) (3.5) 

Avec 

T)+28*TQ / _* 

+ exp {28*2T0 + 2n8*} f ^ «0 • ( V ^ t - ^ ) g 
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3.2. Puissance du Test Logarithmique ( Majoration asymptotique ). 

On ne peut pas comme dans le paragraphe précédent évaluer la puissance 

asymptotique du test Logarithmique. 

Par la concavité du Logarithme on a une majoration du type suivant : 

X(i) < W(t) + V Î 2 x 0 8 ^ - i l H]T()ïl](t). 

On obtient donc une majoration asymptotique de la puissance du test logarithmique en 
changeant 8 en VÏ28 dans la relation (3.5). 
Cette majoration est une approximation pour x0 au voisinage de 1. 

Appelons : 

pLin = 2 (1 - <D ( ^ = )) + Q^S' /Co) - Ql (- TI,8*,X0) 

V*0 
p^g = 2 (1 - <ï> ( - ¾ ) + Qa (T!,VT2 S, x0) - Qj(- TI, VÏ2 8, x0) 

V*0 

Le paragraphe suivant fait une comparaison de ^Un et f&Log. 

3.3. Discussion et Exemples. 
Ona 

PLin - PLOO = Qi Ol.S**o> " Qi<" ^'8*'xo) " QI(TI,VÎ2 8,x0) + Q^-TI.VTTS.XO) 

Pour x > 0, considérons la fonction J(x) = Q^T^X/CQ) - QI(-T|,X,XQ) cette 

fonction est difficile à étudier; faisons en une étude sytématique par des simulations.Les 

graphes suivants présentent J(x) pour les valeurs particulières T| = 1.96 et 

x0= 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9 
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J(x) 
0,9 

0,8-1 
0,7 
0,6 1 
0,5 
0,4 
0,3 
0,2 
o,i-l 
0,0 I 

A ' x0=02 
TO=03 

TO=0.4 

T 0 = 0 5 

5 10 15 20 25 30 
X 

35 40 45 50 

J ( X ) 

Les graphes montrent que la comparaison de deux tests dépend de la position de x0 

dans l'intervalle d'observations. On observe toutefois que J semble toujours être 

croissante pour x<15. En tout cas, J est croissante au voisinage de 0. Donc pour 8* et 

Vl2 S "raisonnablement petits" la comparaison des deux tests revient à la comparaison de 

8*etVl2 8 . 

Observons ce phénomène dans deux exemples particuliers, l'un dans un cadre 

proche de la loi normale, pour lequel le test Linéaire est opimal, l'autre dans un cadre loin 

de la loi normale, pour lequel le test Logarithmique est meilleur. 

6 
Dans le cas de Translation : E>_(x,8) = Fi(x--pr) 

z,n \n 
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Exemple 1. 
Soit Fx avec la densité f^x) =2<|>(x) <ï>(ax), a€ R . 

(<|> et O désignet la densité et la fonction de répartition de fA^0,l)). 

Cet exemple a l'intérêt de présenter une famille qui peut se rapprocher de la loi normale 

(a=0) et dans lequel le test Linéaire est meilleur, 

on a: 

S*(a) = e A / 1 -
2az 

7i(l+a2) 
. 8(a) = 0 [ 

1 Arctg O^Â-Ï. 
2 ^ * 2TC 3/2 

:] 

Le graphe ci-dessous présente pLin et P^g en fonction de x0 pour les valeurs particulières 

a=l et 0=3 . 

Pour les différentes valeurs de a le graphe a toujours la même allure. 

),0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 
xO 

Exemple 2. 

-J2- 1 
Fi = y à m d.l. avec la densité fi (x) = — - — — x' 

i * i 2m/2r(S) 
^2-1 e'^ona 

s*, ^ e su ^ e r(m-l) 8 (m) = -7==, 8(m)= _ V2m <»mrY™\2 
2mnfy 

si m > 30, VÏ2S<5* 
si 2 < m < 30, V125 S 6* . 
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Le graphe ci-dessous présente les puissances de deux tests en fonction de x0 pour 
les valeurs particulières m=5 et 9=3 . 

0,3-, 

0 ,2 4 

°s H 

0,0 

Lui 
Lo? 

0 ,0 0,1 0 ,2 0 , 3 0 ,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 

Dans les deux exemples, on vient de voir que pour toute valeur de 6, la comparaison est 

basée sur la quantité —*— , ce qui revient à comparer les dérivées des fonctions : 
S 

y*(t) = 8*(1 - x0) 1 ^ , v(t) = Vl2"Sr0 Log ~ t^Q . 

Il est intéressant de noter qu'on retrouve ici les résultats de comparaison de 
Bhattacharya & Fierson [2] obtenus en évaluant par simulations les lois des temps 
d'arrêt : T = inf {t: W(t)> ¥(t)} , T* = inf {t: W(t)> ^'(t)} . 

Ces résultats sont à prendre avec une certaine précaution dans la mesure, où 
comme il a été remarqué au § 3.2., on n'a qu'une majorauon de la puissance pour le test 
logarithmique. Toutefois cette majoration est très bonne au voisionage de T0, donc ici 
pour les xQ petits. 

4. APPLICATION AUX DONNEES BIOLOGIQUES. 

Dans cette partie, nous considérons une application des deux tests décrits 

précédement à des données concernant les patients HIV-positifs du service de professeur 

W. ROZENBAUM (Hôpital Rotschild, Paris) . 

Les données concernent 457 patients qui ont tous plusieurs relevés de 8 variables 

biologiques à des temps de suivi différents : 

- Globules Blancs (GB) 
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-Lymphocytes (LY) 

- Lymphocytes T4 (T4) 

- Lymphocytes T8 (T8) 

- b2-Microglobulines (b2) 

- Immunoglobulines G , A et M (IGG , IGA, IGM). 

Chaque patient a, en moyenne, 5 temps de suivi. 

Le but est de déterminer chez un patient le moment le plus judicieux pour lui 
donner des traitements qui sont parfois difficiles à supporter et qu'il ne faut pas donner 
trop tôt, mais, pour des raisons d'efficacité, qui ne doivent pas être attribués trop 
tardivement.non plus. 

Il est donc nécessaire d'établir un "critère" permettant de prévoir une aggravation 
de l'état de santé, qui soit une fonction de relevés de biologiques et dont l'évolution 
montrerait une rupture lors de l'aggravation, ou mieux précéderait cette aggravation. 

Nous allons d'abord faire un travail préliminaire pour extraire des données une 
variable unidimentionnelle pertinente sur l'évolution clinique de la maladie et que l'on 
utilisera ensuite pour établir un test de rupture. Vu le petit nombre d'observations par 
malade, il ne serait pas raisonnable de traiter le problème de rupture de façon 
multidimentionnelle. A cette fin nous utiliserons le nombre de lymphocytes T4 comme la 
" variable prédictive "; en effet le nombre de T4 décroit au fur et à mesure de l'évolution 
de la maladie. 

4.1. Analyse Discriminante. 

Les coordonnées des 8 variables pour les 457 patients sont clas-sées en quatre 

groupes selon le relevé du nombre de T4 sur le patient à la date de l'examen. Le 

classement a été établi à partir des groupes définis par Longini I.M. [18] : 
- groupe 1 : T4 < 200 

-groupe2 : 200<T4<500 

-groupe 3 : 500<T4<700 

-groupe 4 : T4>700 

L'analyse discriminante est faite par rapport aux quatre groupes . 
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4.1.1. Pourcentages de classement. 

Nous avons examiné les différents pourcentages de bonnes ou de mauvaises 
classifications. Pour i,j e {1,2,3,4} notons py le pourcentage de classification du groupe i vers 
le groupe j . 

Le tableau suivant donne les pourcentages pij : 

Vers le groupe 

Du groupe 

1 

2 

3 

4 

1 

84.10 

19.15 

0 

0 

2 

13.80 

64.13 

21.12 

3.45 

3 

1.11 

14.44 

59.36 

27.16 

4 

0 

2.28 

19.52 

69.40 

En tenant compte du fait que les pourcentages de bonnes classifications sont 
souvent optimistes, les pourcentages : 

pu « 85% , p22 - 64% , P33 « 60% et P44 « 70% 
montrent que le modèle considéré est assez bien adapté au problème. 

4.1.2. Coefficients des variables sur les axes canoniques. 

Le tableau suivant résume la description des axes canoniques : 

Variable 

GB 

b2 

LY 

T8 

IGG 

IGA 

IGM 

CAN1 

0.000026 

-0.044366 

0.004056 

-0.004114 

-0.010455 

-0.065777 

-0.028101 

CAN2 

0.000378 

-0.275021 

-0.001894 

0.002459 

0.056537 

-0.202473 

-0.029856 

CAN3 

0.000451 

0.210746 

-0.000048 

-0.000958 

0.072693 

0.224286 

0.223212 

Les résultats ci-dessus montrent qu'il y a une opposition sur les axes canoniques, 

CAN1 et CAN2, entre les variables LY et T8. 
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Les variables biologiques étant pondérées par les coefficients de l'axe canonique 
(CAN1, CAN2 ou CAN3) résultant de l'analyse discriminante, pour un patient j observé à 
plusieurs temps successifs, si l'on note Ci la valeur du coefficient sur l'axe canonique pour la 

7 

variable bilogique Vj, alors pour le pateint j on X_j = X -̂i ^\ n o u ^ P O e s t *a v a l e u r de 
j=l , p 

la pième coordonnée pour le patient j . 

Par exemple, la variable considérée à partir des coefficients de l'axe canonique 

"CAN1" est donnée par : 

0.000026 * GB - 0.044366 * b2 + 0.004056 * LY - 0.004114 * T8 

- 0.010455*IGG - 0.065777 * IGA + 0.028101 * IGM 

Dans notre fichier, nous avons sélectionné, 251 patients qui ont au moins 6 temps de 
suivi. Il y a 195 patients qui ont changé de groupes et 56 patients n'ont pas changé de groupes . 

Parmi les 56 patients qui n'ont pas changé de groupe, 29 appartiennent au groupe 1 
(nombre de T4 < 200) ce qui signifie qu'ils ont déjà subi une ou plusieurs ruptures avant 
d'entrer dans le fichier; d'autre part il y a 26 patients qui appartiennent au groupe 2 (200 <T4< 
500) chez ces patients il faudrait attendre à une baisse éventuelle de nombre de T4 (inconnue 
pour notre fichier). 

4.3. Résultats sous Ho . 

Nous avons appliqué les deux tests (Linéaire, Logarithmique) à la variable construite à 

partir des coefficient de l'axe canonique CAN1 . 

Le tableau suivant présente les résultats sous H0 obtenus pour les deux tests: 

a% 

Proportion de bonnes 
détections 

Test linéaire Test : 
logarithmique 

Proportion de 
mauvaises détections | 

; Test linéaire Test 
logarithmique 
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1 

2 

5 

10 

34/195 

[12% , 23%]* 

47/195 

[18% , 30%1* 

98/195 

[43% , 57%]* 

125/195 

[57%, 71%]* 

0/195 

1/195 

2/195 

4/195 

0/56 

1/56 

7/56 

16/56 

0/56 

0/56 

0/56 

2/56 

*: Intervalle de confiance à 5% pour la proportion 

Le tableau ci-dessus montre que sur nos données le test Linéaire est plus opérant 

que le test Logarithmique; d'autre part, pour un niveau de 10%, la puissance du test 

Linéaire est comprise entre 0.57 et 0.71 . 

4.4. Discussion. 

On peut expliquer les performances moyennes des deux tests par le faible nombre 

de données par patient (Minimum 6, Maximum 18), comme nos procédures sont 

asymptotiques, il est normal qu'en présence d'un nombre faible de données les 

évaluations des niveaux et puissances en soient largement affectées. Evaluer un niveau 

exact norme par simulation est difficile, néamoins, nous allons essayer de donner une 

idée de la taille nécessaire pour une détection de rupture par les deux tests. 

Introduisons les temps d'arrêt suivants : 

T* = inf {t : X*(t) > Tia), T = inf {t : *(t) > ria} 

où i\a = <ï>"l(l-a/2) et X*, X sont définis précedement. 

Nous allons procéder par deux méthodes : 

1°) Simulations 2°) Evaluation directe deE[T*] et E[T]. 
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4.4.1. Simulations. 
Dans le cas du modèle de translation, avec Fi=5A£(0,l), nous avons simulé 100-

échantillons de tailles n (n=6,18,50,1000) de loi fl£(0,l) avec G=Vn/2 , x0=0.33 et 

cc=0.05 .Si l'on note : 

p* =proportion d'échantillons pour lesquels T*<1 

p = proportion d'échantillons pour lesquels T<1 

nous avons obtenu : 

n 

6 

18 

50 

1000 

P* 
0.17 

0.29 

0.74 

0.92 

E[T*] 

0.882 

0.791 

0.784 

0.383 

P 
0.08 

0.17 

0.23 

0.86 

EfT] 
0.804 

0.805 

0.715 

0.357 

Le tableau ci-dessus montre que pour les échantillons de tailles n=6,18 les deux temps 
d'arrêt sont concentrés à la fin de l'intervalle d'observations et d'autre part, plus la taille 
augmente plus la moyenne des temps d'arrêt se concentrent au tour de Xo-

4.4.2. Evaluation de E[T*] et E[T]. 
Soit x= inf {t : W(t) >f+-\it} avec JKO .Par un résultat classique [ cf Billingsley 

[6], Lemme.2. page 456 ] on a : 
X2 

VX<0, cxp{X W(t)--yt} est une martingale bornée, on a donc, 

X2 X2 

E[exp{^W(t) - y t ) ] = 1 et donc, E[exp{Mï+^) - - y }] = 1 . 

En différentiant par rapport à X on obtient : 

E[x(ji-W exp{(Xu - y ) t}] = -y e"* 

donc, en particulier pour X = 0, on a E[x] = - — . 

On en déduit, E[T*] = x0 + 2 f et E[T] « x0 + - p ? -
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Dans le cas du modèle de translation, avec Fi=5A£(0,l),avec 0/Vn=O.5 on a : 

d'où E[T]<1 et E[T]^1 impliquent : 

nLinli-xoJ,nLo8Hv37r^J 

En particulier pour X(f=0.33 et 110=1.96 on a : nLin>35 et nLog>36 . 

Dans ce cas on voit donc que le nombre de données par patient est toujours trop 
faible mais, les deux tests sont pénalisés de la même façon . 

APPENDICE ( SIMULATION DU PROCESSUS DE WIENER ). 

Soient Xj et X2 deux v.a. de loi uniforme sur [0,1], alors 
Yj=^/- 2LogXj cos2rcX2 

Y2 = yj- 2 Log Xj sin2 nX2 

sont indépendantes et de loi ÎA£(0,1). 

Soit {W(t) ,te [0,1]} le processus de Wiener alors par la construction de Donsker [cf. 
t [m] 

Billingsley [5]] on a - p X Y i converge étroitement sur C([0,1]) vers W ; où 
^ n j=l 

Yi,..., Yn sont des variables aléatoires indépendantes de loi 2\£(0,1). 
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