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D E U X T E S T S D E D E T E C T I O N D ' U N S I G N A L 

D A N S U N B R U I T D E O R N S T E I N - U H L E N B E C K 

Rachid JAHIDI 

Laboratoire de Statistique et Probabil i tés (M 2) 

Université des Sciences et Techniques de Lille Flandres Artois 

59655 - Villeneuve d'Ascq Cedex (France) 

R é s u m é : En se basant sur un seul enregistrement 

*(t,wo) = *(*) + B(t,u0) ; * > 0 

de la somme d'un signal inconnu 0 = (0(t)\ t > 0) et d 'un brui t 
aléatoire gaussien centré B = {B{i^Lj)\t > 0,u> G î î ) , qui est 
supposé être un processus de Ornstein-Uhlenbeck, on propose 
ci-des sous deux tests convergents de l 'hypothèse qu'il n 'y a pas 
de signal, c'est-à-dire que l'on a enregistré seulement une t ra
jectoire -B(.,u>o) du bruit B contre l 'hypothèse qu'il y a en plus 
un signal non nul appartenant à l 'ensemble 0 * des signaux de 
classe C 1 sur [0, +oo[ qui vérifient : lim (0(t) + Ô(t)) > 0 

ou lim (6(t) + 6(t)) < 0 dans le cas du premier tes t , ou à 

l'ensemble 0** des signaux non nuls de classe C1 sur [0, +oo[ de 
période connue P tels que 0(O) + <?(O) ^ 0 en ce qui concerne le 
second test. On utilise seulement les quant i tés X{tn^0)^n > 1 
pour une suite d ' instants d'observation ( t n ; n > 1) convenable
ment choisie. La démonstration repose sur une condition suffi
sante pour que deux hypothèses soient orthogonales, due à J . 
Geffroy, et qui porte sur l'éloignement des lois conditionnelles, 
au sens de la distance en variations. 

Classification A.M.S. : 62M02 - 60G15 

Mots-clefs : signal, processus de Ornstein-Uhlenbeck, test de détection. 
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I INTRODUCTION 

1) Posit ion du problème 

On reçoit à partir de l'instant initial t = 0 un signal qui est la somme d'un 

signal émis 0 = (0(t)\t > 0), qui est le signal utile que l'on voudrait récupérer, 

et d'un bruit aléatoire que nous supposons être, au début de l'article (section 

II, paragraphes 2 et 3), un processus gaussien centré quelconque (B(t)\t > 0), de 

covariance K connue, puis (à partir du paragraphe 3 de la section II) un processus 

de Ornstein-Uhlenbeck, c'est-à-dire un processus gaussien centré dont la covariance 

est donnée par : 

(1) Vt, s > 0 , K(t, s) = E(X(t) • X(s)) = e-!'"*1. 

Ce que l'on enregistre est donc une trajectoire du processus gaussien 6 + B, soit : 

(2) V* > 0, X(t,u>0) = $(t)+ B(t,u>0). 

La modélisation d'un bruit par un processus de Ornstein-Uhlenbeck est souvent 

utilisée. Rappelons d'une part que c'est le processus markovien gaussien station-

naire centré le plus général ([2] ; III.8.2, p.99), à deux coefficients d'échelle sur 

l'amplitude du bruit et le temps près, que l'on pourrait introduire et estimer dans 

un modèle plus élaboré, et d'autre part qu'il est solution de l'équation différentielle 

stochastique de Langevin (cf. [1] ; VIII.6 ou [2] ; X.4.b, p.335-336). 

La seule hypothèse a priori que l'on fait est que 6 appartient à un ensemble 

connu 0 de signaux possibles et le problème est de déduire de l'enregistrement 

(X(t^LJo)\ t > 0) le maximum de renseignements concernant le signal utile 6. Dans 

la section III, on propose deux tests convergents de l'hypothèse que le signal utile 

est nul, c'est-à-dire que l'on a enregistré seulement une trajectoire i?(-,uJo) du 

bruit (qui est un processus de Ornstein-Uhlenbeck) contre l'hypothèse qu'il y a 

en plus du bruit un signal utile non nul, lorsque l'hypothèse alternative 0*, puis 

0** est convenablement choisie (voir le résumé). On a cherché à ce que ces contre-

hypothèses soient aussi riches que possible, sous la condition que les tests restent 

convergents. Si la première contre-hypothèse 0* est apparue telle quelle pour des 

raisons techniques, la seconde est naturelle. Dans les deux cas, on voit apparaître 

le fait, propre au bruit de Ornstein-Uhlenbeck, que le signal 0 n'intervient que par 

0 + 0, alors que dans le cas d'un bruit brownien (cf. [6]), c'est par 6 qu'il intervient. 
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2) Discrétisation du modèle 

On ne se servira pas de tout l'enregistrement (X(t,u)0)\ t > 0) mais seulement 

de la suite (X(tn,o;o);n > 1) des mesures du signal reçu suivant la suite des 

instants d'observation T = {tn\n > 1) : 

(3) 0 < *i < t2 < • • • . 

Cette suite devra être choisie convenablement, et n'aura pas nécessairement la 

forme d'une progression arithmétique ; autrement dit, bien que B soit un processus 

gaussien stationnaire (dans le cas où c'est un processus de Ornstein-Uhlenbeck), 

la chaîne (B(tn)\n > 1) ne sera pas nécessairement stationnaire. Par contre 

elle restera markovienne, comme (B(t);t > 0), ce qui explique la simplicité des 

résultats obtenus. 

3) Outil mathématique utilisé 

Ce travail repose, comme on l'a indiqué dans le résumé, sur une condition 

suffisante d'orthogonalité de deux hypothèses multiples portant sur l'éloignement 

des lois conditionnelles au sens de la distance en variations, due à J. Geffroy ([3] ; 

th. 1). 

4) Notations et rappels 

Pour tout entier n > 1 et pour tout signal 8 , x^ = ( rc i , . . . , xn) désignera un 

n-uple réel quelconque, PQ la loi du vecteur aléatoire ( X ( t i ) , . . . ,X( i n ) ) ,iv<n) 

sa matrice de covariance. 

Si B est un processus gaussien centré quelconque qui vérifie : 

(4) V n > l , Det( tf<n>)^0, 

la loi PQ est une loi normale non dégénérée sur R n et la loi conditionnelle de 

X(tn) sachant que (X(ti),... ,X(tn-i)) = x^n~^ notée PQ " T est donnée, quels 

que soient l'entier n > 2, le signal 6 et le (n — l)-uple x^n~^ par : 

(5) PSln-l}=Ar(Mt(x^-^al) 

(6) Me(x^-^) = e(tn) - J2 «W>) - xj) 
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n - l 

(7) al = K(tn, tn) - Y, alK^ *«) ' 

les coefficients a " , . . . , aJJ—1 é tant eux-mêmes donnés par : 

(8) (^ , . . .^^) = ( ^ ( ^ , 0 , . . . , ^ ^ , ^ ) ) ( ^ ^ ) ) - 1 . 

Ces coefficients, ainsi que les variances conditionnelles o\ , n > 2 doivent donc 

ê t re considérés comme des données du modèle puisqu'ils ne dépendent que de la 

covariance connue K. Il en est de même des fonctions : fn : 0 —• R définies pour 

t ou t entier n > 2 par : 

(9) /nW = 0 ( O " £ «?*('>)• 

Ces fonctions permettent d'exprimer simplement les différences des moyennes con

ditionnelles qui interviennent dans les distances en variations entre lois condition

nelles : 

f V n > 2 , V x ( n _ 1 ) € R ( n _ 1 ) et V 0 O ) 0 i € ( 

\ J t f , 0 (* ( B _ 1 ) ) - M # , ( * ( " - 1 ) ) = /»(«o) - /» (* i ) 

V* < n _ 1 ) € R ( " - 1 ) et V60,6i£Q, 

L). 

5) A n t é c é d e n t s d e ce t art ic le 

Ce papier est une é tude parallèle à celle qui a été faite récemment par R. 

Moché ([6]) dans le cas où B est le processus du mouvement brownien. Notre 

deuxième test , par exemple, est le pendant du test de détection d'un signal dans un 

brui t brownien proposé par cet auteur . On trouvera aussi dans [6] une comparaison 

des résul ta ts obtenus avec le théorème de dichotomie de deux lois gaussiennes 

([7] ; cor. 8.3), et l 'on pourra se convaincre de l ' importance de la nature du bruit, 

no t re modèle et le modèle étudié en [6] étant radicalement différents, malgré leurs 

analogies. 

II R É S U L T A T S P R É L I M I N A I R E S 

1) Notre premier résultat servira de modèle aux démonstrations ultérieures . 

T h é o r è m e généra l B étant un bruit gaussien centré quelconque, soit 9Q et 9\ 

deux signaux vérifiant, relativement à une sous-suite (tn(*)î& ^ 1) ^ e ^a suite T 

des instants d'observation, la condition : 

(11) V f c > 2 , / „ o o ( 0 o ) < / „ < * ) ( * i ) . 
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Il existe alors un test uniformément convergent de l'hypothèse : 

0O = (0 ; 0 € 0 et Vfc > 2 , fn{k)(0) < fn(k)(00)) contre l'hypothèse : 

01=(O-eee et Vfc > 2 , /n(Jk)(tf) > fn{k)(0i)) si l'on a : 

(12) g ( / a (* ) ( g l )7 / w ( f c> ( g o ) ) a = +oo . 
Jfc=2 ^{k) 

m La distance en variations de deux lois de probabilité fj, et v sur ( R , £ ( R ) ) 

définie par : 

dv{n ; V) = 8M\KB) - v(B)\ ; B € 5(R)) 

vérifie l'égalité suivante, lorsque fi et v admettent respectivement des densités / 

et g : 

(13) dv(p ; u) = /z{/ > ff} - i>{/ > </} = M / > 9} - y{f > 9) • 

S'il s'agit de deux lois normales de même variance a2 > 0, cette distance s'exprime 

à partir de la fonction de répartition F de JV(0,1) par : 

(14) d v M m , a 2 ) ; ^ ( m V ) ) = 2 F ( l ^ ^ ) - 1 . 

La distance en variations des deux lois conditionnelles PQQ et P £ est 

donc, compte-tenu de (5), égale à : 

d i±i 2J\M9M
nW~l)) ~ M$.[xW>-»)\\ 1 

n(fc) V 2(T"(*) / 
soit, d'après (10) et (11) : 

(15) dn(k)=2F(f"^-f^6o))-l. 

De plus, le borélien Sn(jt)(a;(n^*)-1^) de la forme {/ > g] qui sépare le mieux, au 

sens de (13), les deux lois conditionnelles considérées est égal à : 

1 . ( i - M ^ ^ W * ) " 1 ) ) ) 2 ^ 
.. g J *U iJ.— ^ 

' V2ncrn(k) 2<7n(fe) 

V2Ïï<7n(k) 2<Jn(fe) J 

{• 
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soit, tous calculs faits, compte-tenu de (6), (10) et (11), égal à : 

n(fc ) - l 

(16) fl^xW^1)) =] - oo ; ±(fnW(Oo) + /»W(tfi)) + J2 alW ' ^ 1 ' 

Par conséquent, nous avons, d'après (13) : 

{ VJb>2 , 

psr^ (BnW^k^))=dn{k)+pe*r^ (Bn{k){xw-»)). 

Il est clair que pour tout entier k > 2, nous avons : 

J M . j M " ^ " " (BnW(x«V-VJ) 

_ JfnW{60) + fn(k){6,) - 2fn(k){6)\ 
\ 2o-n(t) J ' 

qui est une fonction décroissante de /„(*)(#). Il en résulte, par définition de 0O et 

de 0 i , que la formule (17) s'étend comme suit, pour tout entier n > 2 : 

(18) Min (P?~~l\Ba{xl»-»)) ; 6 € 0O) = Pn + dn , avec : 

(19) Pn
 d ^ p„(*i) = Max (pfl"-l\Bn{xl"-»)) ; 6 e 6 , ) , 

à condition de poser, pour tout entier n > 2 n'appartenant pas à la suite extraite 

(n(k) ; k > 2) : 

<i„ = 0 et Var (n-1),JBn(ar (n-1)) = R . 

En appliquant le théorème de J. GefFroy, ce qui est justifié par (18) et (19), et 

après avoir remarqué que si dn ^ 0, pn + \dn = § , on obtient que la suite des 

boréliens (C„ ;n > 1) définie par : 

(20) Cn = {*<»> ; f > • 1 B J ( , O - I > , ( * ; ) > 1 £ > } 

vérifie : 

f Vn > 1 , Inf(P<n)(C„) ; 6 € 0„) > 1 - c" f ^ . , d> f Vn > 1, 

Sup(P,(n)(C„) ; « € 0 i ) < e _ f ÏÏ-,'? 
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Au lieu du théorème de J. Geffroy, on peut utiliser un théorème de R. Moché (voir 

[5] ; th . 2). Le coefficient | provient d'ailleurs de l 'application de ce théorème. 

Mais c'est la seule amélioration qu'il apporte dans ce cas particulier. 

D'après (15), les suites (dn(k) ; k > 2) et ( ^ l - ( / n ( f c ) ( ^ ) _ /„ ( J f c )(*0)); * > 2) 

convergent toutes les deux vers 0 ou ne convergent ni l 'une ni l 'autre vers 0, quand 

k tend vers +00 . 

Dans le premier cas, dnW et ^ - ^ ^ (fn(k)(0i) - fn(k)(0o)) sont des in

finiment s peti ts équivalents, quand k tend vers + 0 0 . Pa r conséquent, la série 

Sfc>2 n̂(Jfc) e** l a s^ r* e (1¾ sont toujours de même na ture . Si cet te dernière di

verge, on a donc : 
+00 +00 

£ ^ = £<*) = +°°> 
>=2 * = 2 

ce qui implique, d'après (21), que : 

' Inf(P<B)(C„) ; 6 € 0 „ ) • 1 
n—>+oo 

Sup(P^n)(C7n) ; 0 € 0 i ) • 0 . 

Autrement dit, ( C n ; n > 1) est la suite des régions d 'acceptat ion d 'un test 

uniformément convergent de l 'hypothèse ©o contre l 'hypothèse ©i . • 

2) R e m a r q u e s 

a) Les hypothèses ©o et ©i jouent des rôles symétriques, et ( R n — Cn ; n > 1) est 

de même la suite des régions d'acceptation d 'un test uniformément convergent de 

©i contre 0 O . 

b) La condition (12) (et de même la condition (25) ci-dessous) implique que 0\ —9$ 

n'appart ient pas à l'espace autoreproduisant associé au bruit B et par conséquent, 

implique que les lois P#0 et P$x de X sous respectivement les hypothèses 6 = 6Q et 

0 = 01 sont orthogonales (cf. ([7] ; cor. 8.3) pour le théorème général de dichotomie 

exprimé en termes d'espaces autoreproduisant s, et ([6] ; II.3) pour l 'application 

de ce résultat dans le cas d 'un bruit brownien). Ces méthodes ont été introduites 

en théorie du signal par N. Kailath ([4]). 
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3) Cas où le bruit B est un processus de Ornstein-Uhlenbeck 

Dans ce cas particulier, on sait (cf. [2] ; III.8.e, p.99) que, quel que soit l'entier 
n > 2 , on a : 

\<rl = 1 - e-2(«»-'->> . 

Il en résulte que, pour tout signal 6, on a, à partir de (6) et de (9) : 

,W = «(t,)-e-<«--«->)«(tlt_1) 

, M ^ " " 1 ) ) = 0{tn) - e-<«--f—>(«(tn_,) - *»_ , ) . 
(23) ( ^ 

4) On peut donc traduire comme suit le théorème précédent : 

Théorème 2 On suppose que le bruit B est un processus de Ornstein-Uhlenbeck 

et que la différence 6 = 0X — 00 de deux signaux 00 et Oi vérifie les inégalités 

suivantes : 

(24) Vn > 2 e ' » - ^ . ! ) < el-ë{tn), 

relativement à une suite d'instants d'observation (tn\n > 1). Alors, pour qu'il 

existe un test uniformément convergent de l'hypothèse : 

Qo = (0;9zeet e«-tf(tn) - e(—*(*„_,) < e'»0o(t„) - e ' - ' V n - i ) ) 

contre l'hypothèse : 

©i = (0; 0 € 0 e< ef»0(t„) - e«—*(*„_i) > ««-«,(«„) - ef—»«,(«„_!)) 

(25) g (.-»„)-e--.^.,))^ 
n = 2 

5) Remarque 

Les formules (22) et (23) montrent, comme nous l'avons annoncé dans l'intro

duction, que la chaîne (X(tn) ; n > 1) est markovienne. C'est ce qui explique la 

simplicité du critère (25) et des résultats suivants. 
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III TESTS DE DÉTECTION D'UN SIGNAL 

DANS U N BRUIT DE ORNSTEIN-UHLENBECK 

1) Pour le premier test, nous utiliserons les notations suivantes : 

- 0* est l'ensemble des signaux 0 de classe C1 sur [0 ; +oo[, qui vérifient : 

(26) ïïm" (ô(t) + è(t)) < 0 ou lim (0(t) + 6(t)) > 0 , 
É-+ + OO «-» + 0 0 

- pour tout signal 0 et pour tout couple d'entiers r et s tels que : 1 < r < s , PQS 

désigne la loi du vecteur aléatoire (AV,.. . , X3) , 

- pour tout entier m > 1, Cm est le borélien de R m constitué des m3-uples x^m ^ 

vérifiant les deux inégalités suivantes : 

e - l \ m 3 - l 

(27) 
Card fi ; 2 < j < m3 et e • Xj - XJ-I < ——j > 

2 
e — 1\ m3 

Card f j ; 2 < j < m3 et e • Xj — Xj-i > — - — J > 

La suite ( a m ; m > 1) étant définie par : 

(28) *.ii.-*ir(sji/î!i) 

on utilisera le fait que : 

(29) (m3 - l ) o £ — ^ +oo puisque : (m3 - l)o£, ~ ^ — - • ̂ - • 
m—>-|-oo m—•-foc e + 1 Z7T 

2) Notre premier test est décrit dans le résultat qui suit : 

Théorème 3 Le bruit B étant un processus de Ornstein-Uhlenbeck et l'hypothèse 

générale 0 étant égale à {0} UQ*f il existe un test convergent de l'hypothèse que 

l'on ne reçoit pas de signal contre l'hypothèse que l'on reçoit un signal appartenant 

à 0*. 

La suite des régions d'acceptation de l'hypothèse nulle de ce test est la suite 

{Cm ; m > 1) définie ci-dessus, et qui vérifie : 

(30) V m > l , P 0
( m + 1 ' m + m S ) (C m ) > 1 - 2 6 - 2 ^ ^ 

(31) pour tout signal 0 de Q*, dès que m est assez grand, on a : 

pJm+l,m+m') ( C m ) < , - î ^ ^ 
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• a) Pour tout entier m > 1, on considérera les hypothèses S+ et S~ définies 

par : 

S+=(0;0ee et Vi > m,6(t) + à(t) > —) 
< m 

Sm = (e;6eQ et Vt > m,0(*) + tf(t) < -—) v m 

Il est clair, d'après (26), que : 

(32) S+VS- î 0*. 
m—»+oo 

b) Dans cette partie de la démonstration, m désigne un entier positif quel

conque fixé. Supposons que les observations se font aux instants (i™ = m + n ; n > 

1) et, en nous référant aux notations de la démonstration précédente, posons : 

0o = 0 et 0! = •£. 

La condition (24) du théorème 2 est trivialement vérifiée par 0 = - ^ , ainsi que 

la condition (25) puisque l'on a : 

^(eC^-eC- .^ . , ) )^ +25 e_i 

^ e 2 c _ e » r . , L*. (e + i)m2 
n—Z n=2 N ' 

S(e + : = +oo. 

Les deux hypothèses ©0 et &i se séparent donc asymptotiquement uniformément 

suivant la suite (C™'+; n > 1) des cylindres définis, conformément à (20) par : 

(33) C»-+ dif {.W ; f > • lBj(,w-o,(*i) > J E ' ; ) > 
i=2 >=2 

où, quel que soit l'entier j > 2, et d'après (15), (23) et (28), on a : 

<34> "'-'"(èi/ilTJ-1—•• 
On en déduit, d'après (21), que ces cylindres satisfont à : 

(35) / V " ^ 1 ' ^ n , ( C + ) i ^ 0 o ) > l - e - ^ a » 

\ Sup(p(")(C--+) ; « e 8 , ) < e " 2 ^ ^ 

où PQ désigne la loi du vecteur (X(t?)>..., X(t%)), soit la loi du vecteur 

(X(m + 1 ) , . . . , X{rn + n)) conformément aux notations précédentes. 
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Les cylindres C^'"1",?! > 1 sont en fait très simples puisque, d'après (16) et 

(23), on a : 

Vj > 2 et Va:(j), lB (XU-I)\(XJ) = 1 «=> e • xj - a;,_i < , 

ce qui permet d'écrire, puisque tous les dj , j > 2 sont égaux (cf. (33) et (34) ) : 

f V n > 2 

( 3 6 ) \ C?>+ = (xW;CardO";2 < j < n et e • *,- - *,-_, < ^ ) > ^ ) . 

Par définition de S+, pour tout signal ê de Sm et pour tout entier n > 2, on a : 

e ' - * ( C ) - e ' " - ^ * : . , ) = / " e\0{t) + è{t))dt 

1 /*" 
> — / e*dt 

m 

Cela signifie que S+ C ©i, si bien que, au lieu de (35), on retiendra : 

j V h > l , P o ^ C ^ ^ l - e - 5 1 ^ ^ 

\ SuP(P<n)(cr+) ;0est)< e"2^-™ . 

On démontrerait de manière analogue que les cylindres C™'~ , n > 1 définis par : 

C™-- d i f (*<"> ; CardO ; 2 < j < n et e • z , - x ^ > - ^ ) > ^ ) 

vérifient : 

( 3 g ) f v h > l , P „ W ( C - ) > l - e - ^ » 

La suite des cylindres C™ d= C™'+ n C™~ , n > 1 satisfait donc, d'après (37) et 

(38), les inégalités : 

(39) J ^ 1 ' i J o ( n ) ( C " ) > l - 2 e - £ I : ! ^ ' 

\ Sup(Pjn)(C™) ; 0 e S+ U S") < e - ^ ° l 

c) Considérons maintenant les cylindres Cm^m > 1 introduits ci-dessus. 
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Puisque l'on a, d'après (27) : Vm > l , C m = C£3 , on peut écrire (39) sous la 
forme : 

{ 
V m > l , P0

( m + 1 'm + m S>(Cm) ^ 1 - 2 6 - 2 1 2 ^ ^ 

SMPim+1'm+ma\cm) ; 6 e 5+ U 5") < e " * ^ ^ , 

autrement dit, les inégalités (30) et (31) du théorème 3 sont prouvées, compte-tenu 

de (32). 

Si on considère le test de l'hypothèse qu'il n'y a pas de signal utile contre 

l'hypothèse qu'on en reçoit un appartenant à 0 * , ( C m ; m > 1) étant la suite des 

régions d'acceptation de l'hypothèse nulle de ce test, (30) et (31) signifient que son 

niveau et sa puissance convergent respectivement vers 0 et 1. Il s'agit donc bien 

d'un test convergent. m 

3) Mise en œuvre de ce test 

Etant donné a ,0 < a < 1, on choisit d'abord un entier m > 1 tel que : 

*-«*»< s . .- ,»•. «Hèv^) - x)' * !-*!>. 
Ensuite, on mesure X(tyu)0) aux instants m + 1 , . . . ,m + m3 et on obtient le 

m3-uple : 

(z i , . . . , a ; m 3) = \X(m + 1,0^),...,-^(171 + m3, u;0)V 

On calcule alors les nombres : 

Ni = Card(j ; 2 < j < m3 et e • x j - x^x < ^ - - ^ ) 
2m 

iV2 = Card(j ; 2 < j < m3 et e • Xj - xHl > -^-^-) . 

Si Nt > ^ - 2 ^ et N2 > z^f1, on accepte l'hypothèse qu'il n'y a pas de signal ; 

sinon on admet qu'il y en a un, appartenant à 0*. Si, par exemple, 0* est un 

ensemble d'alarmes, la probabilité de fausse alarme est alors majorée par a, qui 

est le niveau du test, tandis que l'on ne peut rien dire de la probabilité de conclure 

à tort qu'il n'y a pas d'alarme, puisque notre résultat est seulement un résultat 

asymptotique. 

4) Pour le deuxième test, nous utiliserons les notations suivantes : 
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- 0** est l 'ensemble des signaux 6 non nuls, de classe C1 sur [0, +oo[ , qui admet ten t 

une période donnée P > 0 et qui vérifient : 

(40) 0(0) + 0(0)^0, 

- pour tout couple d'entiers positifs m et fc, et pour tout signal 0, on notera PQ ^ 

la loi du vecteur aléatoire 

(X0iX^>XPiXP+^>-'>>X(k-i)P,X(k-1)P+-^) , 

- pour tout entier m > 1, Cm sera le borélien de R 2 m const i tué des (2ra4)-uples 

x(
2m ) vérifiant les deux inégalités : 

Ca rd f j ; 1 < j < m4 et e"^^ • x2j — x2j~i < -—(e^1 — 1) ) > — -
(41) l V 2 m ' 2 

C a r d n ; 1 < j < m 4 et e^Tï • x2j — a:2j-i > — -—(e '^Tï — 1) J > 
^ V 2m / 2 

La suite (/?m ; m > 1) étant définie par : 

on utilisera le fait que : 

(43) m4Pm — • +oo puisque : /3 m ~ . 
m—*+oo m—>+oo 2y/7rm*f* 

5) Notre deuxième test est décrit dans l'énoncé qui suit : 

T h é o r è m e 4 Le bruit B étant un processus de Ornstein-Uhlenbeck et l'hypo

thèse générale 0 étant égale à {0} U ©**, la suite des cylindres Cm,m > 1 

définis ci-dessus est la suite des régions d'acceptation de l'hypothèse nulle d'un 

test convergent de l'hypothèse que l'on ne reçoit pas de signal contre l'hypothèse 

que Von reçoit un signal appartenant à ©**. 

Plus précisément, les cylindres Cm,m > 1 vérifient : 

(44) V m > l , Pfâ\Cm) > 1 - 2e-à*m4& 

(45) Pour tout signal 0 de ©**, dès que m est assez grand, on a : 
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• a) Pour tout entier m > 1, on considérera les deux hypothèses T+ et T~ 

définies par : 

T+ = (0 ; 0 G 0 " et Vt G [ 0 , - ¾ , 8(t) + 6(t) > - ) 
m + l m 

T " = ( 0 ; 0 € 0 " et Vt G [0, - £ - ] , 0(t) + 0(t) < - i ) . 
m + l m 

Il est clair, d'après (40), que : 

(46) 0 " = lim Î ( T + U T " ) . 
m—*-f-oo 

b) Dans cette partie de la démonstration, m désigne un entier positif quel

conque fixé. Supposons que les observations se font aux instants (t™ ; n > 1) 

définis par : 

(47) Vfc. > 1, *S-i = (fc - 1)P et t a = (fc - 1)P + —^-r • 
m + X 

et, en nous référant directement aux notations du théorème général, posons : 

(48) 0O = 0 , 0! = S = — et VJfc > 1, n(k) = 2k. 
m 

Pour tout signal 6 de ©**, nous avons, d'après (23) : 

Vfc > 1, /n(fc )(0) = 0 (C ( t ) ) - e - ^ - ' - w - t y C w - i ) , 

soit, en utilisant (47) et la périodicité de 6 : 

(49) Vfc > 1, /„(fc)(0) = 0 ( - 4 - r ) - e - ^ r . 0(0). 
m + 1 

On en déduit, compte-tenu de (48), que : 

Vfc > 1, 0 = /„(*)(0o) < /„(*)(0i) = ^ ( 1 - e-&) 

^ ( / n W ( ^ ) - / n W ( g o ) ) 2 _ ^ ( 1 - e - ^ T ) 2
 = | c j 

Les hypothèses (11) et (12) du théorème général sont donc satisfaites . Par 

conséquent, il existe un test uniformément convergent de l'hypothèse 0o contre 

l'hypothèse ©i. Pour décrire ce test posons, comme précédemment, et quel que 

soit l'entier k > 1 : 

( 1 _ e~7^Tî \ 

, - 1 = A», 
2 m y i - e - 2 ^ / 
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d'après (15) et (42). 

(50) flnwC*0**'-1*) =] " ° ° , ^ ( 1 - e ~ ^ ) + e - ^ r . ^ , ^ ] , 

d'après (16) et (22). Les cylindres introduits par (20) s'écrivent : 

3 K = {*(n(fc)) ; E iB„W)(x<»«,-.))(*„o)) > ^fc} » 

soit d'après (50) : 

(51) 
P 

C%+ = { *<"> ; Card(j ; 1 < j < k et e ^ r . X2j _ „ . . , < e m ^ ~ *) > 1} 

Continuant à suivre la démonstration du théorème général, on applique le théorème 

de J. Geffroy, ce qui donne : 

(52) { ^ " 1 ' I n f ( P S ( C " +) ; $ G Qo) - l ~ e _ f M ™ 
\ Vfc > 1, S u P ( p W ( C £ + ) ; 0 G 0 , ) < e -«*« . . 

Par définition de T+ et d'après (49), tout signal 0 de T+ vérifie : 

Vfc 
P 

> 1, /»(*)(*) = * ( — y ) - e - ' * 1 • *(0) 
+ : 

= e~ m+» 
r m+1 
(^ e\0{t) + è(t))dt 

Jo 
P l p 

> e m+i . — . (e"»+i _ i ) 
m 

= /n(fc)(0l). 

Cela signifie que T+ C ©i et permet de ne retenir de (52) que : 

fvfc>l ,P0^(C27+)>l-e-f^ 

\ Vfc > 1, Sup(P^(C2
m

fc '+) ; 0 G T+) < e - t * ^ . 

On démontre de manière analogue que : 

(Vfc > l ,P 0
( ,U(C 2 7- )> l -e - f^ 

\ Vfc > 1, Sup(PS(C27") ; 0 G T") < e " ! ^ 

les cylindres C££'~,fc > 1 étant définis par : 

P 

C™>- d i f {*("> ; Card(j ; 1 < j < k et e ^ . X2j _ ^ J . _ 1 > - 6 ^ - 1 ) > }̂ • 
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D'après (41), on a, quel que soit l'entier m > 1 : Cm = C™^ C\ C ^ T • Par 

conséquent, d'après (53) et (54), la suite des cylindres (Cm ; m > 1) vérifie : 

Vm > 1, Pfâ\Cm) > 1 - 2 e " f - V i 

Vm > 1, Sup(Pi> ' ;4)(Cm) ; 0 G T+ U T") < e-f"*4^ 

(44) est donc satisfaite, ainsi que (45), en utilisant (46). On peut finalement en 

conclure, d'après (43), que le test décrit dans le théorème 4 converge. • 

t 
6) Remarques 

a) La mise en œuvre de ce test appelle en gros les mêmes remarques que le test 

précédent. Il s'agit d'un résultat asymptotique. 

b) Comme nous l'avons déjà signalé de manière plus générale (voir II.2.b), les 

contre-hypothèses 0* et 0** ne rencontrent pas l'espace autoreproduisant du 

processus de Ornstein-Uhlenbeck. 
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