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Résumé : Le but de cet article est de rassembler quelques anciens et nou­

veaux résultats sur les propriétés des puissances d'une distance* On insis­

te sur le problème de l'existence d'une représentation euclidienne pour la 

puissance d'une distance. On établit une généralisation du lemme de Schur 

sur le produit d'Hadamard de deux matrices, le dernier paragraphe étant 

consacré à des applications, en analyse des données, de ce résultat. 

Abstract : The aim of this paper is togather some olds and news results 

on the properties of the power of a distance. The problem of the existence 

of an euclidean représentation for such a power distance is emphasize. A 

généralisation of the Schur 's lemma on the Hadamard product of matrices 

is given, the last section being devoted to applications, in data analysis, 

of this results. 
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0 - INTRODUCTION 

Etudier les propriétés des puissances d'une distance est une idée qui 

vient assez naturellement à l'esprit, que ce soit à partir de la structure 

des métriques de Minkowski (D.), ou à partir des transformations monotones 

de distance, dont les puissances sont un cas particulier intéressant. 

Dans un premier paragraphe, on tente de faire le point sur l'état de 

la question, rassemblant des résultats, anciens pour certains, mais souvent 

mal connus, le plus typique étant sans doute le résultat de Schoenberg sur 

les puissances d'une distance euclidienne. 

Le second paragraphe est tout entier consacré à une généralisation du 

lemme de Schur sur l'aspect semi défini positif du produit d'Hadamard de 

2 matrices. 

Cette généralisation est utilisée dans le paragraphe 3, tant pour don­

ner des démonstrations nouvelles, dans une optique d'analyse des données, 

de résultats connus, que pour donner des propositions nouvelles. 

Dans ce qui suit, le terme de dissimilarité fera toujours référence à 

une matrice carrée à termes réels positifs, symétrique, et à diagonale 

nulle ; le terme de distance s'entendra comme une dissimilarité dont les 

éléments vérifient l'inégalité triangulaire et l'axiome de séparabilité : 

Une dissimilarité D = (D. .) sera dite euclidienne si et seulement si 
* J 

il existe n points M. ... M d'un espace euclidien vérifiant 

H M i M j l l = D i j 

1 - QUELQUES RESULTATS ET PROPOSITIONS 

La plupart des résultats ci-dessous sont plus ou moins connus. Il nous 

paraît cependant utile de les réunir et les complémenter par des proposi­

tions nouvelles. 
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teàvJUaZ 1 (cf. par ex L15]) 

Si D = (D^) est une distance, alors 

V Q < a < 1 D01 = (D*?.) est une distance. 

Le résultat, immédiat, découle de ce que 

0 4 ai 1 (a + b ) a < aa + ba 

Comme corollaire de ce résultat nous tirons la proposition: 

Proposition 1 

Pour toute dissimilarité D = (D..) il existe un réel positif 

p ^ 0 dépendant de D, et appelé "index de distance" tel que 

D a = (D'JJ soit une distance pour a ̂  p et ne le soit pas pour 

a > p. 

Le résultat précédent implique que s'il existe p6R + tel que Dp soit une 

distance, alors Vq < p, Dq est une distance. Comme limite D a est une dis-
/ 0 0 Û-* 0 

tance (D^ = 0, D^. = 1 pour i ^ j ) , on est assuré de l'existence d'un tel 
P. 

On remarquera qu'une dissimilarité est une distance si et seulement 

si son index est supérieur ou égal à 1. On obtient également une caracté­

risai on des ultramétriques. 

MsuJttat 2 BROSSIER, LE CALVE [3] 

D est une ultramétrique si et seulement si son index de distan­

ce est infini. 

Si D est une ultramétrique l'inégalité 

D... < Max(D.jk, D.k) entraîne évidemment que 

Dij < MaX(°ik» Djk> *>• 

D a est donc une ultramétrique, et a fortiori une distance, ce qui implique 

que l'index d'une ultramétrique est infini. 
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Réciproquement, en supposant que D-- soit la plus grande des trois 

distances D i k, D j k, D^., l'inégalité 

Dij < D<?k + Djk Vot équivalente à 

D a D a 

ij ij 

n'est possible pour tout a que si D^. = D^ ou D,. ce qui entraîne que D 

est une ultramétrique. 

Remarquons de plus que, toute distance ultramétrique étant euclidienne 

(cf [9]), 1'ultramétrique peut également se caractériser comme la seule 

distance dont toutes les puissances soient euclidiennes. 

Cette constatation amène naturellement la question suivante : Toute 

distance admet-elle une puissance qui soit euclidienne ? Nous verrons plus 

loin qu'il est possible d'apporter une réponse positive à cette question 

et donc de créer un index d'Euclide. Depuis la première moitié du siècle 

une conjecture, cf. par exemple [15],assurait que cet index était égal à 

la moitié de l'index de distance, ce qui se formulait 

"La racine carrée d'une distance est toujours euclidienne". 

En 1936 Blumental apporte sa contribution à cette conjecture en démon­

trant le résultat suivant : 

RisuJUaZ 3 : Propriétés des quatre points 

Sur quatre points la racine carrée d'une distance est toujours 

euclidienne. 

Propriété à rapprocher de la propriété des trois points, affirmant que sur 

trois points toute distance est euclidienne. 

Il est possible d'apporter une réponse définitive à cette question. 

Proposition 2 FICHET - LE CALVE (non publié) 

Sur plus de quatre points la racine carrée d'une distance n'est 

pas toujours une distance euclidienne. 
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Il suffit de considérer le contre exemple suivant 

Soit D = 

A 

B 

C 

D 

E 
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0 

1 
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1 
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1 

2 
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1 

0 

1 

E 

1 

1 

2 

1 
0 

D est une distance, D^ aussi (ne serait-ce qu'en appliquant le résultat 

1), mais D-5 n'est pas euclidienne,-
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E 
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1 

/2~ 
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1 
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/2 
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/2 
1 
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1 

^ 
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f 
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0 
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E 

1 

1 

/2 
1 

0 

Les quatre points ABCD forment une figure plane, un carré de côté 1 : 

E à égale distance de A, B, D ne peut donc 

se situer que sur l'orthogonale au plan pas-
1 sant par 0. Auquel cas on aurait EA = EB = EC 

= ED, ce qui n'est pas le cas. 

Le résultat 3 peut cependant s'étendre à plus de quatre points, mais 

il faut particulariser le type de distance. 

On a déjà vu que c'était le cas pour la distance ultramétrique, dont 

toutes les puissances sont euclidiennes, et on en verra d'autres plus 

loin. 

1.1 - Distances quadrangulaires 

Une généralisation intéressante de la distance ultramétrique est la 

distance quadrangulaire (encore appelée : distance additive d'arbres, 

distance arborée, distance quadripolaire, etc . . . ) . 
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Vi^lvûXJjon 

Une distance est dite quadrangulaire si et seulement si elle 
vérifie 1'inégalité : 

Vl.J.k.t: D i j-D k J l<Max(D i k + Djr D u + D j k) 

Cette distance admet comme représentation un graphe planaire que l'on 
appelle arbre additif [13], [15] et dont voici un exemple, constituant 
d'ailleurs la configuration de base pour quatre points. 

A 

B 

C 

D 

A 

0 

4 

5 

4 

B 

4 

0 

7 

6 

C 

5 

7 

0 
3 

D 

4 

6 

3 

0 

La convention de lecture disant que la distance entre deux points est 
égale à la longueur de l'unique chemin qui les relie : 

DAC = l̂ l + lMNl + lNCl 
Le cas particulier où l'inégalité quadrangulaire est une égalité est connu 
sous le nom de "distance à centre" cf. [10]. Pour n points, elle admet la 
représentation en étoile ci-dessous avec la même convention de lecture que 
précédemment . 

1 

On a le résultat suivant 

Résultat 4 LE CALVE [10] 

La racine carrée d'une quadrangulaire est euclidienne et de 
dimension maximum. 
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Rappelons que si D est euclidienne sa dimension est égale à la dimen­

sion de l'espace afine engendrée par les points de Tune quelconque de ses 

images euclidiennes. 

Par dimension maximum, nous entendons que pour n points sa dimension 

est n-1. 

La démonstration repose sur 3 remarques importantes en elles-mêmes (cf..[3]). 

La première est que l'additivité en D se traduit par Torthogonalîté 

en D*2 : 

DAB " DBC + DAC 

est le théorème de Pythagore en D?5 

(DAB>2 • <DBC>2 + <DAC>2 

La seconde concerne l'inégalité qui sert à définir la distance quadran­

gulaire. De manière analogue à ce qui est fait pour 1'ultramétrique, il 

est possible de montrer que l'inégalité est équivalente (à une permutation 

près sur les indices) à 

D. . + D. = D- + D. • ^ D-, + D . U k£ uu kj ̂ uik uu 

RemaMut 3 : 

A,B,C,D étant quatre points d'un espace euclidien, la formule du qua-

drangle dit que : 

2(AB, CD) = AD2 + BC2 - AC2 - BD2 

(si on identifie dans cette formule B et C on retrouve la formule bien con­

nue du triangle). 

Il est clair que dans la métrique D^ la formule devient : 

2(AB- CD)Dîg = AD + BC-AC-BD 
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et donc, d'après la remarque 2 que, dans une quadrangulaire tout 

quadrilatère possède deux côtés opposés orthogonaux. Ceci entraîne la 

dimension maximum. 

1.2 - Distances euclidiennes 

Après les ultramétriques et les quadrangulaires, il est logique de 

s'interroger sur les euclidiennes elles-mêmes. 

Il appartient à Schoenberg d'avoir apporté en 1937, une réponse à ce 

problème en démontrant : 

Risultat 5 SCHOENBERG [15] 

Soit D une distance euclidienne, alors Va < 1 

D a est une distance euclidienne de dimension maximum. 

Ce résultat, bien qu'ancien déjà, semble peu connu. Schoenberg qui se 

situe dans un tout autre contexte, en donne une démonstration analytique, 

utilisant la notion de "fonction semi définie positive" qu'il introduit 

et étudie. 

La démonstration que nous allons donner, outre qu'elle nous semble plus 

simple, repose sur une généralisation du lemme de Schur à propos du pro­

duit d'Hadamard de deux matrices semi définies positives. 

2 - UNE GENERALISATION DU LEMME DE SCHUR 

Rappel 1 

Pour montrer qu'une distance est euclidienne on utilise la "forme asso­

ciée à D". 

Soit D une matrice (nxn) carrée symétrique réelle à diagonale nulle 

et M un point quelconque mais fixé. La forme associée à D au point M est 

la matrice 

w M(D>ij • 21 «Vli + DMj " Dij) 

Schoenberg (1935 [14]) montre que une CNS pour que D soit euclidienne est 

que W (D ) soit semi définie positive (en abrégé SDP), c'est-à-dire : 
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VX£R n Y W M(D 2).. X.X.- > 0 
ij J J 

La dimension de l'espace de représentation est égale au rang de la matrice 

W M(D 2). 

A propos de la paternité, douteuse, de ce résultat, John S. Lew [11] 

donne les précisions suivantes "résultat noté par Gauss (1831) dans le 

cas de trois dimensions, et prouvé par Dirichlet (1850) dans le cas de n 

dimension et exposé sous cette forme par Minkowski (1891), de nouveau men­

tionné par Frechet (1935) pour des espaces deHilbert et appliqué par 

Schoenberg (1935, 1937) à la géométrie métrique". 

Plus tard Torgerson (1958) propose de prendre pour M le centre de gra­

vité de la figure engendrée, c'est-à-dire le point G défini par : 

D 2 . = 1 y D 2 . - - L y D2. 
G1 n j 1J 27 h 1J 

RappzJL 2 Produit d'Hadamard 

A et B étant deux matrices n x p leur produit d'Hadamard est la matrice 

C = A * B définie par C. . = A.. . B,,. 

i j i j i j 

Il s'agit du produit terme à terme des deux matrices. En 1911 Schur 

démontre le résultat suivant. 

L&mmz dt Schur L16J 

A et B étant deux matrices carrées symétriques SDP leur produit 

d'Hadamard est SDP. 

On sait d'autre part que la somme de deux matrices SDP est elle-même 

SDP. On est donc assuré que si A est SDP, il en est de même pour t C A r, 
*r ième r=Q 

Cr >/ 0 ; A désignant la puissance r de A au sens d'Hadamard. 

Il est donc possible d'étudier les séries entières, à coefficients 

positifs, de matricesSDP. On a le résultat : 
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Proposition 3 lemme de Schur généralisé 

Soit t->f(t) une fonction réelle, développable en série entière 

à coefficients positifs, de rayon de convergence R et continue en 
t = R 

f ( t ) = l C t r Vt < R 
r=o 

Soit A = (ai - ) , a.j. ̂  R une matrice carrée symétrique (nxn) 

SDP. Alors 

l) La matrice B = (B.^) où B ^ = ffa^) est SDP 

ii) La CNS pour que B soit DP est que A vérifie la condition 

(C) (DP : définie positive). 

Condition (C) 

A, matrice SDP, vérifie la condition (C) si et seulement si VX£ Rn il 

existe un entier r, pouvant dépendre de X, tel que : 

l Xi a iJ Xj - XT A*r X > 0 

Démonstration 

Elle se fait en considérant deux cas : 

l£!L22£ • si a. . < R Vij alors B = f(A) = I C A*r , 

XTBX = l C XT A*rX > 0 
r 

puisque, A étant SDP, il en est de même de A*r (lemme de Schur), 

D'autre part B SDP non DP est équivalent à : 

il existe XéR n tel que X*BX = 0 et donc 

il existe X tel que XtA*rX = 0 Vr 

ce qui démontre le lemme dans le cas 1. 

2ème_cas : il existe des couples ij tels que A.. = R 
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Posons : 

la matrice B est SDP d'après le cas 1 

B£ = ( B i j ) £ avec ( B ^ - f C a ^ l - e ) ] 

SDP d'après le cas 1. 

Comme la continuité de f(t) en t = R implique : 

Pour tout X posons 

limite XTB X = XTBX , B est SDP 

gx(e) = X
TB£X = J Cr(1-e)

r XTA*rX 

La condition C est alors équivalente à gx(e) et strictement décroissante. 

Il en découle 

XTBX = limite XTB X > XTB X \ 0 
* E £ * E + O 

et donc B est DP si et seulement si la condition (C) est vérifiée. 

REMARQUES SUR LA CONDITION C 

Remarque. 1 

La condition (C) porte sur A et non sur f. Si donc g et f sont deux fonc­

tions vérifiant les conditions du lemme g(A) est DP si et seulement si f(A) 

est DP. 

Remarque. 2 

Dans la pratique la fonction f pour laquelle on étudie la positivité 

de f (A) , appartient souvent à une famille plus vaste f . La remarque pré­

cédente ramène alors la condition (C) sur A à la même condition sur l'en­

semble des {f^} ou même sur limite ( f J . 

*r 
rJ r * r' 

C'est ainsi que pour la famille fr(A) = A
 r on a : 

Remarque. 3 

- Si limite (A ) = I, A vérifie la condition (C). En effet dans 

ce cas : 

VX limite (XTA*rX) = X*X = ||X||2 > 0 

et donc il n'existe pas de X tel que A rX = 0 Vr. Ce résultat peut s'étendre 
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- Si il existe k > 0 tel que limite k A = 1 , A vérifie la con-

dition (C). Il suffit de poser B = kA ; B est DP et les valeurs propres de 

A sont r celles de B. 

- Si il existe une matrice M de rang 1 telle que limite (M r * A r) 

= I, alors A vérifie la condition (C). 

En effet VX il existe Y tel que XTAX = Y TM*AY, ce qui entraîne le 

résultat en appliquant la remarque 3, premier point, à la matrice B = M * A . 

Proposition 4 

Soit S une matrice carrée symétrique à diagonale positive, véri­

fiant S-. > |S^| pour tout ij. Alors S vérifie la condition (C). 

Posons : 

R - - ? U — 
1J /s.. S., 

n JJ 

La matrice R a tous ses éléments diagonaux égaux à 1 et ses éléments non 
*r 

diagonaux strictement inférieurs à 1. Elle vérifie limite [R ] = I. En 

posant M,, = /S,, S.., S peut s'écrire sous la forme M * R et S vérifie 
i j ii jj 

la condition (C) d'après le point trois de la remarque précédente. 

Il en découle que toute matrice de similarité vérifie la condition (C) 

ainsi que toute matrice de corrélation (sous réserve que |R.A i I pour 

i i j). 

3 - APPLICATIONS DU LEMME DE SCHUR GENERALISE 

Les résultats du paragraphe 2 trouvent un certain nombre d'applica­

tions dans le domaine qui nous occupe. 

Le fait d'être euclidienne pour une distance se ramenant à la (semi) 

positivité d'une forme bilinéaire et les théorèmes en analyse des données 

sur le sujet n'étant pas légion nous utiliserons le lemme de Schur généra­

lisé, soit pour donner de nouveaux résultats, soit pour donner de nouvelles 

démonstrations. 
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Proposition 5 

Soit S une matrice de similarité SDP. Les matrices de terme 

général 

1 

1 
E 

K > S ii • " i j - 1 - ' ^ Cij = 1 - ^ - S i j ) a ° < « < 

U"TV a>1 • F i j = e x p ( s i j } ; G u - L o 9 G ^ i ] K > s n 

H = Arc sinus LS...] 

sont'DP. 

Il suffit de remarquer que chacune des fonctions de S., entrant dans 
* j 

la définition des matrices considérées est développable en série entière 
à coefficients positifs, et que S vérifie la condition (C). 

Gower prouve dans [7] que A est SDP et ZEGERS dans [13] que B est SDP. 

Remarque, 

- D étant une dissimilarité à valeur dans [0,1], il est habituel de 

lui associer une similarité S comme fonction décroissante de D dans [0,1]. 

Si S.. = 1 - D.. est la plus répandue, il n'en est pas moins vrai qu'une 

fonction de type 1/D est acceptable sous certaines conditions ; certains 

auteurs proposent comme indice de similarité 

Tij = T T U 7 T - 1-
* J 

En remarquant que ces deux transformations sont liées par 

il en découle immédiatement que si S est SDP, T est DP (la réciproque étant 

fausse en général). 

- Les résultats précédents sont également intéressants dans le domaine 

des indices de similarité sur des variables dichotomiques, que l'on peut 

interpréter en terme de (présence / absence). Il en existe un grand nombre 

et on trouvera une étude détaillée dans [6] et dans [7]. 
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Ils sont en général construits de la façon suivante : i et j étant deux 
caractères, on définit : 

n.j • = nombre de sujets présentant simultanément les caractères i et j 

n.jj = nombre de sujets ne présentant aucun des caractères i et j 

q^- = nombre de sujets ne présentant qu'un seul des caractères i ou j 

n = nombre total de sujets. 

Risuùxt 6 FICHET - LE CALVE [5] 

Les racines carrées des indices de similarité S.- définis par 
* J 

n ^ / n (Russel et Rao) 

("ij + n ^ î / n (Kendall, Sokal et Michener) 

" i j ' K j ^ i j ) (Jaccard) 

2 n i j / ^2n i j + q i j ^ (Czenakowski, Dice) 

n i j / ( n i j + 2 q i j * (Soka1» Sneath> Anderberg) 

(n^.+ n i j . ) / (n + q^.) (Rogers et Tanimoto) 

^nij " q i j + n i j ^ n (Hamman) 

sont DP. 

Les racines carrées des distances qui leur sont associées par D..=1-S*. 
sont euclidiennes de dimension maximum. 

Il suffit de remarquer qu'ils sont des fonctions homographiques de 
n^./n ou de (nij + nij)) / n et d'appliquer la proposition 5. 

NOUVELLE DEMONSTRATION VU RESULTAT VE SCHOENBERG 

Comme autre application nous pouvons donner une autre démonstration du 
résultat de Schoenberg qui dit que 

D euclidienne =£> D a euclidienne 0 ̂  Va < 1 

et de dimension maximum. 
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VimoYustratJjon 

Elle se fait en considérant deux cas 

l£Z1222 •* i1 existe un point 0 tel que D Q i = 1 Vi. La forme associée à D 2 

au point 0 définie par 

s'écrit : 

et, de la même façon 

^ I J • Doi + Doj - Dfj 

zm1)^ - 2 - Dfj 

-Za\ 2a 2W(D-). - - 2 - Dfj 

Il en découle que 

,2a> 

,2a 2v,a 2U(DM).j = 2 - 2a[1 -NID*)] 

W(D a ) est donc une fonction de W(D*) vérifiant les conditions de la propo­

sition 3 et donc SDP. 

Comme, de plus, limite W(D2ot) est DP (elle vaut 1 sur la diagonale et l 
o pot Û"*" o 2 

en dehors) W(D ) est DP d'après la remarque 2 de la proposition 3. 

2ème cas la figure associée à D n'a pas de point central. Soit C un 

point à la distance 2 du sous espace (H) 

engendré par les points de la figure,et 

soit H la projection de C (sur H). L'in­

version de pôle Cet de puissance 4 définie 

par 

CMT* CNT = 4, et donc CH2 = 4, 

expédie le sous espace (H) sur la sphère 

(S) de diamètre CH. Soit 0 le milieu de 

CH. 

La distance D^. est ainsi transformée 

en une distance 

"Ij 
ij Û . D . ci cj 
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(les triangles CM.^ et CNjN. sont semblables) et donc 

wC(ô)ij • 1 3 - V : wC(°) 
J ci cj 

La distance 6 vérifie la condition du cas 1 puisque 5 . = 1 Vi 

donc 6 est euclidienne et de dimension maximum. 

Donc 

Wc(<5a) est DP 

WC(6a) - — J — Wc(Da) 
Dci D?j 

W (Da) est donc DP d'après le lemme de Schur, il en découle que D a est 

euclidienne de dimension maximum. 

REMARQUE SUR LE PROBLEME VE LA CONSTANTE AUDITIVE 

Sous ce nom on désigne en général le problème suivant : 

Probllmz A : D étant une dissimilarité (D. .) trouver c minimum tel que 

la dissimilarité définie par ( D ^ + c J ^ j soit euclidienne. 

En 1983, CAILLIEZ cf. [4] a résolu le problème suivant : 

Problème. B : D étant une dissimilarité donnée, trouver c* minimum tel 

que Vc > c la dissimilarité définie par (D^ + c * ) ^ soit euclidienne. 

Les résultas précédents nous permettent de montrer que 

Proposition ? 

Si (D1-j) est une dissimilarité euclidienne alors, Vc > 0 (D-. + c ) . , . 

est euclidienne.il endécoule que les Problèmes A et B sont équivalents] J 

Par commodité d'écriture nous notons D c la nouvelle dissimilarité. 

Démonstration 

Pour montrer que Dç est euclidienne il faut montrer que 

XTWM(D2)X >y 0 VX de Rn 
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or 2 

XTWM(D2)X = X'WM(D2)X + 2cXTWM(D)X + ̂ - XTAX 

i 
où A est la matrice valant 1 sur la diagonale et £ en dehors. A est DP et 

IT(D) Tétant également en raison de la proposition 6, X W (D2)X est donc 

une fonction réelle strictement croissante de c, donc : 

W ^ D 2 ) SDP - > WM(D2) DP 

INDEX D'EUCLIDE 

Proposition % 

Pour toute dissimilarité D = (d...) il existe un réel positif 

e, dépendant de D, appelé index d'Euclide, et tel que D a = (d^) 

soit une distance euclidienne pour tout a < e et ne soit pas 

euclidienne Va > e. 

On sait que si De est euclidienne, il en est de même de Da Va < e 

d'après la proposition 6. 

Comme limite Da est une distance euclidienne, on est assuré de l'exis-
a-*o 

tence d'un tel e. 

ESSAI DE TABLEAU SYNOPTIQUE 

En utilisant les propositions 1 et 8, on peut donner le graphique 

suivant, qui. nous servira de conclusion, illustrant la "structure" de 

divers indices de dissimilarité. 
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d) 

CD 
"O 

X 
0) 

c 

distance 

dissimilarité 

quadrangulaire 

distance à racine 

carrée euclidienne 

distance city-block 

ultramétrique, 

VII 

euclidiennes de 

dimension, 

maximum. 

indices de 

dissimilarités^ 

D = 1-S 

index de distance euclidienne 
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ZONEM : e < l et P < 1 on a affaire à des dissimilarités qui 

ne sont pas des distances. 

?QÎJLÎI : 5 < e < 1 » p ^ 1 o n y trouve la plupart des indices 

sur variables dichotomiques. La distance engendrée n'est pas 

euclidienne mais la racine carrée est euclidienne. 

Z0NE_III: e < l , P ̂  1 zone des distances dont la racine car* 

rée n'est pas euclidienne. 

Z0NE_IV : l 4 e < 1, P > 1 zone des distances dont la racine car­

rée est euclidienne mais qui qui ne sont pas euclidiennes. 

On y trouve en particulier les quadrangulaires (représenta­

bles par des arbres additifs) et les distances du type city-

block (distance de la valeur absolue). 

Z0NE_V : e = 1, P ^ 1 distances euclidiennes de dimension non 

maximum 

Z0NE_VI : e > 1, P > 1 zone des distances euclidiennes de 

dimension maximum 

IQ^ÉLyU : p = e = « point des ultramétriques. 
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