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Résumé . On observe, dans un espace vectoriel E de dimension finie sur 
R, un vecteur aléatoire, régi par la loi normale de moyenne in
connue appartenant à un sous espace vectoriel de E, connu, de 
dimension supérieure ou égale à 3 et de variance connue, ou bien 
connue à un facteur multiplicatif près. 

Nous étudions une classe d'estimateurs à rétrécisseur de la 
moyenne, qui dominent l'estimateur du maximum de vraisemblance, 
relativement à un coût quadratique associé à une forme quadra
tique positive quelconque. 

Abstract . A random normal vector is observed in a fini te dimensional 
real vector space S. Its mean is unknown but belongs to a known 
subspace of E of dimension è 3. Its variance is known or unknown 
up to a multiplicative factor. 

We study a class of shrinkage estimât ors of the mean which 
domina te the maximum likelihood estimât or with respect to a gê
nerai quadratic loss. 
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I - MODELE . 

On observe, dans un espace vectoriel E, de dimension finie n sur R, un 

vecteur aléatoire y, régi par la loi normale de moyenne 8 et de variance 

o^v, où 

(i) 8 est inconnu et appartient à un sous-espace vectoriel 9 de E connu 

de dimension k, 

(ii) v est une forme bilinéaire symétrique sur le duel E* de E, définie 

positive et connue (il sera pratique de la considérer comme un iso-

morphisme linéaire de E* sur E), 

(iii) o2 (> 0) est connu ou inconnu suivant le problème étudié (et s'il est 

inconnu, nous supposons k < n-1). 

Nous nous proposons d'estimer 8; tout estimateur est donc une application 

9 de E dans 9ï le critère de comparaison des estimateurs adopté est le ris

que, relativement à un coût quadratique défini par une forme bilinéaire 

positive (mais non nécessairement définie positive) q, fixée dans toute la 

suite de l'étude. 

De manière générale dans tout ce texte, si w est une forme bilinéaire 

symétrique, on note w la forme quadratique associée; ainsi le coût subi 
quand on fournit 8' alors que la "vraie valeur" est 8 s'écrit 

cT2 q(8'-8) . 

Nous noterons <p° l'estimateur du maximum de vraisemblance de 8, c'est à 

dire le projecteur v"l-orthogonal de E sur 9 (appelé parfois l'estimateur 

des moindres carrés généralisé). 

Sa variance est une forme bilinéaire symétrique sur 9* qu'on notera vQ 

(on remarque que v"1 est la restriction de v"1 à 9). 

I - ESTIMATEURS PB JAMBS-STEIN GENERALISES . 

2.1. Les estimateurs f auxquels nous nous intéressons ici sont construits 
à l'aide : 

- d'une forme bilinéaire symétrique définie positive b sur 9, 
- d'un endomorphisme c de 9, 
- d'une application h de R dans R . 

Si o* est connu, 9 s'exprime sous la forme 

(2.1) *(y) = f°(y) - h[<T2 bfr°(Y)}| .cfo°(y)) 

Si o2 est inconnu, nous remplaçons, dans la formule (2.1), o* par son 
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estimation sans biais usuelle, i.e. v^1 (y - f°(y))/(n-k), et ainsi f s'ex

prime sous la forme 

(2.2) *(y) = f°(y) - h n-k 

(y- f°(y)) 
î[f°(y)) f*°<y>) 

2.2. Risque des estimateurs de James-Stein généralisés . 

2.2.1* Dans ce paragraphe, nous posons, pour toute application mesurable 
f de E dans R et pour tout 8 de 9, 

E«[f(y)] = | f(y) Jf(8,o*v;dy) , 

et pour tout y de E, 

h(y) = h[<r2 bf«P°(y)ï 1 

h(y) = h n-k 

^fy-^Cy)) 
<ra b (f°(y)] 

si o* est connu 

si o2 est inconnu 

2.2.2. Calcul du risque . 
Notons, pour tout 869, r(f,8) la valeur en 8 de la fonction de 

risque de <p. Nous avons 

r(H>,8) = <T2 E^fq^Cy)" h(y).cfa°(y)} - %\\ 

q [f°(y)-«) " 2qff°(y)-e,h(y).cfip0(y)]) + qp(y).cff°(y)jH = cT* 
• " * 

et en particulier 

r(f° ,8) = (T2 Eejq|f°(y) - 8 H 

il est classique que ce dernier risque vaut tr(vQq) et est donc fini. 
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2.2.3. Condition pour que le risque soit fini . 
Lennne 

Une condition nécessaire et suffisante pour que le risque en 8 

d'un estimateur de type (2.1) ou de type (2.2) soit fini est que 

q/ h(y).cfo°(y)H + CD 

démonstration 

Elle résulte immédiatement du calcul du risque 2.2.2., de la finitude de 

r(f°,8) et de l'inégalité de Schwarz. 

2.2.4. Dans toute la suite, nous supposerons que b, c et h vérifient les 

propriétés suivantes : 

(PI) il existe une base (e. ,...9e ) de E, orthonormale pour v'
1 et 

1 n 

dont les k premiers éléments constituent une base de 9 ortho

gonale pour q et pour b, et dans laquelle l'endomorphisme c 

diagonalise 

(P2) les valeurs propres de c sont toutes positives ou nulles 

(P3) l'endomorphisme de 0* qc 2^ 1 n'est pas identiquement nul 
q| h(y).cf<p°(y)H (P4) pour tout 8 de 0, E^ 

Remarques sur ces propriétés : 
a) l ' ex i s t ence d'une base (e , . . . , e ) , orthonormale pour v"1 e t t e l l e 

1 n 

que (e , ...,e ) soit orthogonale pour q, est une propriété élémentaire 

d'algèbre euclidienne; (PI) est donc une condition sur le choix de b et c 

b) il est élémentaire que l'endomorphisme qc2b~l est diagonalisable et 

que ses valeurs propres sont positives ou nulles; la propriété (P3) équi

vaut donc à 

(P'3) pgvp (qc 2^ 1) > 0 

où pgvp désigne la plus grande valeur propre 

c) la propriété (P4) assure la finitude du risque (cf. 2.2.3.) et la va

lidité des calculs effectués dans la démonstration du théorème. 

1 - Théorème . 

3.1. Nous introduisons la constante réelle a suivante 

2[tr(vôqc) - 2 pgvp(v0qc)] 
a = 

pgvpfq^b"1 j 
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Théorème : 
Sous les conditions (PI), (P2), (P3) et (P4), une condition suffisante 

pour que, o2 étant connu (respectivement inconnu), l'estimateur de James-
Stein généralisé 9 défini par (2.1) (respectivement (2.2)) ci-dessus soit 
uniformément de risque inférieur ou égal à celui de l'estimateur du maximum 

de vraisemblance f° est que l'application t -» th(t) soit croissante et majo-
n—k rée par a (respectivement par ot. • ). 

n-k+2 

Pour que, de plus, 9 défini par (2.1) (respectivement (2.2)) soit unifor
mément de risque strictement inférieur à celui de 9° , il suffit qu'il 

existe deux nombres réels t, et t tels que 
1 2 ^ 

0 < tx < t et 
(resp. 0 < t < t et 

3.2. Comparaison de ce théorème avec certains résultats connus . 

Des généralisations des résultats initiaux de James et Stein ([14] et 
[10]) ont été effectuées dans de nombreuses directions, incluant en particu
lier des recherches explicites d'estimateurs de Bayes relativement à des 
lois a priori données (voir par exemple [5]) et aussi, depuis une dizaine 
d'années, des études portant sur des lois non normales, mais dotées de cer
taines propriétés de symétrie (voir [2],[7],[8],[13]). Nous détaillons ici 
uniquement la comparaison de notre résultat avec ceux qui portent sur des 
lois normales et pour lesquels le coût est défini à l'aide d'une forme qua
dratique arbitraire; une synthèse d'études effectuées en prenant pour coût 
l'application (ÛX>B2) + <*~z ^Wx-*z) Peut être trouvée dans [1]. 

De manière générale, moins les hypothèses sur les transformations algé
briques (b et c) que l'on fait subir aux données sont contraignantes, plus 
les hypothèses analytiques portant sur la fonction de rétrécissement (h) ont 
à être restrictives. 

Un cadre particulièrement restrictif pour le choix de b est celui où on 
dispose de peu d'information sur la variance des observations. C'est le cas 
dans les travaux (voir en particulier [6] et [9]) où on considère n obser
vations indépendantes dans R? , p>l, la variance commune de ces n observa
tions étant totalement inconnue. A notre connaissance, dans ce cas, la fonc
tion de rétrécissement dépend toujours de f°(y) par l'intermédiaire de la 
valeur en f°(y) de la forme quadratique inverse de la valeur estimée au sens 
de Wishart. 

De même, parmi les travaux situés au même niveau d'information que nous 
sur la variance, mais pour lesquels le choix des outils algébriques (b et c) 
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est plus restrictif que le nôtre, on peut citer, outre de nombreux résultats 

pour lesquels b=v"2 et c est l'identité, [3] où b=v*1q"1v*x et c=q~lv"1. 

Le choix des conditions (P1),(P2) et (P3) que nous avons adoptées pour b 

et c est essentiellement celui des travaux de Berger [4], repris dans [11]. 

Nous nous distinguons de ces auteurs en ceci que nous ne supposons pas la 

fonction de rétrécissement différentiable ni même continue. Cette générali

sation a l'avantage de permettre d'inclure dans le champ de cette étude des 

estimateurs du type pré-test (voir [12]); par contre elle introduit sur 

l'application t -» th(t) une condition de majoration plus contraignante que 

celle proposée dans [11]. 

Enfin, parmi les travaux pour lesquels le choix des outils algébriques 

est moins restrictif que le nôtre, il y a lieu de citer [4], pour lequel 

l'hypothèse (PI) est évitée. Il ne nous a pas été possible, pour le moment, 

de généraliser, au cas où h n'est pas différentiable, les techniques de cal

cul figurant dans [4], Plus généralement encore, en 1981, Stein [15] étudie 

des fonctions de rétrécissement f définies "directement" sur 0, c'est à dire 

ne factorisant pas à travers une forme quadratique définie sur cet espace; 

il introduit alors des hypothèses portant sur le gradient de Log f . 

3.3. Remarques . 

a) Il sera pratique, dans la démonstration de ce théorème, de recourir 

à l'expression matricielle, à l'aide de la base (e ,...,e ) dont la propri-
1 n 

été (PI) assure l'existence, des différentes formes bilinéaires symétriques 

et endomorphismes utilisés. 
Bien sûr les matrices de v et v"1 sont égales à I , matrice unité d'or-

n 
dre n; les matrices de q, b et c, diagonales, sont notées respectivement 

Q = , B = e t C = 

où, pour tout i (1 < i < k) , q. » 0, bf > 0 et c. » 0 (d'après (P2)) . 
Alors 

Pgvp(vQqc) 
Ki^k 
max qt c{ 
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k 

tr(v0qc) = 2 J q4 Cj 
i=l 

Pgvp(qc2b-1) = max qj c
2 b'1 

Ki<k 

(P3) exprime donc qu'il existe i (1 < i < k) tel que q > Û et c > 0. 

Nous noterons d'autre part y *...,y les composantes de y dans la base 

(e ,...,e ). Alors 

<r°(y) * (y^-.-.y,) 

n 

v-l fy^O(y >\ £ y2 

* ' j=k+l 

f(y) = (^(y) ,9k(y)) 

où, pour tout i (i 4 i 4 k), <P est donné par la formule 

9t(y) = (1 - h(t).Ci)y. 

où, dans le cas où o2 est connu, 
k 

(3.1) t = <r2 2 bj y2 

e t , dans l e cas où o2 e s t inconnu, 
k 

(3.2) t = _IL± Z b y2 

n j= l 

j=k+l 

b) Pour qu'il existe au moins un estimateur de James-Stein généralisé, 
satisfaisant aux conditions de ce théorème, et non identique à 9° , il faut 
que l'application h puisse être prise non identiquement nulle, et donc que 
oc soit strictement positif, autrement dit que 

tr(v0qc) > 2 pgvp(vQqc) 
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k 

2J q, c4 > 2 max qt c( 
i=l Ki<k 

cette condition n'est bien sûr réalisable que si k > 2. 

3.4. Démonstration du théorème . 

Fixons 8 dans 9. Nous noterons, pour toute application mesurable f 

de R" dans R, 
n 

I 
i=l E,tf(y, yn)] 

W5«V 
f C y j i . - . y , , ) exp 

R" 

( y , - 8 , ) » 

202 
d v - d y

n 

où les 9. sont les composantes de 9 dans la base (e e n). 

D'autre part, nous posons 

\(9) = r(<p°,9) - r(<P,8) . 

L'expression du risque de f en 8, vue en 2.2.2., et le recours à l'ex
pression matricielle (cf. remarque a) ci-dessus) nous permettent d'écrire 

où 

û,(8) * A^(8) - B^(8) 

A/9) 2- E. S q, c, y, (y, -9 {) h(t) 
i=l 

B„(9) i- E. 
O2 

2 <3, c2 yf h2(t) 
i=l 

Notre démonstration s'appuiera alors sur une minoration de A^(9) et une 

majoration de B (8). 
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Minoration de A^(B) . 

Pour tout i (1 < i 3 k), posons 

* * ee[h(t)y((yi-8i)] . 

Nous intégrons par parties relativement à la variable y , en utilisant 

le 1 enraie 1 (cf. appendice) pour 
( (y -9 )Z\ 

g(y.) = y, h(t) et f(yf) = -g- exp - ••' ' 
J2« 202 

k 

Comme k » 3 , on a p . s . pour t o u t i ( K i ^ k ) , 2u b y2 - b y2 > 0. I l 

j = l J 

a l o r s du lenune 2 que 

r é s u l t e 

«, » o - E , h ( t ) 
2b, y? 

1 - L~i_ 

k J = l 
e t a i n s i 

\{B) * Ee h( t ) 2 2 J q 
i= l 

S q, c{ bf y2 

i c i * 2 
i= l 

2 b ^ 
j= l 

» 2 

f k 

2 max q c 
i = l Ki<k 

" t c i 
E , [ h ( t ) ] 
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Majoration de B (B) . 

BT(9) 

1 b y2 2 J q c2 y2 

th 2 ( t ) . i= l i= l 
k 

I 
i=l \A 

« max qjC^b"1 .<r2 Ê  t h 2 ( t ) . i = l \ A 

Dans le cas où o2 est connu, nous avons 

S. 
i=l \A 

= o3 e t a i n s i 

B̂  (8 ) < max 
Ki<k 

q.cfb;' E,[th2(t)J 

Dans l e cas où ff2 e s t inconnu, nous avons i l i * 
2 b. yf S y2 

J± t î donc 
n-k 

B^(8) « max q,c2b" 
Ki<k n-k ^ 

t h2(t). Z y2 

j=k+l 

Or 
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o - E , t h2(t) 2 y2 

j = k + l 

I (f y2 t 1^(0^(0^1^^^.....^)} 
( R" 0=^10^-11 i 

^ ( 9 , 0 * 1 ^ , . . . ^ ) • 

j 4 n), 2-t Comme n-k » 2, on a p .s . pour tout j (k+1 < j < n), Z-t y2 - ŷ  > 0. Il ré-
i=k+l 

suite alors du lemme 3 que 

n 

^ E , t h2(t) S ŷ  
j=k+l 

n 

2 i 
j=k+l 

JF* R"-

. • _ 5 L 
n 

^ i=k+l ; 
< 

th*(t) ̂ ( O . ^ I ^ . d y ^ dyn) 

Jfk(8,o*Ik,dyv dyk) 

= (n - k + 2) E,[t h3(t)J 

et donc que 

Bf(8) « 
Ki<k 

*&: 
i nHt+2 

h-k 
E«[t h2(t)l 

Minoration de ù (9) . 
Elle résulte immédiatement de ce qui précède car nous pouvons écrire 
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dans le cas où o4 est connu 

( ( k 

\m > E, h(t»2 lu qi c( - 2 max q{ Ci 

i=l Ki<k 
max q c2 b~x.th(t) 
Ki<k 

(3.3) » max qt c
2 b;1 .E,[h(t){«- th(t)}] 

Ki^k 

- dans le cas où o2 est inconnu 

û (9) » E, 

f f k 

h(t) 2- q,c,-
i=l 

2 max q c 

max q, c2 b"1. n~ k+ 2 .th(t) 
Ki<k n-k '}] 

(3.4) » max q, c? b"1. 2±£.E, fh(t)/_2±- « - th(t)\j 
l*i<k n _ k l Vn-k+2 jj 

La majoration de l'application t -• th(t) permet alors de conclure que 
û (8) ̂  0 c'est à dire que le risque de 9 est inférieur ou égal à celui 

de 9°. 

Les deux conditions suffisantes (relatives respectivement au cas o2 con

nu et au cas o2 inconnu) qui permettent d'assurer que le risque de 9 est 

strictement inférieur à celui de 9° découlent directement des inégalités 

(3.3) et (3.4). 

I3Z - APPENDICE 

Soit f une fonction numérique continue sur R et de limite nulle en ~oo et 
+oo. Soit g une fonction numérique à variation bornée sur R. 

Alors les intégrales de Stieltjes 

r+o 
x) dg(x) et x> df(x) 

existent et vérifient 
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r+co 
f( 

J-tD 
x) dg(x) 

f-KD 
) df(x) 

Il s'agit d'un résultat classique d'intégration par parties de l'intégra
le de Stieltjes d'une fonction continue et bornée sur R par rapport à une 
fonction à variation bornée sur R. 

Lemme 2 

Soit h une application de R dans R telle que l'application t -» th(t) 

soit croissante et majorée sur R . Soit f une application positive continue 

sur R et tendant vers 0 au voisinage de -KO et de -©. 
Pour a > 0 et b > 0 fixés, notons g l'application définie sur R par 

(Vx € R) g(x) 

Alors 

x hfax2+bï . 

| f ( x ) dg(x) » | f(x) h(ax2+b] 2ax2 

dx 

démonstration 
Il est clair que g est à variation bornée sur R. Par conséquent, en 

vertu du lemme 1, I f(x) dg(x) existe. Alors 

J f(x) dg(x) = | f(x) d|fax2+b] h(ax2+b] 
ax2+b 

h + h + J 

1/"° :£rd(MhM) 
J * f(x) fax2+b] h(ax2+b] d 

ax2+b 

II est l'intégrale de Stieltjes d'une fonction négative par rapport à une 

fonction décroissante sur R+ (t -• th(t) est croissante sur R + ) ; donc Ix > 0. 

Ig est l'intégrale de Stieltjes d'une fonction positive par rapport à une 
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fonction croissante sur R+; donc Ig » 0. Finalement Ij+I2 > 0. 

f-ND 
linsi f(x) Ainsi f(x) dg(x) » J et un simple calcul de J donne le deuxième membre 

de l'inégalité cherchée. 

Soit h une application de R+ dans R+ telle que l'application t -» th(t) 
soit croissante et majorée sur R+. Soient a et b deux constantes réelles 
strictement positives. Alors 

J2ÏW- J-o x2+b \x2+b) \ 2a2) 
dx 

< i f j L ^ |i»^J^f-iJ*. 
j2Ît J-a> x2+b U2 +b, 

démonstration 
Posons 

où, pour tout x de R, 

L _ | g(x) exp f- ̂ LÏ dx 
2itcr J-o> [ 2a2) 

g(x) = x2 _ L _ h2 

x2+b U+bJ • 

Remarquons que, g étant une application positive, l'intégrale I existe 
toujours (valant éventuellement -HD) et est égale à 

j>H-ër) lim I g(x) exp | - _—| dx . 

8-M<D 

2 
L'application x -• g(x) exp- *— e s t l e produit de l ' a p p l i c a t i o n continue 

2a2 

x2
 a4. j _ i , i- x- i ax 

U2
+J 

x -» x exp- 2— et de l 'appl i ca t ion k: x + 
20* x2+b 

Or, sur tout in terva l l e [ T , S ] de R , k e s t à var ia t ion bornée pu i squ 'e l l e 
peut s ' écr i re 

* | 2 x ^ x 
a 

k(x) 
x2+b lx2+bj] 
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et que, par hypothèse sur h, elle est le produit de deux applications mono
tones par morceaux. Nous pouvons donc intégrer par parties sur [T,S] puis, 
grâce à la remarque précédente, passer à la limite en -o et -Ho. Ceci nous 
donne 

«2 
* f " expf- 2 L | dk(x) 

J-a> { 2o >[2tï J-a> \ 2a2) 

l'annulation du terme entre crochets k(x) JL. exp I- Il provenant de 

la majoration de l'application t •+ th(t) par une constante p: 

k(x) J L expf- £.] = J L [JL_ hfjL_]]2 £ ± S expf- * J 
J M l 2a4] Jâi lx2+b U2+bJj a l 20*. 

« J L fil (x3+bx) expf- ïl.] . 
Jâï a l 2c*J 

L ' i n é g a l i t é cherchée r é s u l t e a lor s de l 'expression de dk(x). Nous avons 

dk(x) = 2x hfjL_] dfjL- hfjL-}] + JL- fl + * L \ h*f-iL_) dx 
U2+bJ Ua+b U2+bJJ x2+b { x2+bj lx2+bj 

Le premier terme de c e t t e somme donne, dans l e ca lcul de I, une quantité 
négat ive , s o i t 

2*J-a> U2+W { 2a2) U2+b [x2+b)) 

en effet l'intégration sur R_ correspond à l'intégrale de Stieltjes d'une 
fonction négative par rapport à une fonction croissante et l'intégration sur 
R correspond à l'intégrale de Stieltjes d'une fonction positive par rapport 
à une fonction décroissante. 

Finalement nous obtenons le résultat annoncé 

I 4 JL f J L _ tffjL-1 fl • £ L ) expf- £.} dx . 
Jât J-oo x2+b U2+bJ [ x8+bj [ 2o*J 
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