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ULTRAMETRIQUÊ, DISTANCES,

•-DISTANCES MAXIMUM DOMINEES

PAR UNE DISSIMILARITE DONNEE.

Bernard VAN CUTSEM.

Laboratoire I.M.A.G.

C.N.R.S. - Université Scientifique et Médicale de Grenoble.

B.P. 68 38041 GRENOBLE Cedex

Résumé : M. GONDRAN a -introduit une algèbre matricielle particulière qui per-
met, en calculant un nombre fini des puissances successives de la matrice
associée à une dissimilarité propre s donnée sur un ensemble fini E, de
trouver simplement la matrice qui définit la plus grande ultramétrique sur E
inférieure à s.

On prolonge ici ce résultat, en montrant qu'en choisissant convena-
blement l'algèbre matricielle de départ, on peut définir de la même façon la
plus grande distance sur E, la plus grande * -distance, et plus particulière-
ment, la plus grande distance de type p sur E inférieure à s* On montre
que les distances de type p sont des interpolations entre distances usuelles
et ultramétriques.

On termine en donnant une étude rapide des contraintes de forme impo-
sées à un triangle dont les longueurs des côtés vérifient des inégalités du
type: <? <, bP + cP.

Abstract: M. Gondran introduced a particular matrix algebra which allows, by
calculating a finite number of successive powers of the matrix associated to
a proper dissimilarity s on a finite set E, to easily find the matrix which
de fines the greatest ultrametric on E inferior to s.
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Hère we generalize this résulta. We prove that a convenient choi^ 

ce of the matrix algebra, allows to de fine, by the same way, the greatest dis

tance, the greatest ^-distance, and, for every p e [1,+-2 * the greatest p-

type distance on E, which are le s s thon s. We also remark that p-type distan

ces realise interpolation between usual distances and ultrame trie s. 

We give a study on the shape-constraints imposed to a triangle the 

lengths of sides of which satisfied p-type inequalities: ar £ tr + cr. 

Mots clés : Classification hiérarchique, ultramétrique sous dominante, dis

tances sous dominantes. 

I . INTRODUCTION. 

Soit E un ensemble f i n i , que nous supposerons égal à l'ensemble 

n , 2 , . . . , n } . Soit s une dissimi lar i té sur E définie par une applica

tion de E*E dans R+ vér i f iant une relation de symétrie 

1) * ( i , j ) e E2, s ( i s j ) = s ( j , i ) 

On di t que la dissimi lar i té s est propre [ 2 ] si de plus 

s vér i f i e la relat ion 

2) s ( i , j ) = 0 <=====> i = j 

On sait qu'une classi f icat ion hiérarchique indicée des éléments 

de E est équivalente à la donnée d'une ultramétrique sur E, c 'est-

à-dire d'une dissimi lar i të propre u sur E véri f iant en outre la 

re lat ion 

3) r ( i , j , k ) e E3, u ( i , j ) < max { u(i , k ) , u ( k , j ) l 

I l est alors immédiat de vér i f ie r qu'une ultramétrique sur 

E est une distance sur E, vér i f iant l ' inégal i té tr iangulaire: 

4) * ( i , j , k ) e E3 , u ( i , j ) < u ( i , k ) + u ( k , j ) . 

+ Utilisant dans cet article à la fois des distances et des dissimilarités 

nous avons choisi, malgré les usages, de noter s les dissimilarités 

et de réserver la notation d pour les distances. 
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Nous dirons que la dissimilarité propre s, sur E domine

la dissimilarité propre s^ sur E si

V ( i . j ) e E2, s 2 ( i , j ) < s , ( i f j )

On vérifie facilement que, pour cette relation d'ordre, l'ensem-

ble des dissimilarités sur E est un treillis. Si s, et s? sont deux

dissimilarités propres sur E, s, V s2 et s, A s« , définies par

(s1 v s2)(i,j) = max { s](i,j),s2(i,j)}

( S ^ A s2)(i,j) = min { ŝ  (i, j),s2(i, j) }

sont encore des dissimilarités propres sur E, qui sont respectivement

le plus petit majorant et le plus grand minorant de s, et s2.

En revanche, on sait que si d, et d2 sont deux distances

sur E, en général, seule d^V d2 est une distance. On montre, en outre,

que l'ensemble des distances ( respectivement des ultramétriques) sur

E inférieures à une dissimilarité s donnée possède un plus grand

élément.

A toute dissimilarité s sur E, ordonné par son codage,

nous associons la matrice symétrique i à n lignes et n colonnes

définie par £ , . = s(i,j). Nous désignons, de façon générale, par

:,q), l'ensemble des matrices réelles à p lignes et q colonnes

et par ^}1^+(p,q) le sous ensemble de Ot t (p,q)- des matrices à termes

posi t i fs .

Par a i l leurs, pour A e *îft(p,q) et B e 1Ï\% (p,q), on notera

A A B la, matrice définie par

(A A B). . = min < A i j , B i .>

Enfin la matrice A désignera la transposée de la matrice A.

M. GONDRAN a montré dans [3 ] comment la plus grande ultramétrique

u sur E, inférieure à une dissimilar i té s donnée peut être déterminée

en calculant les puissances successives de la matrice s = t s ( i , j ) 1

appartenant à j l b(n,n) associée à s pour l 'opération matr ic ie l le
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notée * .suivante 

( £ • z î| - = mi n { max { E . h l E . . i s h e E ) 

Plus précisément, M. GONDRAN démontre que 

1) s est une ultramétrique si et seulement si 

£ • i = z 

2) il existe k e { 1,2,.. .,n-l } tel que, pour 

tout entier h positif, on ait 

I > I * 2 > . . . . > £*
k- I*

( k + 1 )-....- r* ( k + h ) 

• k 

3) la matrice £ est la matrice associée à 
la plus grande ultramétrique sur E inférieure à s. 

Sans prétendre fournir un algorithme très efficace pour le 

calcul de cette plus grande ultramétrique, les résultats de M.GONDRAN 

en sont néanmoins une très simple caractérisation algébrique qui permet 

d'ailleurs une comparaison plus poussée avec les méthodes spectrales 

de l'analyse factorielle. 

Nous allons, de façon toute analogue, définir des opérations 

matricielles adaptées à l'étude de diverses familles de dissimilarités 

sur E, et montrer comment on peut, pour chaque famille, définir le 

plus grand élément de la famille inférieur à une dissimilarité donnée. 

Nous introduirons ainsi en particulier ce que nous avons appelé 

les distances de type p, qui sont les distances sur E dont la puissance 

p-ième est encore une distance. Les distances usuelles sont ainsi les 

distances de type 1 et on verra que les distances de type • sont 

les ultramétriques. Les distances de type p réalisent ainsi 

une interpolation entre distances usuelles et ultramétriques. 

A chaque famille de dissimilarités, nous associerons une algèbre 

matricielle, et nous montrerons que cette algèbre permet, tout comme 

dans le cas des ultramétriques, de caractériser ces familles et de calculer 

le plus grand élément inférieur à une dissimilaritë donnée. 
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Nous terminerons par une étude succinte de la morphologie 

des triangles dont les longueurs des côtés vérifient des contraintes 

du type: ap <, bp + cp. 

Les idées de M. GONDRAN se retrouvent dans diverses publications 

consacrées aux ensembles flous. On pourra, par exemple, consulter R.T. 

YEH et S.Y. BANG [6] et S.A. CARRE [1]. 

La matière de cet article a fait l'objet d'une publication 

interne au Laboratoire IMAG [ 4 ] et d'une communication au Congrès Européen 

des Sociétés de Classification [ 5 ]. 

Francis CAILLIEZ m'a signalé que, il y a quelques années, il a 

développé, dans un cours de DEA non publié, des idées tout à fait voisines 

de celles que je présente ici. Ce texte lui doit quelques améliorations par 

rapport à sa version initiale [4]. 

Je tiens à remercier J. FONLUPT et B. MONJARDET pour les référen

ces bibliographiques qu'ils m'ont fournies et les échanges d'idées que 

nous avons eus. Je dois aussi tout particulièrement remercier B. FICHET 

pour l'aide précieuse qu'il m'a apportée en faisant une lecture attentive 

du manuscrit. Cette rédaction finale lui doit beaucoup. 

II. QUELQUES FAMILLES DE DISTANCES SUR E. 

Nous allons maintenant définir les familles de dissimilaritës 

auxquelles nous allons étendre les méthodes de M, GONDRAN.Chaque famille est 

définie par une fonction 4> particulière. Nous allons donc commencer par 

définir ces fonctions <t> , puis nous introduirons les <t>-dissimilarités sur 

E, les <î>-algèbres de matrices qui leur sont associées et nous étudierons la 

caractérisation qu'elles permettent de ces <t> -dissimilarités à l'aide de 

leurs éléments idemootents. 

II.1 - Les fonctions ». 

Définition II.1. Soit * l'ensemble des applications continues de R dans 

R+ possédant les propriétés suivantes: 
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¢1 Y(a,b) e R2, <D(a,b) = o(b,a) 

*2 V a e R+ , -MO,a) = 4>(a,0) = a 

¢3 V a e R , <t>(a,.) est strictement croissante 

¢4 V(a,b,c) e R3, 0(a,*(b,c)) = 4>(<Ma,b),c) 

L'ensemble * contient, en particulier, le sous ensemble * L des 

applications $ D définies par 

V pc [ l,+ -[ , • (a,b) = ( ap+ b p ) 1 / p 

4> (a,b) = max ( a,b} 

mais l'inclusion • L c * est stricte, comme le montre l'exemple suivant: 

* (a,b) = Log ( ea + eb - 1 ) 

Plus généralement, si f et g sont deux applications de R+ dans 

R , continues strictement croissantes et inverses l'une de l'autre, (et donc 

telles que g(0) est fini), l'application * définie par 

*(a,b) * f( g(a) + g(b) - g(0)) 

appartient â $. 

Rappelons les relations classiques entre élément de * ̂ : 

*(a,b) e RJ, ^(a.b) > *2(a,b) > ... > •Ja.b) 

*(a,b) e RJ, oja.b) = lim*p(a,b) 

Défini t ion I I . 2 . Soit * e * . Soit k un entier supérieur à 1. On appelle 

k-iëme itéré de * , et on note * ( k ) , l 'application de R+
 + dans R+ 

définie par les re lat ions: 

• ( 1 , ( a r a 2 ) = <D(ara2) 

o ( k ) ( a r a 2 ak + 1) = • ( a r * ( k " 1 ) ( a 2 , a 3 afc+1)) 
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Remarque II.3. En posant 

on peut encore écrire: 

• . ( . ) = «(a,,. ) 
al ' 

(k) 
* ( al' a2"*" ak+l' = ^ ° 0 a2°

 o4> a k + 1
( 0 ) 

où o désigne la composition usuelle des applications, 

utiles 

(k) 
Montrons maintenant les propriétés de * qui nous seront 

k+1 
Lemme II.4. Soit $ E * et soit (a,,a2,...,a. ,) e R+ . 

1) Supposons qu'il existe i e E tel que a. = 0. Alors 

4» (a<| ,a2»...,a.+i ) = <i> (a,,... »a. -• ,a. ,,.. ,,a, +, ) 

2) 

4> (a-j ,a2,... ,a,+, ) >, * (a,, — •ai-i»ai+'|,'"*ak+i' 

3) <i> est invariante par permutation des variables a. 

Démonstration: 1) Puisque â  = 0, on a, pour tout be R : 

«(a^b) = 4»(b,0) = b 

c'est-à-dire è (b) = b, et la propriété 1) résulte de la remarque II.3. 
ai 

2) Puisque, pour tout b e R + , l'application <l>(.,b) est 

croissante, on a 

¢(0,b) < 4>(a.,b) 

et par conséquent 

*U)(al W = V ••• '•a,,,1 * (ai'*(k~1)(ai+1 V l ) n 

^*a]° ••• °*ai_/ •
 ( 0' • (ai+1 V i ) n • ( I M , I 

' * ia i a i-ra i+i V r 
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3) L'invariance de o par permutation des variables 

résulte immédiatement des définitions II.1 et II.2. 

II.2 - Les »-dissimilarités. 

Définition I I . 5 . Soit * e * . Soit s une dissimilarité propre sur 

E = ' l , 2 , . . . ,n } ,n^2 . On dit que s est une 4>-dissimilarité sur E, si 

•V( i , j ,k ) € E3 , s ( i , j ) < 4>(s( i ,k ) ,s(k , j ) ) 

Remarque I I . 6 . 1) Les distances usuelles sont les 4^-dissimilaritês. 

2) Les ultramétriques sont les o^dissimilarités. 

3) Soit p e [ 1,+ » [ . Les • -dissimilarités sont des 

distances dont la puissance p-ième est encore une distance.On peut donc 

définir: 

Définition I I . 7 . Soit p e [ ! ,+ « ] . Soit s une dissimilarité propre sur 

E = { l , 2 , . . . , n 

de type p, si 

E = { l , 2 , . . . , n } , n >. 2. On dit que s est une $ -distance, ou une distance 

^ ( i , j ) e E2, s ( i , j ) < * (s( i ,k) ,s(k, j ) ) 

Les relations entre les fonctions «> que nous avons rappelées 

plus haut, montrent que les distances de type p sont des interpolations 

entre les distances usuelles sur E et les ultramétriques. 

II.3 - Les 4>-algébres de matrices. 

Définition II.8. Soit * e ¢. Soient A* Jft+(p,n) et B c JîfL + (n,q) deux 

matrices réelles à termes positifs. Soit 4>(A,B) la matrice appartenant 

à 3lft+(p,q) définie par la relation: 

«(A.B)^ = min { 4>(Aih,&hj-) ; h e E > 

On notera plus simplement A * B au lieu de <t>(A,B), et on 

cation <t> 

précisera éventuellement A* B si une confusion est possible sur l'appli 
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Le théorème suivant étudie les propriétés de l'opération 

que nous venons de définir sur les matrices. 

Théorème II.9. Soit 4> e * Alors l'opération matricielle * qu'elle 

définit possède les propriétés suivantes: 

(On suppose que, dans les relations écrites, les matrices ont des nombres de 

lignes et de colonnes cohérents avec les opérations où elles interviennent, 

et que les matrices sont à termes positifs). 

1 ) A * ( B * C ) = ( A * B ) * C 

2) A * ( B A C) = ( A * B )A( A * C ) 

3) Si les matrices A et B sont découpées en blocs de dimen

sions cohérentes, alors l'opération * peut se faire par blocs et on a, par 

exemple: 

A n Ai2 

A A M21 22 

311 B12 

B21 B22 

(A11* B 1 1 , A (A12* B21 } ( A11* B 1 2 ) / ( A12* 322 } 

(A21* B n ) A ( A 2 2 * B 2 1) (A21* B ] 2 ) M A 2 2 * B22) 

4) B < C ====> A * B<. A * C 

5) t(A * B) = h * *A 

6) Si les matrices A et B sont carrées, de diagonale nulle, 

alors A * B est carrée, de diagonale nulle, et A * B <. A A B 

7) Si la matrice' 'A-est carrée symétrique, alors A * A est carrée 

symétrique et, si, en outre, A est de diagonale nulle, alors A * A < A 

8) Si A et: B sont deux matrices carrées symétriques de 

diagonale nulle et telles que A<. B, alors, pour tout entier h non nul, on a 

A* h< B*h 

(où A désigne la puissance h-ième de A pour l'opération * ) . 

Démonstration: Posons A =[ a ^ ] t B = [ bkh] , C = [ ch - ] . 

1) I l s'agit de démontrer 1'associativité de l'opération * 

résulte, en effet, des propriétés de * que, pour tout i et tout j 

I I 
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min $ (a i k , min o(&kh,cnj) - min min • (a1|{. ¢ ( ^ , ^ ) ) 

= min min « ( * 5 3 ^ ^ ^ > c h j ' 
k h 

= min ¢( min * t aik*bkh^ 'chj ^ 

h k 

et on a bien 

[ A * ( B * C ) ] i ; j = [( A * B ) * C ] ^ 

2) C'est maintenant la distributivité de * par rapport à A qu'il 

faut démontrer. Les propriétés de o entrainent i c i , pour tout i et 

tout j 

min 0(a . k , min { b k j , c k j ) ) = min min { * U i k , b k j ) , • (a i k .ck j> } 

k k 
= min { min $ (a^k,bk . ) , min <j> (a i k,ck j.) } 

k * 

c'est-â-dire 

[A * ( B/ C )] u = [( A * B ) A ( A * C )] i j 

3) La possibilité de faire l'opération * par blocs est une consé

quence directe des propriétés 1 et 2 que nous venons de démontrer, et de 

1'associativite de A . 

4) Puisque 4>(a,.) est croissante, on a, pour tout i , tout j et 

tout k 

c'est-à-dire 

•<a i k ,b k j )< * (a i k , c k j ) 

[ A * B l i j < t A * C l 1 j 

5) On a immédiatement 

[ t ( A * B ) ) i j = (A*B) j. = min<Ma jk,bki) = min ¢ ( ^ , ^ ^ ) = nnn H b i k , ak j) 

= [ *B * *A 1 i j 
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où on a noté a, . le terme de la k-ième ligne et de la j-ième colonne de

la matrice A ( et idem pour la matrice 6 ).

6) II est évident que A * B est carrée. Puisque, pour tout i:

et que

•(a^.b^) = <j>( 0 , 0 ) = 0

on a

[ A * B] fi « 0

et A * B est bien de diagonale nulle. Enfin puisque

= mi n

k
et que

on a

« K a ^ b ^ ) = • ( 0 , b i . ) = 0

[ A * B ] . . < [ A/^ B] ^

7) Si A est symétrique, on obtient d'après la propriété 5:

*( A * A ) = tA * lA = A * A

et d'après la propriété 6, A * A est de diagonale nulle et vérifie la

relation A * A £ A.

8) Si A et B sont deux matrices carrées symétriques de

diagonales nulles et telles que A <. B, alors, en appliquant deux fois la

propriété 4

A * A < . A * B < . 6 * B

et donc A * A <. B * B. Terminons le raisonnement par récurrence:

S'il existe un entier h non nul tel que A <, B , on a , de la
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même manière 

et donc 

A * A*h < B * A*h < B * B*h 

A*(h+1) < B*(h+1) 

Remarque 11.10. L'opération * n'est pas commutative, comme le montre 

l'exemple suivant, pour l'opération *̂  : 

1 3 

2 5 
* 

4 1 

2 3 = 

-
3 1 

4 2 

4 1 " 

2 3 
* 

" 1 3~ 

2 5 
J 

~2 4" 

2 3 
L 

Théorème 11.11. Soient • et * deux fonctions appartenant à * et véri

fiant la relation 

HT (a,b) e RJ, *{a,b) < 4*{a,b) 

alors, quelles que soient les matrices A et B appartenant à JÎMp.q) , 

on a 

A * B< A * B 

La démonstration est immédiate. 

I I -4 - Caractërisation des • -dissimilarités. 

On a immédiatement le théorème 

Théorème 11.11. Soit s une dissimilarité propre sur E = { l ,2 , . . . ,n ) 

n >. 2, et soit 2 i a matrice associée à s. Alors les deux propositions 

suivantes sont équivalentes 

1) s est une *-dissimilarité sur E 

2) z * z = z 
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Démonstration: Puisque s est une «-dissimilaritê 

•V ( i , j , k ) z E3, s ( i , j ) < * ( s ( i , k ) , s ( k , j ) ) 

et cette propriété est équivalente à 

*V (i,j) e E2, s(i,j) < min *(s(i,k),s(k,j) ) 

k 
et à 

z < z * z 

Comme, par a i l leurs , s étant une matrice carrée symétrique de diagonale 

nulle, on a, d'après le théorème I I . 9 : z ^ z i 2 • 

Remarque 11.12. Nous venons ainsi de retrouver, pour * = *œ , la caracté-

risation matriciel le des ultramétriques sur E: la matrice associée à une 

ultramétrique est idempotente pour *(J) . Mais, nous savons de plus, que les 

distances sur E, et les distances de type p sur E, sont caractérisées 

par 1'idempotence des matrices associées pour les opérations respectives *^ 

et 1 

•D 

I I I . DISSIMILARITES D'ORDRE k. 

On rencontre, en classification automatique, une notion de 

dissimilarité d'ordre supérieur que Ton oeut introduire de la façon 

suivante. 

Soit G = ( E,r ) le graphe complet dont l'ensemble des sommets 

est l'ensemble E = { 1,2,...,n } , et dont l'ensemble r des arêtes contient 

toutes les arêtes (i,j), que les sommets i et j soient distincts ou pas 

Soit s une dissimilarité sur E et considérons s comme une pondération 

des arêtes de G. 

Soit (̂  l'ensemble des chemins de G de longueurs k, c'est-à-

dire l'ensemble des chemins reliant deux sommets de G constitués de k 

arêtes adjacentes. Nous noterons C. (i,j) l'ensemble des chemins de 
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longueur k d'origine i et d'extrémité j: 

Ck(i,j) = i (i.h1),(h1,h2) (h k - 1,j); (h] ,...,hk-1 ) e E*"
1 > 

On sait qu'on peut construire des algorithmes de classification 

en valuant les chemins Ck(i,j) de différentes façons. Par exemple, l'algo

rithme du plus proche voisin utilise la valuation de Ck(i,j) donnée par 

min max { s(i,h1),...,s(hk-1,j) } 
Ck(i »j) t^,h2 hk_<| 

Les fonctions que nous avons introduites permettent de définir 

toute une classe de telles valuations. 

Définition I I I . 1 . Soit s une dissimilarité propre sur E = { l , 2 , . . . , n } , 

n >.2. Soit * e « et soit k un entier supérieur à 2. On appelle dissimila

r i té d'ordre k sur E associée à s et <D , la dissimilarité sur E, 

— ' ncr — — 
notée s , définie par 
-T (i,j) e E2 

s(k)(i,j) = m i n U ^ ' t s d . h , ) s(hk-], j)); (i ,h1
 h

k-l'
J) e Ck(i,j}> 

et on pose s = s. 

(k ) On vérifie sans peine que s est une dissimilarité propre sur L 

De plus, l'opération matricielle *0 permet d'écrire simplement la matrice 
£ ^ ) définie oar s^k* en fc 

le montre le théorème suivant. 

z t k ) définie oar s^k ' en fonction de la matrice z associée à s, comme 

Théorème I I 1.2. Soit s une dissimilarité propre sur E = { l , 2 , . . . , n } , n>,2. 

Soit * e « et soit k un entier supérieur à 1. Soit sk^ la dissimila-
(k ) 

r i te d'ordre k sur E associée à s et <t> . Soit z et z les matrices 
(k) 

associées aux dissimilarités s et s. Alors 

1) z (k > = z * z * _ * z = z* k 

2 ) z ' k ' <_ z ^ k ~ ^ <, . . . <_ z ^ <. z 
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Démonstration: 1) On a, par déf in i t ion, s = s et 

s ( 2 ) ( i , j ) = min u ( s ( i ,h ) ,s (h , j ) ) } 
h 

et, par.conséquent, 

. < ' > = , e t E ( 2 ) = E * E 

Vérifions que, pour tout k entier supérieur à 3, on a 

,00^.,0(-1) 

En effet, 

[z * z ( k " 1 ) ] - . = min {•(s(i.h,},«{k"2,(s(h1,h9),...,s(h. „ j ) ) ) > 

= min {*(k"1)(s(i,h,),...,s(h. ,,j))> 
C„(1,j) * k_1 

Un simple raisonnement par récurrence permet de conclure. 

2) La démonstration est facile et résulte du théorème 11.9,7. 

Remarque III.3. Il résulte de l'associativité de l'opération * que 

l'on a aussi : 

£{k) s ï(k-l) *z 

IV. CARACTERISATION OES 4>-DISSIMILARITES MAXIMUM DOMINEES PAR UNE DISSIMILA-

RITE DONNEE. 

Nous en venons maintenant à la caractérisation des <t> -dissimila

rités maximum dominées par une dissimilarité donnée. Ce problème sera résolu 
(k) 

en étudiant le comportement asymptotique de la suite { z } des itérées de 

la matrice z pour l'opération *. Nous avons vu, au paragraphe III, que ce 
( k ) 

ci revient à étudier le comportement asymptotique de la suite ( s } des 

dissimilarités d'ordre k associées à s et à $. 

Nous allons montrer que les limites de ces suites sont atteintes 

pour un k fini, et qu'elles définissent la plus grande <t> -dissimilarité 

sur E inférieure à s. On retrouve ainsi dans le cas où * = *„ » ^es 

résultats de M.GONDRAN pour les ultramétriques que nous avons rappelés dans 

l'introduction. 
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Théorème IV.1. Soit s une dissimilarité propre sur E = ( 1,2,... ,n), n>.2, 

et soit z la matrice qui lui est associée. Soit * e * . Alors 

,(n ) = ,(n-l) 

Démonstration: Il faut montrer que, pour tout couple (i,j) d'éléments de E, 

on a 

s ( n ) ( i J ) = s ( n - l ) ( i > j ) 

La propriété est vraie pour i = j, il reste à la démontrer pour i i j , 

Posons 

A = {•(n"1,(s(i,h1) s(h n - 1,j); (i,h1
 h

n - T
J ) e Cn ( i' j ) } 

B = (<t»(n"2,(s(i,k1) s(k n - 2,j); (i,k]
 k

n-2'
j) e Cn-l ( i , j ) } 

I l est f a c i l e de voir , en prenant 

h1 = k r . . . , h n . 2 = k n - 2 , h n - 1 = j 

que B C A, ce qui entraine min B >. min A (ce que l'on savait déjà puisque 

z >. z J ) . Montrons que l ' inéga l i té str icte est impossible. 

Soit u e A donné par 

u = • ( n ' 1 ) ( s ( i , h 1 ) , . . . , s ( h n . ] , j ) 

Puisque Card E = n, il existe nécessairement deux éléments égaux parmi les 

(n+1) éléments i,li,,...,h |,j; soient ĥ  et h. , avec i < j Q , ces 

deux éléments. Posons ° ° 

K-i = "i » *? ~ "9» • • • » * • = n. , 

o o 

ki +1 = ki +2 = *** = kj -1 = hi o o Jo o 

k j 0
 = hJ0+l

 kn-2 = V l 

et 

v = *(n'2)(s(i,k1),...,s(kn^,j)) 
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On a v c B. Le lemme I I .4 entraine alors que v <, u. Ce qui montre» pour 

tout u e A, qu'il existe vc B avec v < u, et, par conséquent» si on 

suppose min A < min B, 11 existe u e A tel que u< min B, et on arrive i 

une contradiction avec l'existence de v e B tel que v<, u. On a donc bien 

min A = min B, ce qui achève la démonstration. 

Corollaire IV.2. Soit s une disslmilarité propre sur E • ( 1.2»...»n >»et 

n > 2 . Soit t la matrice associée * s. Soit t e * . Alors 11 existe 

k c {1 t2,. . . ,n- l> tel que, pour tout entier h, on ait 

« > S * 2 > . . . > t*W > S * " . . * " * » . . . . - £ * ( k + h ) 

Démonstration: Compte tenu du fait que r k ' • s*k » 11 suffit de remarquer 
que, s ' i l existe k tel que £*k • j * { k + 1 > , alors pour tout entier h> 
*(k+h) m £*k ^ JJ e n r | S U i t e jonc que k< n-1. 

On peut alors poser la définition suivante, 

Définition IV.3. Soit s une disslmilarité propre sur E • t l ,2 ,» . M n>t 

n £2, et son c la matrice associée i s, Soit * c e .On appelle • • de-

gré de s, le plus petit entier k non nul tel que s * * s v* ' \ 

Remarque IV.4, Le «-degré de s est un 1nd1ea qui peut servir i mesurer 1a 

proximité de s avec la disslmilarité r . 

Théorème IV.S. Soit s une disslmilarité propre sur ! M 1 ,1 , . . . ,n ) , n£2 , 

et sol t £ la matrice associée i s. Se1t « § « • Soit k le «-degré de s. 

Alors la disslmilarité propre i t k ) sur I est la plus grande ••dleilnrt-

larlté sur E Inférieure â s. 

Démonstration: Puisque k est le «"degré d§ s, on a 

g * ( k * l ) s Ê*k 

et par conséquent 

I * . ! * • « . ( * * 

ce qui prouve que s ' k ' est une t 'd l i i lmi la r i tê . 
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(k) 
Par a i l l e u r s , on a évidemment sv < s. Soit a lors s^ une 

d i s s i m i l a r i t é propre sur E dont l a matrice associée z ^ v é r i f i e 

e t , par conséquent, d'après le théorème I I . 9 : 

*h *h z " <_ z " 

*k 
pour tou t en t i e r h non n u l . Nous avons donc bien : ^ i 1 . 

Suivant le choix de la fonc t ion « , on peut donc d é f i n i r et c a l 

cu ler par un algorithme polynomial , la plus grande u l t ramétr ique,1$ plus 

grande distance de type p i n f é r i e u r e à une d i s s i m i l a r i t é donnée. 

Exemple: Soi t E = ( 1 , 2 , 3 , 4 ) et s la d i s s i m i l a r i t é propre sur E donnée 

par la matr ice 

0 1 2 1 

1 0 3 4 

2 3 0 1 

1 4 1 0 

z = 

a) si « = « , on v é r i f i e que 

1 1 1 

0 2 1 

2 0 1 

1 1 1 

1 1 1 

0 1 1 

1 0 1 

1 1 1 0 

et que E* 4 = i * 3 . La d i s s i m i l a r i t é s est donc de 0 -degré 3. 

b) si 0 = 0 1 , on v é r i f i e que 

0 1 2 1 

1 0 3 2 

2 3 0 1 

1 2 1 0 
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• 3 *2 
et que £ = s .La dissimilarité s est donc de 0,-degré égal à 2. 

c) si 0 = 0«, on vérifie que 

0 1 ^ 1 

1 0 /S /ï 

/ 5 / 5 0 1 

1 / f 1 0 

0 1 Jï 1 

1 0 /T /[ 
Jl /S" 0 T 

1 /? 1 0 

et que r = z . la dissimilarité s est donc de 0 «-degré égal à 3. 

On retrouve, en outre, que 
•3 * 3 • 2 
0 

< z >* < z *l < 
La remarque suivante est due à F. CAILLEZ, 

Remarque IV.6. Pour déterminer le 0-degré d'une 0-dissimilarité, il faut 
*k *(k+l ) 

chercher le plus petit entier k tel que z = z .11 est évidemment 
*2 *4 *8 

plus rapide d'étudier la suite z , r , z , Le plus petit entier h 

tel que 

z -

vérifie les inégalités 

,(h+l) 

2 h < n-1 < 2 ( h + 1 ) 

et 2 est un majorant du 0-degré. 

V. MORPHOLOGIE DES 0-TRIANGLES. 

L'étude qui précède permet d'associer à toute dissimilarité propre 

s sur l'ensemble E = (1,2,...,n>, n > 2, la plus grande distance de type 

p inférieure à s. Nous allons examiner maintenant un des aspects des 

contraintes imposées aux représentations euclidiennes multidimensionnelles 

quand on utilise une telle distance. 

Rappelons qu'on définit une représentation euclidienne d'un ensem

ble fini E, muni d'une dissimilarité s, par une application f de 

E dans un espace euclidien R , telle que 

-V- (i,j) e E2, s(i,j) = d(f(i),f(j)) 

où d est la distance dans l'espace R 
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On sait qu'une t e l l e représentationn'existe pas pour n'importe 

quelle valeur de k,et que l'un des problèmes de la théorie des représenta

tions euclidiennes est de trouver le plus peti t entier k pour qu'une t e l l e 

représentation soit possible. 

I l est évident que si s est une 0-dissimi lar i té , la distance d 

sur R* devra vér i f i e r 

r ( i . h j ) e E3 , d ( f ( i ) , f ( j ) ) < 0 ( d ( f ( i ) , f ( h ) ) , d ( f ( h ) , f ( j ) ) ) 

et, par conséquent, que d est aussi une 0-dissimilaritë sur l'ensemble 

fini f(E). En particulier, si s est une dissimilarité de type p sur E, 

il en est de même pour d sur f(E). Ainsi, on sait que si s est une 

ultramétrique, tous les triangles, extraits de f(E)»sont isocèles, les 

côtés égaux étant plus grands que le troisième. 

Nous allons préciser rapidement la morphologie des 0 -triangles, 
2 • p 

c'est-à-dire des triangles ABC dans R dont les longueurs a,b,c des 
côtés BC,CA,AB vérifient les relations 

ap < bp + cp bp < ap + cp ep < ap + bp 

Bien évidemment, si p = 1, il n'y a aucune contrainte. Pour p = 2, 

on constate que les angles du triangle doivent des angles aigus. 

Soit donc pe [1,+ * ] , et supposons fixés les points B et C. 

Désignons par H , le sous ensemble de R auquel doit appartenir le point A 

pour que le triangle ABC soit un 0 -triangle. 

L'ensemble H possède évidemment la droite support du segment BC 

comme axe desymétrie. Nous n'étudierons donc que la partie de H contenue 

dans l'un des demi plans définis par cette droite. La médiatrice de BC est 

aussi un axe de symétrie. 

En étudiant les frontières de H pour lesquelles une au moins des 

trois contraintes en a,b,c est saturée, on peut, au prix d'un peu de 

géométrie analytique en coordonnées bipolaires, délimiter l'ensemble H . 

Nous donnons ci dessous le graphe de H pour p = 2,3,5 et + « . On 

remarque que le graphe de H est la limite du graphe de H , quand p 

augmente indéfi ni ment.On voit bien ainsi comment la forme du triangle ABC 

est de plus en plus proche de celle d'un triangle isocèle, quand p augmente. 
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