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Résumé : On présente ici une analyse critique des travaux existant dans le 

domaine de la classi fiabilité, qui, se distinguant par des approches et des 

outils à priori fort divers : modèles géométriques, mélanges de densités, me

sures de la séparation entre classes, graphes aléatoires, types de partition, 

similarités probabilistes, sont susceptibles d'apporter des réponses aux ques

tions suivantes : 

- les données sont-elles classifiables ? 

- comment tester lfexistence d'une structure au moyen d'une hypo

thèse nulle de "non classi fiabilité" ? 

- comment tester si la structure, nécessairement produite par 

l'algorithme, n'est pas qu'un artefact résultant de phénomènes purement aléa

toires ? 

Abstract : This critical review présents existing published works about vali-

dity tests in classification which can bring answers to the following ques

tions : 

- are the data classifiable ? 

- how are we to test the existence of a structure by means of a 

null hypothesis of "non-classifiability ?" 

- how are we to test whether the structure, necessarily produced 

by the algorithm, is only an artifact produced by pure random phenomena ? 

- how are we to judge the statistical significance of the results 

(trees, partitions, dus ter s) produced ? 
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Thèse Works diff^v •jidelv in their tcols and apprcaches : geometri-

cal moâels, mixture cf densi^-ies y veas-ure of disQunction between clusters, 

random graphs, type cf partition, vrobabilisvic similarities. 

Mots-Clés : Classification - C la s si fiabilité - Validité - Test .statistique. 

1. INTRODUCTION 

Alors que la production d'articles et d'ouvrages en classification se 
fait à un rythme élevé et que les méthodes de classification hiérarchique et 
de partitionnaient abondent, jusqu'à rendre parfois bien difficile le choix 
du praticien, on constate un manque relatif de travaux sur la validité de ces 
méthodes et la valeur des résultats produits (arbres, partitions, classes). 

Cela n'est certes pas étranger à l'absence d'une théorie statistique 
(au sens classique du terme) de la classification et d'une définition rigou
reuse du concept de classe. 

Ainsi,les travaux existant dans le domaine de la validité se distin
guent par des approches et des outils a priori fort divers : modèles géométri
ques, mélanges de densités, mesures de la séparation entre classes, graphes 
aléatoires, types de partition, similarités probabilistes. 

Après une période consacrée à la production de méthodes, la classifi
cation doit maintenant se consacrer pour une part plus importante à une ré
flexion critique sur ses acquis si elle veut continuer à s'affirmer devant 
des utilisateurs potentiels comme une approche privilégiée du traitement sta
tistique des données. 

Cette réflexion peut se faire en recherchant d'abord ce qui unit et 
distingue les travaux achevés, en en tirant ensuite une méthodologie de l'em
ploi de la classification, en proposant enfin de nouvelles voies de recherche. 

En particulier, une méthodologie pertinente de la classification doit 
poser les questions suivantes comme préalable à toute utilisation des résul
tats produits par une technique : 

- les données sont-elles classifiables ? 
Avant l 'util isation d'un algorithme, cela signifie : 

- comment tester l'existence d'une structure au moyen d'une hypo
thèse nulle de "non classifiabilité" ? 

Après l 'util isation d'un algorithme : 
- comment tester si la structure, nécessairement produite par 

l'algorithme, n'est pas qu'un artefact produit par des phénomènes purement 
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aléatoires ? 
- comment juger de la s ign i f i ca t iv i té stat ist ique des résultats 

produits ? 
Ce travai l présente les travaux susceptible d'apporter des réponses 

à ces seules questions- Ainsi ceux t ra i tant de la s tab i l i t é des résul tats, de 

la comparaison des méthodes, et plus généralement tous ceux nécessitant 

l'existence d'une classif ication pertinente ne sont pas évoqués. 

2. MODELES GEOMETRIQUES 

L 'u t i l i sa t ion de modèles géométriques remonte à une trentaine d'an

nées et s'est d'abord fa i te dans les domaines de l 'écologie, de la biologie, 

de la botanique. Leur part icular i té est de se l imi ter à des modélisations b i -

dimensionnelles, avec parfois des études mono ou tridimensionnelles. 

Mack (1954, 1956) t ra i te de particules bidimensionnelles ayant une 

surface convexe. Sous une hypothèse de localisation et d'orientat ion uniforme 

des particules, i l étudie les lois exactes et asymptotiques du nombre moyen 

de groupes (ensemble de particules se chevauchant), du nombre moyen de p a r t i 

cules isolées, de l ' a i re moyenne non couverte par les part icules. L'auteur 

généralise en dimension tro is en appliquant ces résultats aux projections b i 

dimensionnelles des particules. 

Les tests monodimensionnels n'ont que peu d ' in térêt pour nous, sinon 

qu ' i ls donnent parfois l ieu à des extensions multidimensionnelles. 

Ainsi Naus (1966) après avoir étudié deux tests de l'hypothèse nul le 

d'une répart i t ion uniforme sur un fermé borné deIR, basés sur des stat ist iques 

de comptage sur une part i t ion arb i t ra i re de l ' i n te rva l l e de variation» en pro

pose une extension multidimensionnelle à la d is t r ibut ion uniforme sur le cube 

unité de 1RP. 

Cette hypothèse d'uniformité est la plus couramment u t i l i sée comme hy-r 

pothèse nulle d'un test de c lass i f i ab i l i t é faisant appel à des modèles géomé

triques. 

En dimension un, pour une densité continue,elle s'exprime de t ro is 

manières équivalentes : 

- les nombres d'occurence dans des interval les d is jo ints de même 

longueur sont identiquement et indépendamment distribués ( i . i . d . ) suivant une 

loi de Poisson de moyenne inconnue. 

- les temps d'attente entre deux occurences sont i . i . d . suivant 

une lo i exponentielle de moyenne inconnue. 
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- dans tout intervalle borné contenant n événements, ceux-ci sont 

i.i.d. uniformément. 

En dimension un, pour une densité discrète,1'hypothèse nulle peut 

être exprimée de deux manières équivalentes : 

- à chaque essai, la probabilité d'occurence d'un événement est 

constante. 

- étant donné n occurences et m essais les (m) combinaisons des n 
n 

occurences sont équiprobables. 

En dimension deux, pour une densité continue, on a les formulations 

équivalentes : 

- les nombres d'occurences dans des régions disjointes de même 

aire sont i.i.d. suivant une loi de Poisson de moyenne inconnue. 

- n événements étant donnés dans le carré unité, leur coordonnées 

sont i.i.d. uniformément. 

Dans ce même article, Naus donne un grand nombre de référence pour 

l'étude d'alternatives particulières. 

Clark et Evans (1954) se réfèrent à la même hypothèse nulle mais uti

lisent comme statistique de test la somme des distances entre plus proches 

voisins. De grandes valeurs indiquent une tendance à la régularité, de petites 

valeurs suggèrent des regroupements. Malheureusement les auteurs ignorent les 

dépendances entre distances (inégalité triangulaire, ...) et la loi de la sta

tistique ne semble pouvoir être évaluée que par simulation. 

Bartlett (1964) évalue la loi de la distance entre deux points i.i.d. 

uniformément dans un carré et la compare à la loi observée. Lui aussi ignore 

les dépendances entre distances. 

Ces deux approches sont reprises par Besag et Diggle (1977) qui ob

tiennent les lois des statistiques de test par simulation de type Monte Carlo. 

Ho1 gâte (1965) utilise aussi la même hypothèse nulle en dimension deux 

et fait appel à des statistiques basées sur les distances entre les objets â 

classifier et n points choisis aléatoirement dans une région fixée du plan 

(distance entre chaque objet et son ke plus proche point). 

L'auteur étudie pour k = 1 les tests proposés par Hopkins (1954), 

Piélou (1959), et Moore (1954) et les compare vis-à-vis de diverses alternatives 

(grille de classes, processus de Thomas). Il constate la difficulté à établir 

des alternatives non arbitraires pour apprécier la puissance des tests. 

Mead (1974) après avoir fait une critique des tests existants qu'ils 

soient basés sur des statistiques de comptage ou de distances, et en remar

quant que ces tests ne peuvent détecter que des classes de même échelle,pro-
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pose une procédure de détection de "classes de classes". 

Cette technique est due originellement à Greig-Smith (1952) et consis

te à effectuer des comptages dans une grille de petits quadrats contigus. On 

construit alors une table des comptages hiérarchisée suivant les dichotomies 

successives de la gril le et usant d'une démarche de type analyse de variance, 

on arrive à une statistique suivant approximativement une loi de Fisher sous 

l'hypothèse nulle poissonienne. L'inconvénient de ce test est que le rejet de 

l'hypothèse nulle à un ou plusieurs niveaux de la gri l le invalide le modèle 

poissonien des comptages dans chaque quadrat. 

D'autres formes de test sont possibles ; e.g. en testant la probabili

té d'affectation des objets aux groupes successifs de quadrats, ou bien en 

testant les dichotomies successives de la gril le au moyen de comptages dans 

chacun des demi-groupes. Notons que l'alternative la plus convenable pour Mead 

est le "center satellite process" de Warren (1977). 

La démarche de Strauss (1975) est tout à fa i t différente. I l se pro

pose d'estimer la densité des objets à classifier en fonction des distances 

inter-objets, l'estimation sera alors invariante par rotation et translation. 

Plus précisément, la distance entre deux points est remplacée par un indica

teur binaire précisant si ces deux objets sont "proches" ou non, cette proxi

mité étant définie h l'aide d'un seuil sur les distances. 

Sous les hypothèses, précisées par Kelly et Ripley (1976)»que la den

sité est fonction symétrique des objets et que la loi conditionnelle de X sa

chant Xj t . . . , x n - j ne dépend que du nombre d'objets situés dans une sphère 

de rayon r autour de X , on montre que la densité de (X., . . . , X ) ne dépend 

que de la loi du nombre d'objets "proches" Y sous l'hypothèse nulle de d ist r i 

bution aléatoire et d'un paramètre v indépendant de n et mesurant la "cluste-

ring tendency" des données (v = 0 signifiant une absence de structure). 

Strauss et Kelly et Ripley donnent en dimension 1, 2 et 3 les résul

tats permettant l'application du modèle. Hormis le problème de l'estimation 

de la loi ou des moments du nombre d'objets "proches" Y sous l'hypothèse nul

le , celui du choix de la valeur du rayon r n'est pas négligeable. Ainsi pour 

tester v = 0 contre v > 0, le test UPP est de région critique {y/y>c}, mais 

la valeur de r qui conduit à une puissance asymptotique maximum est générale

ment trop grande et inadmissible pour les applications. 
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Saunders et Funk (1977) reprennent et améliorent le travai l de Strauss.

Sous certaines conditions d'éparpillement des objets (surface de la région

proportionnelle au carré du nombre d'objets), la statistique de Strauss con-

verge vers un processus de Poisson. La lo i de la statistique est obtenue par

simulation, même pour v = 0. Les auteurs constatent que le test proposé par

Strauss est inapplicable quand la statistique de test est trop petite et pro-

posent des résultats sur l'approximation poissonienne (pour v = 0), ainsi

qu'un test u t i l i san t , non la valeur précise de r, mais seulement un intervalle

de var iat ion. Ce test est convergent, mais asymptotiquement le nombre d'objets

proches tend vers l ' i n f i n i pour v > 0, ce qui in terd i t une approximation pois-

sonienne. Ic i encore, les auteurs constatent leur incapacité â déf in i r une a l -

ternative pertinente (v > 0).

3. MODELES DE MELANGE DE DENSITES
La modélisation par mélange de lois peut s'appliquer de plusieurs ma-

nières au problème de la c lassi f icat ion.

I l peut s'agir de tester si l 'échanti l lon observé provient d'une popu-

la t ion homogène ou d'un mélange de population hétérogènes.

I l peut s 'agir de la recherche et de l'estimation des modes de la dis-

t r ibu t ion observée ce qui conduira à la conclusion que la population est ho-

mogène ou bien est c lassi f iable.

I l peut s 'agir du test de la " réal i té" d'une classe ce qui pourra se

fa i re en se ramenant à Tune des deux techniques précédentes ou bien en exa-

minant les meilleurs ajustements en k, puis k + 1 composantes.

Toutefois cette approche se heurte à plusieurs d i f f i cu l tés . D'une

p a r t , i l est extrêmement d i f f i c i l e (sauf en dimension un) de mener à. bien les

calculs nécessaires à l 'estimation des paramètres du modèle ou à. l 'obtention

des lo is des statist iques de tes t . D'autre part, la nécessité d'admettre un

modèle f i xé conduit à une estimation des modes ou des composantes du mélange

dépendant étroitement de la justesse du modèle.

Bock (1977) propose un test permettant de décider si un échantillon

provient d'une population homogène ou d'un mélange de populations hétérogènes

se distinguant par des paramètres de local isation et d'échelle. I .e. un test

de 1'hypothèse nulle :

H : g(x) = f (x - p)

où g est la densité inconnue de l'échantillon, f une densité connue, et y un
paramètre de localisation inconnu (y€[Rp) ; contre l'hypothèse alternative.
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A : g(x) = £{ctr f ( x - ] J r ) / a r ) / U r a } , (avec m>l) où les (ar> sont

les fréquences des classes inconnues» {y } et {ar> les paramètres de local isa-

tion et d'échelle inconnus (les {y } étant deux à deux d is t inc ts ) .

Bock u t i l i se un résultat dont le fondement est déjà présent chez

Clark et Evans (1954) : sous l'hypothèse d'unimodalité, le nombre de distances

inter-objets faibles est plus élevé que sous l'hypothèse de multimodal i t f •

Le test proposé a l'avantage de n'être pas l imi té au cas de mélanges

gaussiens. Sous certaines conditions (e.g. si l 'a l ternat ive est suffisamment

éloignée de l'hypothèse nul le) , le test est convergent. Toutefois vu la fa ib le

vitesse de convergence, l 'auteur note que la reconnaissance de mélange néces-

site un grand nombre d'observations. On trouvera dans l ' a r t i c l e une applica-

t ion de ce test à des mélanges gaussiens multidimensionnels et exponentiels mo-

nodimensionnels.
Certains problèmes restent ouverts, que ce soi t la robustesse v is -à-

vis des écarts aux hypothèses de modélisation, l ' e f f i cac i t é par rapport au

test du rapport des vraisemblances maximum, ou bien le choix optimal des para-

mètres d'estimation de la densité observée (par la méthode des noyaux de

Parzen).

Rohlf et Fisher (1968) étudient la d is t r ibut ion du coeff ic ient de

corrélation cophënetique (CPCC) de Sokal et Sneath sous l'hypothèse que les

objets sont issus d'une lo i gaussienne ou uniforme pour le c r i tè re d1agréga-

t ion UPGMA (Unweighted Pair-Group Arithmetic Average).

La lo i est obtenue par simulation avec très peu d'essais. La valeur
moyenne"du CPCC semble décroître avec le nombre d !objets et être indépendante

du nombre de dimensions pour les deux modèles étudiés.

Engelman et Hartigan (1969) proposent un test de détection du mélange

de deux gaussiennes monodimensionnelles de même variance. La stat is t ique de

test est le maximum du rapport de l ' i ne r t i e inter-classe à l ' i n e r t i e i n t r a -

classe pour toutes les part i t ions en deux classes (ce qui revient au test du

rapport des vraisemblances maximum).

On sai t depuis Fisher (1958) que la par t i t ion optimale est constituée

de deux intervalles d is jo ints . Les auteurs fournissent des tables des valeurs

critiques du test obtenues par simulation, ainsi qu'une formule analytique

approchée de la valeur cr i t ique.

L 'ar t ic le de Hartigan (1977), beaucoup moins rigoureux que celui de

Bock, f a i t suite au travai l précédent et suggère des procédures de test de la

"réal i té" des classes* I I y a peu de résultats exacts ou même asymptotiques,
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mais surtout des considérations sur les lois "probables" des statistiques de 

test évaluées, dans le cas multidimensionnel, à partir des situations en di

mension un. On pourra toutefois en tirer quelaues renseignements sur les tests 

de bimodalité de type F. 

Lee (1979) propose quatre critères de test équivalents de l'existence 

d'un mélange de deux lois gaussiennnes multidimensionnelles de même matrice de 

covariance V. 

Le premier critère est celui bien connu du rapport d'inerties maxi

mum pour toutes les partitions en deux classes : C = max |T|/|W|, mais malgré 

le résultat de Scott et Simons (1971) prouvant que les deux classes optimales 

sont séparées par un hyperplan, les calculs restent prohibitifs. 

Le deuxième critère consiste à utiliser les tests monodimensionnels 

pour toutes les projections en dimension un, bien que l'on ne sache rien des 

propriétés statistiques de ce procédé. 

Au contraire, le troisième critère consiste à partitionner avant de 

projeter en dimension un et est fonction du rapport de la variance inter

classes à la variance intraclasses. 

Enfin, le quatrième critère consiste à rechercher max tr (W" B) sur 

toutes les partitions possibles en deux classes. 

Les lois de ces quatre critères sont difficiles à obtenir bien que 

des considérations sur le rang de V puissent simplifier le problème. Notons 

qu'une puissance élevée du test (qui est fonction croissante de la distance 

de Mahalanobis entre les groupes) peut être produite uniquement par la pré

sence de deux variables fortement corrëlées, 

Friedman et Rubin (1967) utilisent les critères un et quatre de Lee 

pour juger de l'existence de k classes (k > 2) bien que l'on ignore tout des 

comportements de ces tests pour k > 2) et en- particulier s'ils se comportent 

comme des tests qui utiliseraient toutes les valeurs propres, ce dont on 

peut légitimement douter. 

Lennington et Flake (1975) font l'hypothèse d'un mélange gaussien 

multidimensionnel. Leur principal résultat est que si les composantes du mo

dèle sont indépendantes, l'ensemble des distances euclidiennes usuelles entre 

les points a une distribution asymptotique gaussienne multidimensionnelle dont 

l'espérance et la matrice de covariance sont fonction des espérances et matri

ces de covariance des composantes. Les estimateurs de ces paramètres provenant 

des moyennes et covariances d'échantillonage étant convergents. 

Malheureusement l'épreuve de validité qu'ils proposent est conçue 
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pour être appliquée à une famille très particulière de méthodes de classifi

cation et semble impossible à appliquer aux méthodes les plus couramment uti

lisées. 

4. TESTS SUR LA SEPARATION DE DEUX CLASSES 

Cette rubrique regroupe des procédures fondées sur des représenta

tions géométriques et une modélisation généralement gaussienne sans faire 

appel explicitement à des mélanges de lois ou au test d'hypothèses nulles 

poissonniennes. 

Les tests de séparation de classes peuvent s'appliquer à des classes 

fournies par une méthode de partitionnement mais aussi au test de la signifi-

cativité des noeuds successifs d'un arbre hiérarchique binaire. 

Sneath (1977a, 1977b), constatant que ce qui importe dans l'apprécia

tion de la distinction entre deux classes est leur coupure (ou son absence) 

en liaison avec la dispersion des classes, et non l'écart entre centres de 

gravité, propose différents indices mesurant le chevauchement et la séparation 

de deux classes convexes au sens de Fischer et Van Ness (1971), Ces indices 

sont construits après projection des points des classes sur l'axe reliant les 

centres de gravité et construction de l'histogramme des fréquences des clas

ses sur cet axe, ou bien de l'histogramme des fréquences des distances des 

objets aux centres de gravité. 

Des test sont proposés sous des hypothèses, soit de distributions 

gaussiennes sphériques indépendantes des deux classes, soit de distribution 

uniforme des projections sur l'axe reliant les centres de gravité des classes 

(modèle poissonien). Ces tests sont approximatifs et des problèmes peuvent 

se poser quand, e.g., les tailles des classes sont faibles, 

Sneath propose aussi d'utiliser le test de Kolmogorov-Smirnov dans 

le cas où le choix de la statistique de mesure de la séparation entre classes 

se fait sans ambiguité. Ce test est malheureusement peu puissant et est con-

servatif comme le montre un exemple d'application à huit cas de figure sur 

des. observations uniformes ou gaussiennes, homogènes ou plus ou moins dis

tinctes. 

La démarche de Mountford (1971) est tout à fait différente. Le modè

le probabiliste n'est plus posé sur les positions des objets mais sur leurs 

similarités. La similarité x.. d'une paire {i,j} est supposée suivre une loi 
p TJ 

gaussienne J^y^., a ), la corrélation entre similarités étant nulle pour tout 

quadruplet formant un quadrilatère. Le modèle ainsi posé se rapproche des 
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travaux de Gower (1966). 

Deux classes sont considérées comme étant significativement distinc

tes si les similarités intragroupes sont significativement plus grandes en 

moyenne que les similarités intergroupes. Sous les conditions que les simila

rités du premier (resp. deuxième) groupe ont même moyenne y ^ (resp. y22) 

et que les similarités intergroupes ont même moyenne y12» Mountford propose 

un test de l'hypothèse nulle : y ^ = y22
 = ^12 

Si le critère de classfication est externe (classification non fon

dée a priori sur les similarités), le test est du type t . Si les y... peuvent 

être différents, alors ce test sous évalue la significativité de l'écart à 

1'hypothèse nulle. 

Dans le cas où le critère de classification est interne les valeurs 

du t sont conditionnées par la procédure de classification et seront supé

rieures à celle attendues. Comme i l est impossible de construire un test 

exact en raison du grand nombre de partitions en deux classes, on se contente 

de comparer le t observé à la loi du maxijnum des 2n" - n - 1 valeurs obtenues 

par la décomposition de n éléments en deux groupes d'aux moins deux éléments. 

Ce test est conservatif au sens ou à chaque fois que la statistique observée 

n'est pas celle produisant le t maximum, la significativité de l'écart à l'hy

pothèse nulle est sous évaluée. I l serait bien entendu utile de disposer de 

tests liés aux critères de classification utilisés. 

Une bonne approximation de la loi du maximum est obtenue pour n < 10. 

Pour n > 10, l'auteur fournit des approximations basées sur des conditions 

acceptables quant au comportement asymptotique du modèle. 

Cette méthode s'applique de manière privilégiée à des similarités de 

nature probabiliste (cf § 7). 

5. GRAPHES ALEATOIRES 

Ling (1973) a proposé le modèle de graphe aléatoire le plus utilisé 

en classification. L'hypothèse nulle de graphe aléatoire (HGA) consiste à sup

poser que les (n(n-l) /2) ! matrices possibles de rang des dissimilarités sont 

équiprobabies. 

Ce modèle, dont on trouvera un exposé clair et concis chez Bailey et 

Dubes (1982), a comme inconvénient d'être invalide si des contraintes existent 

sur les dissimilarités e.g. si ce sont des distances, car alors certaines des 

matrices sont impossibles à réaliser. En revanche, ce modèle permet générale^ 

ment de mener à bien les calculs. Ling estime que ce modèle peut être considé-
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ré comme un cas limite, et ainsi qu'une classe jugée non significative pour

ce modèle ne le sera pas non plus pour un modèle plus réaliste.

Dans le même article, l'auteur définit l'indice d'isolation d'une

classe comme sa durée de vie dans l'arbre hiérarchique et en donne la loi sous

HGA (loi hypergéométrique négative) pour le critère d'agrégation du saut mini-

mum (Single Linkage ou SL), un test de la "réalité" d'une classe est donc aisé

à construire.

L'auteur propose aussi de tester la compacité d'une partition en

utilisant la probabilité, connue sous HGA, pour chaque niveau d'un arbre SL,

qu'au plus k objets appartiennent à des classes non réduites à un singleton.

De petites valeurs de cette probabilité pour k observé feront rejetter l'hypo-

thèse nulle.

Une autre statistique de test, qui fa i t suite aux travaux de
Fillenbaum et Rapoport (1971, 1972) est le nombre d'arêtes minimum nécessaire

pour rendre connexe un graphe aléatoire. Cette statistique peut être appliquée

I tous les niveaux dlun arbre hiérarchique mais ne permet de juger que d'un

niveau â la fois. Connaissant la loi de cette statistique, on peut juger du

nombre d'arêtes devant être observées pour rejetter l'hypothèse de données

aléatoires de type HGA.

Pour estimer cette lo i , les auteurs utilisent une formule asympto-

tique de Erdos et Renyi (1959, 1960) dont Schultz et Hubert (1973) montrent la

mauvaise qualité pour de petits échantillons.

Ling (1975) donne la loi exacte de cette statistique et constate la

bonne qualité des simulations de Schultz et Hubert.

Puis Ling et Killough (1976) fournissent la fonction de répartition

exacte de cette statistique pour les différents niveaux d'un arbre hiérarchique

construit par SL sous HGA. Le même article donne le nombre moyen de composantes

connexes d'un graphe aléatoire (sous HGA). Les valeurs sont exactes pour

n ^ 30 et approchées (d'après Erdos et Renyi) pour 30 «: r\ 4 100, cette approxi-

mation sous estimant légèrement la valeur la valeur exacte. Notons que sur

trois, exemples où les auteurs testent l'hypothèse HGA en utilisant simultané-

ment les deux statistiques, deux donnent des résultats contradictoires.

Fillenbaum et Rapoport proposent d'autres statistiques de "clustering

tendency" telles que le degré des noeuds dans les graphes aléatoires, ou le

nombre de cycles d'ordre fixé. Cependant ces statistiques ne font, tout comme

les précédentes, que tester l'arbre à un seul niveau (à l'exception de l ' ind i -

ce d'isolation de Ling qui utilise deux niveaux mais ne juge que de la val idi -
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té d'une classe). D'autre part toutes ces statistiques ne sont valable que 

pour les hiérarchies SL. 

Frank (1978) représente la structure vraie des données comme un 

graphe transitif non orienté caractérisé par différents paramètres tels que : 

le nombre de classes de tailles différentes, le nombre total de classes, les 

moyennes et variance des tailles des classes, etc. Sous l'hypothèse HGA de 

Ling, il propose une estimation de ces paramètres basées sur des comptages de 

sous-graphes de deux ou trois sommets ayant zéro, une, deux ou trois (pour les 

triades) arêtes. 

L'article de Frank et Svensson (1981) se limite à l'étude des hié

rarchies SL et propose un algorithme de calcul du nombre d'arbre SL à n termi

naux. Sous HGA, les auteurs donnent la distribution de ces hiérarchies. Ils 

étudient aussi pour n = 4 des hypothèses alternatives où la structure vraie et 

définie comme un sous graphe transitif non orienté. 

En ce qui concerne /les hiérarchies obtenues par le critère d'agréga

tion du saut maximum, ou diamètre (Complète Linkage ou CLJ, Matula (1977) pro

pose d'utiliser la taille de la plus grande clique (on sait que toute classe 

produite par CL est une clique) dans un graphe aléatoire. 

Dans l'hypothèse de graphe aléatoire de Matula ou "random edge 

graph", les arêtes existent indépendamment avec une probabilité p. Pour une 

valeur particulière de p, on retrouve le modèle de Ling à un niveau de l'arbre. 

La loi de la statistique étant de forme pointue, l'obtention d'une 

clique de taille même peu différente de la taille espérée est donc assez in

vraisemblable. Notons que le critère de Matula est surtout un critère de com

pacité de la partition testée. 

Bailey et Dubes (1982) présentent une revue détaillée et critique 

des épreuves de validité basées sur les graphes aléatoires et proposent une 

technique destinée à combler les lacunes mises en évidence. 

Les auteurs définissent un indice de compacité et un indice d'isola

tion de classe à. chaque niveau de distance, fonction des nombres de distances 

tances inter et i.ntraclasses inférieures au niveau fixé. Une classe compacte 

(resp. isolée) aura un indice de compacité (resp. d'isolation) élevé (resp, 

faible) pour plusieurs niveaux consécutifs. L'introduction d'une échelle de 

probabilité liée, calculée sous une certaine hypothèse nulle de "non classifi-

cabilité", permettant la construction de la probabilité sous l'hypothèse nulle, 

qu'une classe est aussi compacte ou isolée que la classe testée. 

Le premier modèle de non classifiabilité revient â considérer les 
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classes de même cardinal que la classe testée êquiprobables pour chacun des 

niveaux. Les critères d'isolation et de compacité associés auront tendance a 

être surévalués si la classe testée est produite par un algorithme de classi

fication basé sur les distances. Pour pallier a cet inconvénient, le second 

modèle revient à affecter d'une probabilité nulle les classes de même cardinal 

que la classes testée ne pouvant être produites par l'algorithme util ise ; la 

probabilité étant répartie de manière égale sur les autres classes. Dans ce 

cas, l'absence d'expression analytique pour les critères d'isolation et de 

compacité nécessite le recours A des simulations. 

Le troisième modèle, dit "du meilleur cas" consiste a répartir uni

formément la probabilité» d'une part sur l'ensemble des classes de même cardi

nal que la classe testée ayant un indice d'Isolation minimum (1.e. les plus 

isolées)» d'autre part sur l'ensemble des classes de même cardinal que la clas

se testée ayant un Indice de compacité maximum ( L e . les'plus compactes). Le 

critère d'Isolation est calculé condltionnellement a 1a première distributions 

et le critère de compacité condltionnellement a la deuxième. 

Enfin, le quatrième modelé évalue le critère d'Isolation condltion

nellement a la population des classes ayant même ta i l le et même compacité que 

la classe testée, et le critère de compacité condltionnellement 1 la popula

tion des classes ayant même tai l le et même Isolation que la classe testée. 

Dans chaque cas les profils probabiH stes utilisés sont les graphes 

des critères d'Isolation et de compacité en fonction des niveaux. Malheureuse

ment l'Influence et l'Importance des niveaux successifs de distance, auxquels 

une classe est jugée significative, ne sont pas évoqués. 

Les auteurs proposent d'utiliser le premier modale pour des classes 

a priori. Dans les autres cas, le troisième modèle est plus attractif que le 

deuxième modèle en raison de son Indépendance v1s-ê-v1s de la méthode de clas

sification, ce qui n'oblige pas a des simulations pour établir les valeurs cr i 

tiques des tests. Notons toutefois que les tests du modèle trois sont conser

vâtes. Le quatrième modèle, quant a lu i , peut s'appliquer a toutes les situa

tions, que les classes soient produites par un algorithme, ou non. Us propo

sent enfin une stratégie detest basée sur l 'uti l isation des critères des mo

dèles trois et quatre, et recommandent de faire précéder le test de classes 

Individuelles par un test global sur la hiérarchie (cf. L1ng et Klllough, et 

Hubert). 

Citons enfin Baker et Hubert (1976) qui utilisent une matrice de 

proximité ordinale et la notion de clique Isolée. Le saut maximum génère des 
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cliques et leur travail concerne ce seul critère. La classification parfaite

est assimilée à un graphe à seuil dont chaque noeud appartient à un sous gra-

phe isolé.

La différence entre le nombre d'arêtes du graphe observé et le nom-

bre d'arêtes minimum pour produire la structure idéale est fonction crois-

sante de la qualité de la partition produite par une hiérarchie CL. La loi de

cette statistique dépend du nombre d'objets et n'a pu être que simulée.

6. TYPES DE PARTITIONS

Les travaux suivant sont basés sur le concept de type d'une parti-

tion. Le type d'une partition est la donnée du nombre de classes et de la

suite des cardinaux des différentes classes. Les techniques évoquées peuvent

donc s'appliquer à toutes les structures de classification mais ont l'incon-

vénient de ne faire intervenir qu'un seul niveau des arbres hiérarchiques.

Dans un cadre appelé "quadratic assignment", Hubert et Schultz

(1976) proposent de choisir une structure idéale a priori en fixant un type

de partition. Ils calculent ensuite un moment produit A entre la matrice de

dissimilarité donnée et la structure idéale représentée par une fonction bi-

naire. Ce coefficient mesure la qualité (en un certain sens) de l'ajustement

des deux structures.

Sous l'hypothèse de réarrangements simultanés et équiprobables des

lignes et des colonnes de la matrice de dissimilarité, l'espérance et la va-

riance de A sont connus. Sa loi n'a pu être évaluée que par simulations.

Mielke, Berry et Johnson (1976) fixent aussi le type de la parti-

tion. Mais ici l'hypothèse nulle est que les affectations des objets aux

classes (relativement à leur cardinal), se font de manière indépendante et

équiprobable. La statistique de test est la somme des distances intra-groupes.

Sous l'hypothèse nulle, on connaît l'espérance, la variance et le

coefficient d'asymétrie de la statistique. Malheureusement le test exact est

impossible à mettre en oeuvre, même pour de petits ensembles de données, aus-

si les auteurs proposent-ils deux tests approchés. Le premier, fondé sur une

approximation par loi 6 fait intervenir un paramètre dont le choix est souvent

quelque peu empirique et non unique. Le second, fondé sur une approximation

gaussienne n'est applicable que pour un coefficient d'asymétrie proche de zéro

(e.g. compris entre -0,1 et 0,1).
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Dans une toute autre optique, Baker et Hubert (1975) proposent

un test de classifiabilité en classification hiérarchique ainsi que le calcul

de sa puissance pour une famille d'alternatives pour les stratégies d'agréga-

tion SL et CL.

L'hypothèse nulle est la nullité de la matrice des rangs des

dissimilarités. Cette matrice est bruitée par une variable aléatoire centrée

de variance arbitrairement grande (ce qui peut se rapprocher du modèle de

Ling). On calcule ensuite les hiérarchies SL et CL associées pour mille réal i -

sations de la matrice bruitée. Pour chacune de ces réalisations une corréla-

tion de rangs (y de Goodman-Kruskal ) est calculée entre les partitions à un

niveau fixé des deux hiérarchies et la matrice des rangs bruitée. On obtient

ainsi une distribution empirique de y sous l'hypothèse nulle.

Les auteurs limitent donc le test à un seul niveau de la hiérar-

chie. De plus la statistique y utilisée se rattache linéairement à un indice

d'adéquation de partition ne favorisant guère1les classes allongées, ce qui

explique certains résultats quantitatifs de T1étude.

La caractérisation de l'alternative se fa i t par le choix d'un type

de partition au niveau testé. Cette structure est définie par une fonction sur

les paires d'objets, égale â zéro si les objets sont dans la même classe, et

à un sinon, et est perturbée par l'addition d'un bruit gaussien. Cela fournit

une matrice de rangs de dissimilaritës qui est classifiée par SL et CL. Comme

dans le cas de l'hypothèse nulle, on calcule ensuite la corrélation y entre la

partition extraite au niveau testé et la matrice de rangs bruitëe. Un calcul

exact par dénombrement étant impossible, on fa i t encore appel à des simula-

tions.

Baker et Hubert proposent aussi le calfcul direct de y entre la par-

tition testée et la partition donnée par la matrice bruitée comme une mesure

de l'adéquation â une structure vraie. I l pourrait être intéressant de compa-

rer plus précisément ces deux méthodes.

Les auteurs observent que quand la ta i l le maximum d'une classe est

inférieure (resp. supérieure) â 7, CL (resp. SL) donne une partition plus

proche de la structure vraie, i l en est de même du comportement de la puis-

sance du test.

7. SIMILARITES PROBABILITES

Ce paragraphe présente des travaux sur la classifiabilîté qui décou-

lent de la signification probabiliste attachée à la similarité util isée.
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Goodall (1964, 1966, 1970) définit la similarité d'une paire d'objets
comme un indice probabiliste égal au complément de la probabilité que ceux-ci
ne soient pas moins semblables en ayant des attributs assignés uniformément et
indépendamment.

Cette hypothèse d'indépendance et d'uniformité de répartition des
attributs est le principal obstacle à l 'ut i l isat ion de l'indice de Goodall.

L'application à la classif iabil i té peut se faire en testant le maxi-
mum des similarités par rapport à des simulations faites sous l'hypothèse nulle
de Goodali : attributs distribués suivant des fréquences fixées. Le nombre
d'attributs croissant, les probabilités d'erreur de type I simulées se rappro-
chent de celles calculées sous l'hypothèse d'indépendance, et la loi de la s i -
milarité maximum semble en pratique indépendante des fréquences associées aux
attributs.

Ce test peut être adopté aux triplets et quadruplets en utilisant le
maximum des similarités minimum dans chaque groupe de trois ou quatre objets.
La loi théorique n'est toujours pas calculable, et dans ce cas les simulations
tendent à prouver qu'elle n'est pas indépendante des fréquences assignées aux
attributs.

Lerman (1980, 1981) propose aussi un indice de similarité ayant une
signification probabiliste, et qui peut être défini aussi bien pour les a t t r i -
buts que pour les objets.

En ce qui concerne les attr ibuts, Lerman adopte comme indice de s i -
milarité brut le nombre d'objets possédant simultanément les deux attributs.
Puis i l introduit une "hypothèse d'absence de lien" permettant d'éviter que la
valeur de la similarité soit biaisëe par la fréquence trop importante, ou trop
faible, de l'un ou l'autre des attributs. Cette hypothèse consiste à fixer
l'un des attributs et â associer â l'autre une distribution uniforme sur l 'en-
semble des parties de l'ensemble des objets ayant pour cardinal la masse de ce
dernier attr ibut. L'auteur arrive ainsi â un indice de similarité probabiliste
bien approché par la loi normale.

L'hypothèse nulle de non-classifiabilitë revient à munir l'ensemble
des tableaux croisant objets et attr ibuts, et respectant la proportion d 'a t t r i -
buts possédés par chaque objet dans le cas des données étudiées, d'une d is t r i -
bution uniforme.
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La statistique de test H est définie comme une mesure de 1 'écart à 

la nature ultramétrique de la similarité observée (H = 0 si la similarité est 

ultramétrique). On teste l'hypothèse nulle : H f 0, contre l'alternative gé

nérale : H = 0, Ce test exact est généralement impossible à mettre en oeuvre, 

on se contente donc de simulations. Une exception est le cas où le nombre 

d'attributs possédés par chaque objet est constant (e.g. un questionnaire), 

on connaît alors la loi exacte de H. 

8. CONCLUSIONS 

La première conclusion est l'impossibilité actuelle à définir une 

hypothèse nulle de non-classifiabilitë, ou même un petit nombre d'hypothèses 

nulles, qui satisfasse d'un point de vue pratique les utilisateurs des métho

des de classfication. Les hypothèses nulles ayant donné lieu aux travaux 

théoriquement les plus féconds (e.g. graphes aléatoires) ne sont pas pert i 

nentes en pratique. En revanche, les hypothèses nulles ayant donné lieu à 

des applications ont été conçues dans un cadre limité (écologie, botanique), 

et ont donné lieu à des travaux théoriques de peu d'ampleur. 

La seconde conclusion est la constatation d'une situation encore 

pire pour les hypothèses alternatives d'existence d'une structure de classi

fication. Même dans les cas où une hypothèse nulle satisfaisante a pu être 

définie, le choix d'une,ou d'une famille, d'alternatives laisse une grande 

place à l'arbitraire. En conséquence, i l est extrêmement d i f f ic i le de compa

rer, en terme de puissance statistique, les tests proposés pour des hypothè

ses nulles semblables, et ainsi de sélectionner le , ou les meilleurs tests 

indépendamment de considérations sur les facilités de calcul théorique ou au

tomatique. 

Troisièmement, s ' i l existe de nombreux tests sur les partitions, 

i.e. permettant de tester la classifiabilité de données pour une méthode de 

partitionnement, i l existe très peu de tests usant simultanément de tous les 

niveaux d'un arbre hiérarchique. Certes, i l est toujours possible de tester 

séparément les partitions aux différents niveaux, mais l 'uti l isation qui en 

est faite (cf. e.g. Bailey et Dubes (1982)) montre bien les difficultés à 

apprécier les interactions existant entre les niveaux successifs. 

Enfin, i l faut noter l'usage très important des simulations de type 

Monte Carlo. Cela s'explique en grande partie par les difficultés à obtenir 

les lois exactes des statistiques de test, mais aussi par les facil i tés a dé

finir des hypothèses nulles ou alternatives très particulières et pour 
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lesquelles les calculs théoriques sont impossibles. 

Cependant, un inconvénient de cette pratique est la nécessité, ou 

bien de prendre en compte toutes les valeurs possibles des paramètres (nombre 

d'objets, de variables, etc.) afin de construire des tables numériques des 

valeurs critiques, ou bien de faire une simulation numérique à l'occasion de 

chaque application. 

I l est légitime de penser que les puissances des ordinateurs conti

nuant à augmenter, l'usage de ces simulations sera de plus en plus important 

(sur la pratique et l ' intérêt des simulations de Monte Carlo, voir Besag et 

Diggle (1977), et Milligan (1981)). 

I l faut donc espérer que l'analyse des résultats de classification 

de données concrètes provenant de domaines variés pourra permettre la défini

tion d'hypothèses nulles pertinentes pour un grand nombre d'applications. 

Dans un premier temps la définition d'hypothèses alternatives, ou de 

modèles de structuresde classification, doit pouvoir se faire en s'inspirant 

soit de structure mathématiques fortes et bien connues (sphères, cubes, polyè

dres convexes, ellipsoïdes, etc.) soit de structures reflétant l'organisation 

de données concrètes définies â l'aide de critères externes aux méthodes de 

classification mathématique. 
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