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INTRODUCTION 

L'existence et la mise en oeuvre de tests de rang localement de plus forte puissance 

pour tester l'identité des lois de plusieurs échantillons à valeurs numériques sont bien connues, 

dans le cas où ces lois sont absolument continues par rapport à la mesure de Lebesgue, et où 

elles se déduisent les unes aux autres par des translations dTamplitude inconnue mais de sens 

connu (ce quèon appelle une hypothèse de tendance sur les échantillons). On peut trouver par 

exemple ces résultats dans l'ouvrage de Kajek et Sidak ([4] , II 4). 

L'objet de cette étude (qui nous a été proposée par J.P Raoult dans le cadre des 

travaux de statistique non-paramétrique menés au Laboratoire de Mathématiques de L'Université de 

Rouen) est de réaliser une étude analogue pour des lois discrètes (et plus précisément de support 

fini) sur un espace totalement ordonné. En fait pour donner un équivalent à l'hypothèse de 

tendance de Kajek et Sidak nous avons du ici (où la notion de translation n'a peut-être pas de 

sens) supposer que les supports des différentes lois en jeu se déduisent les unes des autres par 

des applications strictement croissantes dont les "positions" respectives sont bien connues ; en 

particulier, cela nous a imposé de supposer que les supports des probabilités en jeu ont tous 

même cardinal : de plus les calculs numériques n'ont été menés â terme que dans le cas où toutes 

ces probabilités sont uniformes sur leurs supports. 

AMS 1970 Subjet classification : Primary 62G30 Secondary 62E15 

Mots clés : Test de rang, Puissance Locale, Dénombrements de Permutations. 
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1 - CADRE DE NOTRE ETUDE : 

On considère I expériences indépendantes réalisées sur un même ensemble noté fi. On 

suppose que fi est muni d'une structura d'ordre total, en général fi est une partie de fil . 
3 

Une observation est donc un élément de fi où j est l'ensemble des expériences et 

cardO = I. 

Soit C- l'ensemble des paramètres. 

On suppose que ces I expériences sont regroupées en T types(T*2) de telle sorte que 

toutes les expériences de même type soient régies par une même probabilité. On note *£ l'ensemble 

des types (T = card*€ ). On suppose que "C est muni d'un ordre total. Les types d'expériences 

représentent les différents échantillons dans le cas d'échantillons multiples. 

Pour chaque expérience i(-=3), on note T(I) son type. 

Pour tout élément t ("<£), on définit N par : N = card T ({tï) ; on a donc l N • I. 
tfc"C 

On suppose que 1 hypothèse de tendance ci dessous est vérifiée : 

Il existe une probabilité discrète P sur fi, de support noté S , et, pour tout 6(€-0) et 

pour tout t£TS), une application h de S dans fi, strictement croissante, de telle sorte que : 
ô, t o 

- pour tout x(eS ) et tout 0(c ô) l'application t-o*h (x) est croissante, 
o B, t 

- hn (P ) est la probabilité qui régit les observations de type t quand 6 est la valeur 
o , t o 

du paramètre. 
On note V • card S . 

o 
On note pour tout (8,t), SQ . - h_ (S ) , qui vérifie card SQ * V ; on remarque que, 

O , t 0 , t O o,t 

pour tout 6,la probabilité P, qui régit l'observation (dans ft ) est donnée par 
?û " n ho w , - \ ( 0 e t e s t concentrée sur H Sft _ / . \ . e . c 3 e , T ( i ) o i o 6 s l ( i ) 

On a donc 

(vici) (Vx£So) Pe[ç(i) -
 h
e,T(i)

îx)] - V { x } ) * 
2 

On se propose de tester l'hypothèse nulle H définie par Ho= {6e 0/V(t,t')e'6 hg «h .) 

à l'aide de tests de rang. Mais dans le cadre qui nous intéresse il y a possibilité 

d'observation d'ex-aequo. Nous allons donc devoir préciser cette notion de test de rang. 

2 - TESTS DE RANG 

Pourtout entier strictement positif K, on note I„ l'ensemble des applications 

surjectives de 3 dans {1,2, ,K} (en particulier l est donc en bijection avec le groupe de 

permutations 0*1) et ̂  (S ) l'ensemble des suites de longueur K, strictement croissantes, dans s 0 

On note par ailleurs ^ * \^J T 
1< Ks I K 

2. 1 Définition des tests de rang 

(P(I ) désignant l'ensemble des parties de Z , on note p l'application rangement, de 

£1 dans (Pdj) définie par : 

(vçefi13) olO-iatZ^ V(i,j)e32 ç(i)> c(j)*o(i)> o(j)}. 

Les éléments de p(£) sont dits les rangements compatibles avec l'observation £(ce sont tous les 

rangements possibles des I expériences selon l'ordre croissant de leurs résultats dans l'obser­

vation. Ç) . 
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3 
On note y l ' app l i ca t ion classement, de fi. dans A , définie par : 

(VÉ e a 3 ) (Vie 3 ) [y«)] ( i ) = card {x£Ç ( i ) ; x £ Ç ( i )} ; 

on remarque que les données de p(Ç) et Y(£) sont équivalentes (c'est à dire qu'il existe une 

application bijective de (P(ÏT) sur A , x» telle que y = X°P )• 

Un test (c'est à dire une transition de probabilité y , de fi vers l'ensemble, à deux 

éléments, des décisions où pour tout Ç, H'(Ç) désigne la .probabilité qui régit la décision prise, 

quand on a observé Ç ) est dit test de rang si ¥(£) ne dépend que de p(£) (où, ce qui est 

équivalent, de y(O)* 

On remarque que la suite des masses des peints de Sg , telles qu'on les rencontre 

quand on parcourt Sa en croissant, ne dépend ni de 9, ni de t puisque c'est la suite des 
c, t 

masses des points de S , telles qu'on les rencontre quand on parcourt S en croissant ; donc la 

loi de p(et de y) sous 6 ne dépend que des positions relatives des différents supports S . 

En particulier, les lois de p(et de y) sont communes pour toutes les valeurs 6 appartenant â H . 

2.2Alternative locale 

On appelle proximité de H , l'ensemble, noté H, des éléments 8 de B tels que pour 

tout couple (x., x~) d'éléments de S et pour tout couple (t., O d'éléments de*6.,on ait : 

(x,< x et t.<t )=>h_ (x )< h (x0). i i £ y, t_ i o,t. 

On pose H' = H - E : on appelle H1 l'alternative locale. 

On suppose de plus que l'hypothèse de tendance stricte est vérifiée, c'est à dire 

que, pour tout élément 8 de H'; et tout élément x de S , l'application t-^*h (x) est strie-

tement croissante. 

On remarque que, dans ces conditions, l'alternative locale correspond à l'ensemble 

des paramètres 6 (G 0) tels que les probabilités h* (P ) (t parcourante) soient toutes 

décalées les unes par rapport aux autres, ce décalage étant le "plus faible" possible, en ce 

sens qu'il ne va pas juqu'au "croisement" entre les images de points de S . 

exemple : cas où 9€ H' 

Yi * 

he,2 "* 

he,3 -* 

On a montré en [2] que l'on pouvait généralement munir ©d'une topologie telle que 

H soit un voisinage de H ; K' justifie donc parfaitement son nom. 

Pour tout e(CH'), les positions relatives des supports de Sft (tCÇ) sont COnS-
O j t 

tantes ; donc les lois de p(et de -y) sont communes pour toutes les valeurs de 6 appartenant 

à H' (on trouvera une démonstration détaillées de ces propriétés de "liberté" (parameter-r r-.e; 

de(p et f) en [3] ). 

Il en résulte que la recherche d'un test de rang de niveau a pour tester H contre 

H'se ramène à un problème de test d'ïiypotnèse srmple contre alternative simple ; il existe donc, 

d'après le théorème de Neyman-Pearson un test de plus forte puissance parmi les tests de rang de 

niveau a pour le problème d'hypothèse nulle H et d'alternative H'. 
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Autrement dit, il existe un test localement de plus forte puissance (en abrégé 

L 

native H', 

LMP) parmi les tests de rang de niveau oc pour le problème d'hypothèse nulle H et d'alter 

Pour déterminer un tel test, il suffit de calculer les lois de y sous l'hypothèse 

nulle et sous l'alternative locale. 

2.3. Lois du classement 

Il est clair que, sous H , la probabilité d'observation d'un classement A(€ A) ne 

dépend que de sa "suite de plateaux", c'est-à-dire de la suitedes tailles des groupes d'ex-aequo 

tels qu'on les rencontre en parcourant les résultats rangés par ordre croissant. Plus préciséT 

ment, si A est de longueur K (c'est-à-dire comprend K groupes d'ex-aequo), si on note 

tfT,(S ) l'ensemble des suites de longueur K, strictement croissantes, dans S . et (L), W P 

K O O K l£ KiJS. 

la suite de plateaux de A (on a donc E 1, - I) , on a, pour tout 6 (eH ) 

(1) P6 [Y - Aj = 

(xp xK)e3K(so) 

si K > card S 
o 

K \ 
TT P ({x,}) si Ricard S^ ; 
k-1 ° 

dans le cas particulier où P est une probabilité uniforme discrète, il vient, si 
o K < card S et V » card S 

o o 

(1.) PQ [Y = x] = (I)1^) (où (J) . y ! / K ! (V-K) ! ) 

On remarque que, sous l'alternative locale, les supports des probabilités régissant 

des expériences de types différents sont tous distincts et que donc il n'y a dans une obser -

vation Ç pas d'ex-aequo entre les résultats d'expériences de types différents ; autrement dit 

le classement, A, associé à Ç vérifie les conditions suivantes (où K désigne la longueur A ) : 

- pour tout k (e {1,2,...,K)), il existe un élément de*6 noté 7(k) qui est le type 

commun de tous les éléments de A (k), 

- pour tout t, £ card A (k) = N (= card T (t))î 
ï(k)= t Z 

un classement vérifiant ces conditions est dit T-régulier, et on appellera typologie de A la 

suite (T (k); 1£ k< K). 

Il est clair que sous l'hypothèse alternative locale, les expériences de même type 

étant indépendantes et de même loi, la probabilité d'observation de A(CA) est nulle si A n'est 

pas T - régulier, et ne dépend que la typologie T de A quand A est T - régulier ; cette 

probabilité est donnée par la formule (2) ci-dessus (dont on trouvera une démonstration dans 

[3])-

Soit A un élément de A i - régulier, et soit (1, ) , K sa suite de plateaux 
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soit oU>= { k € { 1 ,2,. .. £-1} ; T (k) s T(k+1)} ; JL est appelé l'ensemble des points de 

montée de A ; on pose M = cardc/l . Alors pour tout 6(£ K'), on a : 

(2) 

pe l> " XJ ' 

i z_ 
M£B s inf(K,V)iyq3C{l k-l} (y . , y ) e £ ( S ) c = 1 

7T *n«yJJ*c 

card p = B-l 

où, si ]3 • {bj , . . . »bB_j} a v^c bj < b 2 < . . . < b ^ j , bQ = 0 et bfi = K, on pose 

^ 
z 

C b . < k< b k 

c-1 c 

On remarque que, si e£ H', P. [y s Ĵ ne dépend que de la longueur de A, de sa 

suite de plateaux et de sa typologie ; dans le cas où P. est la probabilité uniforme sur 

— o 

S , PQ j_ y - \J (°ù 6 € H') ne dépend que de la longueur de A et du cardinal M de son 

ensemble de points de montée ; en effet il vient alors : 

(2') ['-«M*)1 .< M< B< inf (K,V) (K^M) o 
2.4 Test de description : 

A tout A (C/.), de longueur K, associons la famille A (A) définie par : 

A (A) = (card {i£3 ; A(i) = k et T (i) = t ) ; (k,t) £ {},. .. ,K} x *C ) ; 

si A est le classement de £(€fi ), on dit que A (A) est la T-description ordonnée (ou, plus 

simplement, la description) de Ç, on la note Des (Ç). 

Soit, par exemple, 3 = { a,b,c,d,e,f,g} , *£*{ 1,2,3} et T défini par T(a) * T (b) = 1; 

T(C) - T(d) - 2, i(e) * i(f) = T(g) = 3 ; soit d'autre part l'observation £ définie par le 

tableau suivant : 

C(i) 12 

alors Des (£) est donné par le tableau suivant 

X 
1 

2 

3 

1 2 3 4, 

1 0 0 1 

ï 0 1 0 

0 1 2 0 

De manière plus générale, si on note Des (£) = (d, ; (k, t) C {1 ,. .. ,K}x *f ), on a nécessai-
"̂ r; * » t 

rement, pour t élément de*C , / d, 
1 < k < K 

k t = Nt, et, pour tout k(l<k<K), l dR t * lk, 
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où (1 ; 1< k< K) est la suite de plateaux de Ç. 

On remarque que A est régulier (au sens introduit ci*-dessus) si et seulement si, pour tout k, 

il existe un unique t tel que d, soit égal à 1 (et on a alors pour tout autre t1, 
K) t K 

d, , - 0) ; cette valeur t est ce que nous avons noté f(k)). 

Il résulte, des études faites en 2.3. et 2.A que pour tout X(t A) les probabilités 

d'observation de A sous l'hypothèse nulle et sous l'alternative locale ne dépendent que de A(A). 

Si on appelle test de description tout test qui factorise à travers l'application Des, on en 

déduit qu'il existe un test de description qui est localement de plus forte puissance au 

niveau a parmi les tests de rang. 

Soit 4> l'ensemble des applications f de {1,...,1) dans 3 vérifiant, pour tout t(£*C), 

card^f (t) = N ; étant donné une observation, on dira que "f (e 4>) est une T - situation (ou, 

plus simplement, une situation) compatible avec Ç si et seulement si, il existe o , rangement , 

compatible avec £, tel que = T o o .On notera Sit (£) l'ensemble des situations compatibles 

avec £ ; pratiquement ^ appartient à Sit(Ç) si "f est la suite des types des expériences, tels 

qu'on les rencontre quand les expériences sont classées selon un rangement compatible avec Ç 

(si on reprend l'exemple ci-dessus, Sit (O se compose des 6 situations suivantes : 

(1,2,3,2,3,3,1), (1,2,3,3,2,3,1), (1,2,3,3,3,2,1) ' 

(2,1,3,2,3,3,1), (2,1,3,3,2,3..1), (2,1,3,3,3,2,1).) 

On remarque que les données de Des (Ç) et Sit (Ç) sont équivalentes, et que donc on 

peut parler de manière équivalente, de test de situation ou de test de description. 

2.5Mise en oeuvre du test de rang localement de plus forte puissance 

Nous nous limiterons ici au cas où P est la probabilité uniforme de support S . Il 

résulte alors des formules (!') et (2T) cirdessus qu'il faut connaître pour chaque couple (K,M), 

le nombre (&(K.,M) de rangements T - réguliers A de longueur K et tels que M soit le nombre de 

points de montées de A. C'est ce que nous donne la formule (3) ci-dessous dans le cas où 

*6 - {1,2)) ("comparaison de 2 échantillons"). 

6l(K,M) est non nul seulement si 2sK<N+N0 et inf (K,V)iM+l<sup{K-K. ,K-N„ ,K-E(
K/0)} 

K K ! 2 1 2 2 
où E( y.) désigne la partie entière de /? ; sous ces conditions, il vaut : 

(3) Ûl(K,M) = ^ 

inf {Nj ,K-1,M+1} 

g =K-inf{N2,K-l,M+1) 
S S ( g W K"ê ) 
Nj,g N2;g\K-M-l/ \K-M-W 

où S , désigne le nombre de surjections d'un ensemble de cardinal a sur un ensemble de 
a ,b 

cardinal b. 

Cette formule résulte de ce que A, rangement T-régulier de longueur K et tel que 

card J[> (A) = M, est déterminé par : 
er ^ 

- g le nombre de groupes d'ex-aequo provenant du 1 échantillon (g varie entre K-inf(N ,M+1) et 
inf(Nj,M+l); 

- la surjection définie sur l'ensemble des expériences de type 1, qui à chaque expérience associe 

le groupe d'ex-aequo de type 1 auquel elle appartient ; 
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- la surjection définie sur l'ensemble des expériences de type 2, qui à chaque expérience 

associe le groupe d'ex-aequo de type 2 auquel elle appartient ; 

er 
- la donnée des K-M-i groupes d'ex-aequo du 1 échantillon suivis d'un groupe d'ex-aequo 

. -ème „ , _. -. 
issu du 2 ecnantillon; 

- la donnée des K-M-l groupes d'ex-aequo du 2 échantillon précédés d'un groupe d'ex-aequo 
e r issu du 1 échantillon. 

2.6Critique 

Le test dont nous venons de prouver l'existence présente un défaut important. En 

effet quand le statisticien recherche des tests localement de plus forte puissance, il nourrit 

l'espoir plus ou moins fondé que pour un paramètre même éloigné de l'hypothèse (n'appartenant 

pas a l'alternative locale), ces tests auront encore relativement une forte puissance. Or ici 

cet espoir semble vain. 

Prenons le cas de deux types, où le deuxième échantillon est régi par une probabilité 

sur ift translatée de celle régissant le premier échantillon et où ces deux probabilités sont 

uniformes et de support fini, composé de points équidistants, (soit S = {* + nô/l<niV},6>o) ; 

on peut prendre alors 

© ={(e1,e2)eiR
2/ei<e2}, K ={(ei,e2)eiR

2/e1 = e 2}, H'= {(ei,e2)€iR
2 A x e ^ e ^ ô } et 

(6i,62;,t t 

I l est alors évident que la l o i de Y9 quand 8(^(01,92)) est la valeur du paramètre, 
A — A r 

ne dépend de 6 qu'à travers la position de ^. 1 relativement à la partition de [0,°°[ en les 

intervalles {0}, J0:l[,{ 1 }, ] 1, 2[ {V},]V,+ » [ ; autrement dit, la fonction qui à tout b 

associe la puissance d'un test de rang quand la valeur du paramètre est 6(=(9] ,02)),où 
B —9 

ba,J"j ^ s est une constante sur chacun des atomes de cette partition. 

Toute observation telle que deux expériences de types différents aient des résultats 

égaux conduit, pour les tests de rang LMP, à l'acceptation de l'hypothèse, puisque la proba­

bilité d'un tel événement sous l'alternative locale est nulle. 

Dans l'exemple ci-dessus, quand b vaut 1, la probabilité que deux expériences de types différents 

aient un même résultat sera importante. D'une manière plus générale, la loi de Y SOUS l'hypothèse 
fi —fi 

sera proche de celle de Y quand le paramètre 8(=(61,82)) est tel que ? > 1 = 1 et on peut donc 

prévoir pour cette valeur du paramètre une faible puissance des tests de rang LMP. 

3 - TESTS DE RANG UNIFORMEMENT RANDOMISE 

3.1 Définition 

Un test de rang est dit uniformément randomisé (en abrégé r.u.r.), si, une fois 

associé, à l'observation £, son rangement p(Ç), le processus de prise de décision peut encore 

être décomposé en deux temps, dont le premier consiste a choisir a, rangement compatible avec 

£, par tirage au sort selon la probabilité uniforme sur p(Ç) (et dont le dernier peut évidem­

ment faire à nouveau intervenir un processus aléatoire). 
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Autrement dit, on appelle test r.u.r. toute transition de probabilité, de f vers 

l'espace (à 2 éléments) des décisions, de la forme ¥ o U o o, où o désigne la composition de 

transition de probabilité (voir par exemple [5J) et où U est la transition uniforme de (P(I ) 

vers £T qui. à toute partie £' de l , associe la probabilité uniforme sur I'. On notera 

p = U o p, et on dira qu'un test esr r.u.r. s'il factorise à travers p. 

3.2 Tests de rang uniformément randomisé de plus forte puissance 

Il est classique (voir par exemple [l]), que, sous l'hypothèse H , p suit la loi 

umrorme sur I (on notera ici "U la probabilité uniforme sur S )• 

D'autre part p a même loi relativement à toutes les probabilités PA telles que 6 

appartienne à l'alternative locale (puisqu'il en est déjà ainsi pour p, à travers laquelle p 

factorise) ; on notera (R> cette loi. 

La recherche d'un test r.u.r. de niveau a pour tester H contre H' se ramène donc au 

problème du test sur I , de l'hypothèse simple (IL) contre l'alternative simple (<&) ; il existe 

donc un test localement de plus forte puissance parmi les tests de rang uniformément randomisé 

de niveau a, pour le problème de l'hypothèse H et d'alternative ® - H ; un tel test sera dit 

r.u.r.l.m.p. ; il est fondé sur la considération, pour tout a, de ^[\a{{ (g * !"({cr}). 

' ulToTT 
On a montré (en [2]) que {^({o}) ne dépend en fait que de T o a , élément de l'ensem­

ble 4> des applications de {1,2 1} dans °C (introduit en 2-^. Soit donné *f (£ $) et 

j (€ {1,...,1-1}) ; j est dit point de croissance, d'équilibre, ou de décroissance de ^ selon 

que "f (j ) est strictement inférieur, égal ou strictement supérieur à f̂ (j + 1) ; on note respec­

tivement^ ,&J> et Stïvf les ensembles des points de croissance, d'équilibre et de décroissance de ^ et Cv leurs cardinaux. 

Soit J1 une partie finie de N ; on appelle suite décomposante de 7 la suite ordonnée en 

en décroissant des longueurs des intervalles maximaux non vides contenus dans f- . Si r(sa(Yi » * • • »Y~) ) 
G 

est la suite décomposante de 7 , on a donc card7 = Et Y • 
g=l g 

(A) 

Alors on a : 

(R<{o>) = 2-
SvpCjca i-i} 

H 
( V> h + , ) ! ) y-

* * m ( V 

j+i 

j-1 [p0«*.»] 
m.-m. 

J J" 

vf = T o o ' 1 

3r « {m m } , J = cardX 

(UH ,n , ) . , ., est la suite décomposante de <?̂ Pl I A 
3^,h l ^ H ^ 1{1,...,I-1}U 

o = m0<m1<m2<...<mJ<mJ+1 = I 

J, (S ) est l'ensemble des suites x (-(x.,. 
J +1 o — i 

longueur J+1 dans S . 

,x )) strictement croissantes de 

On a, pour tout *f e t, card {o; TO o = *f )=TT N ! ; or l'observation Ç étant effectuée, 
tc*C 

a est extrait, selon la probabilité uniforme, parmi tous les rangements compatibles avec £ ; il 

en résulte que ^ (= T o o ) est extrait, selon la probabilité uniforme, parmi toutes les situa­

tions compatibles avec 4 î de plus la loi qui régit la situation ainsi déterminée est, dans le 



cas où r € H n , U \ loi uniforme sur ¢, et dans le cas où 6 e H1, la p robab i l i t é (R* ' dé f in ie par 

- 1 , <PJ ( ^ ) - ( TT N ï )Jt({o}) (où ^ = 1 0 0 ) ; le t e s t r . u . r .1.m. p . es t donc en f a i t un t e s t 
t € **? 

de s i tua t ion uniformément randoT.isée, fondé sur 
I ! 

u ' ( W } ) ( v " t ^ N
t
 ! 

3.3 Cas où P est une probabilité uniforire 
o — — • ' ~ 

Dans toute la su i te on suppose que P es t la p robab i l i t é d i sc rè t e uniforme sur 

S ; on suppose que IïV(= card S ) ; on a -a lors : 

et donc (4) se simplifie en : 

( O A < { G » - [ i ] ^ _ ( ; ) 5 Z 1 (TT (U ^ O ! ) " 1 (où D. = cardŒ).) 
1 - D-^J<I-1 J ' 5 ) f C ^ C { l , . . . , I - l } V l 3 'T ' f t ^ ^ 

card ^ = J 

h Soi i t J> t e l que £vC >C{ 1 , . . . ,1-1 } et card 1 = J ; ^ peut ê t r e c a r ac t é r i s e par 
î ' ̂  ç (dont le card ina l , c, vé r i f i e o < c < inf {C*,I - i -J}) e t ) lD£^ (don t l e cardinal es t 

I - l - J - c ) . H 
Pour toute pa r t i e Cr de !N , de sui te décomposante (u, ; l^hcH), notons WCF)* TT ( u , + D O 

(avec la convention W(0) = 1 ) et pour toute p a r t i e o de M et tout en t i e r e (- card S ) , notons 

A(f,e) - I WGO; on a a l o r s : 

c a r d é e 

(A") &({o}) - [ { ] ( ^ 
ffl^iJsJ-l 

O ( ^ ) A ( £ l f , I - l - J - c ) 
o«e<inf(C^,I-1-J) 

La mise en oeuvre du t e s t r . u . r . l . m . p . nécess i te donc le ca lcu l des coef f i c ien t s 

A(?,e) ; c ' e s t l ' ob je t de la formule (5) c i -dessous , où (y , IsgsG) e s t la su i te décomposante de E 

(5) A(E,e) = 
. . . Tw i«lr. z — V H / aeyv f - \«, • . / ( f l , . . . , f r ) € i e „ IsgsG « i , e H = i W H 

^ T , e l V i l "G - <(f, f r ) / ï f - e , V g £ { l , . . . , G } 0<fp<Yo} 
g s l ë ë 

SP r u
 e s t l'ensemble des su i tes R ( = ( r . , . . . , r ) ) , de longueur H et qui s c i oY g , fg ,H - 1 H 

sui te décomposante d'une par t ie de cardinal f de { 1 , . . . , Y }• 
g 

( s . , . . . , s ) est la su i te des longueurs des i n t e r v a l l e s maximaux de { ] , 

lesquels R est constante. 
pQL) - < T? ( r h + D ! ) " 1 . 
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On trouve une démonstration détaillée de (5) dans [3] ; le principe en est de 

calculer A(£,e) dans le cas où £ est un intervalle (en montrant qu'alors A(£,e) ne dépend 

que de e et de la longueur de E ), puis de montrer que, dans le cas général, A(£,e) peut 

s'exprimer en fonction des coefficients A(c »f)> où les ensembles c* sont les intervalles 
8 g 

maximaux contenus dans c . 

On appelle caractéristique d'un élément vf de 0 le couple nOf) composé de la suite 

décomposante de ses points d'équilibre et du nombre de ses points de décroissance : on note 

JC l'ensemble dans lequel n prend ses valeurs. Il résulte de la formule (5) que Û^({a}) ne 

dépend que de la caractéristique de la situation T o a ; autrement dit, dans le cas où P 
o 

est uniforme, le test r.u.r. 1-m.p. peut être en fait considéré comme un test de caractéristique. 

Pratiquement, notons \JL" et (JV les probabilités (sur3(.) images de U' et (R/ par r\t 

et ZI le préordre (dit "ordre de rejet") défini surUtpar k D k ' ^ ' ( { k } ) > fo'^fo*?, et 
U"({k}) U"({k'}) 

appelons, pour tout k(e30, seuil de k le nombre \L"({kfe'ÎC; k'̂ 3 k}) ; on sait qu'alors on 

détermine la région de rejet d'un test de caractéristique l.m.p. de niveau a comme l'ensemble 

des k de seuil inférieur ou égal à a, et en "randomisant" s'il y a lieu afin d'ajuster le 

niveau du test à a. 

4 - CALCULS NUMERIQUES 

Nous avons calculé effectivement les deux tests de rang mis en évidence en 2 et 3, 

dans le cas où P est uniforme, et ceci pour deux échantillons de faibles effectifs (4 ou 5), 

et V variant entre 8 et 100. Des extraits de ces résultats numériques sont présentés dans les 

tableaux (I) et (II). Quelques commentaires s'imposent. 

1) Le test de rang LMP est de forte puissance locale surtout lorsque le cardinal du 

support de P n'est pas très grand par rapport aux tailles des échantillons. D'ailleurs dans 
o 

ce cas, ce test est quasiment un test de régularité : rejet de l'hypothèse si le rangement 

observé n'est pas T-régulier ; non-rejet de l'hypothèse sinon. 

2) Le test de rang r.u.r. l.m.p, est nettement moins puissant que le test non 

randomisé. Par contre, on observe un résultat très intéressant : l'ordre de rejet des 

différentes caractéristiques ne dépend pas de V, cardinal du support de P (cet ordre est 

décrit dans les tableaux III et IV), alors que l'ordre de rejet des descriptions en dépend. 

Si l'on réussissait à démontrer ce résultat, il ne serait plus nécessaire de connaître V pour 

déterminer le test r.u.r.l.m.p. ; il suffirait de savoir que P est une probabilité uniforme. 

De plus on remarque que les premières situations rejetées se distinguent par le fait qu'elles 
er 

proviennent d'observations telles que la plus petite valeur observée soit issue du 1 échantil­

lon et la plus grande valeur observée soit issue du 2 échantillon. Cette dernière ramarqu< 

nous a conduit à proposer des tests, basés uniquement sur l'origine des valeurs eîrv-i'iv.c.s 

observées, dont l'étude fait l'objet du paragraphe suivant. 



5 - TEST DES EXTREMA 

ï-ous nous restreindrons dans ce paragraphe au cas où P est uniforme et où T est égal 

a 2. 

5.ÎTest des simples sxtréma 

On considère l'ensemble E des observations Ç telles que le plus petit de leurs résultats 

ne puisse provenir que d'une expérience de type 1 et le plus grand de leurs résultats que d'une 

expérience de type 2 : 

E = {f C fi3/(Vo€ p(O) (TOC*1) (1) = 1 et (Toa_1)(I) = 2} 

Il s'agit de construire un test de niveau a qui "ait tendance" à rejeter l'hypothèse 

quand l'événement E se réalise. En fait, Q (E) désignant la valeur commune des probabilités 

P (E) (où 6£ K ), on aura toujours dans la pratique Q (E) >a ce qui conduira à accepter H 

systématiquement si E ne se réalise pas et, si E se réalise, à faire intervenir un artifice aléa­

toire attribuant à la décision d'acceptation de H la probabilité l-(a/Q (E)). 

Le test des extréma étant un test de rang, sa puissance locale sera inférieure ou égale 

à celle du test de rang LMP déterminé en 2. Pour le mettre en oeuvre il faut calculer Q (E) et 

pour calculer sa puissance locale il faut calculer Q'(E), la valeur commune des Pa(E) quand 
o 

appartient à K'. Ces calculs (P étant uniforme sur S , de cardinal V) font l ' o b j e t des formules 
o o 

(6) et (6') ci-dessous dont les démonstrations f igurent en [3] . 
I V r N N T r N N "i 

(6) Q (E) = fi) l (V-e) [ e ^ ( e - l ) ]j [e 2 - ( e - l ) Z\ 
e=l 

I V r N Ni r N N "1 
(6 ') Q'(E) - ( i ) I (V-e) [(e+1) -e l\ [ (e + 1) - -e 2J 

5 2 Autres tests des extréma 

On peut concevoir un test basé sur les bi-extréma, c'est-à-dire le type des deux plus 

grandes et des deux plus petites valeurs observées ; on peut également concevoir un test basé sur 

les extréma mais après randomisât ion. Les formules permettant l'étude de ces tests se trouvent 

en [3j ; les puissances locales qui en résultent sont exprimés dans les tableaux I et II. On 

remarque que les tests de rang basés sur les extréma sont de puissance locale nettement plus 

faible que le test de rang L.M.P.. 

Par contre le tesL des simples extréma ainsi que le test des bi-extréma ne piCseatçv^r " 

sans doute pas les chutes de puissance analysées en 2 .6 ; cela est d'ailleurs certain ds,n2 iç '•" 

de translation ; en effet, si la probabilité qui régit les observations du second type 2:/, ° ' ̂ -^s 

par une translation, d'amplitude positive, de la probabilité régissant les observations d:, f-i^ler 

type, il est alors évident que la probabilité de E est une fonction croissante de l'amplitude de 

cette translation. 
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Ordre de rejet par le test r.u.r.l.m.p. 

cas de deux échantillons de taille 4 

l 
1 

1 

! 
ordre 

de 
rejet 

I 

II 

i 

III 

IV 

i 

| 

i 
V 

i 

VI 

VII 

CAPACTERIS' 

suite décociDosante des 
points d'équilibre 

1,1,1,1 

3,3 

2,1,1 

2,2 

I ,1 

0 

3,1,1 

riQŒ 

nombre de 
points de 

décroissance 

1 

1 

1 

1 

2 

3 

1 

Situations 

11221!22* 

11112222* 

11211222 
11122122* 
12211122 
11222112 

11121222* 
11122212 
12111222 
12221112 

11212Ï22* 
12112122 
12121122 
11221212 
112122Ï2 
12112212 
12211212 
12122112 
12212112 

32121212 

221I1122 
11222711 

Seuil 

0,0143 

0,0286 

0,0857 

0,1429 

0,271 4 

0,2857 

0,3143 

Les situations marquées d'une astérisque sont celles pouvant conduire 
au rejet de l'hypothèse par les tests r.u.r. des bi-extréma. 

Tableau III 

Ordre de rejet I, correspond à la caractéristique maximale (pour la relation de 

préordre U définie en 3.9) 

Ordre de rejet II, correspond à la caractéristique maximale (pour 13 ) parmi les 

caractéristiques qui ne sont pas d'ordre de rejet I. 
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Ordre de rejet par le test r.u.r.l.m.p. 

cas de deux échantillons de taille 5 

1 

ordre 
de 

rejet 

I 

II 

III 

IV 

V 

CARACTERIS' 

suite décomposante 
des points d'équilibre 

2,2,1,1 

4,4 

3,2,3 

1,1,1,1 

3,3 

CIQUE 

nombre de 
points de 
décroissance 

1 

0 

3 

2 

3 

Situations 

1112211222 
1112221122 
1122111222 
1122211122 

1111122222 

1111221222 
1111222122 
1221111222 
1222111122 
3112312222 
13122223 3 2 
3321312222 
1122221132 

3 3 23 3 223 22 
3322332322 
1322332212 
3211221122 
1223321322 
3 223 3 22112 
1121221122 
3122321322 
1322122112 

3113212222 
1313222232 
1213 132222 
3222233112 

1 

Seuil 

0,0359 

0,0198 

0,0516 

0,0873 

0,1032 

Tableau IV 



CONCLUSION 

Dans le cas où on connait V on préférera utiliser les tests de rang basés sur 

les extréma ; toutefois lorsque l'on désirera un test de forte puissance locale on n'utilisera 

le test de rang L.M.P. qu'en ayant conscience de son défaut (chute de puissance dès que le 

paramétre sort de l'alternative locale). 

Par contre, quand on ne connait pas V, on utilisera le test de rang uniformément 

randomisé localement de plus forte puissance, puisque l'ordre de rejet des situations ne 

dépend pas de V (c'est ce que l'on observe dans le cas de nos calculs, résultats qui restent 

à confirmer dans d'autre cas). Il faudra toutefois avoir conscience de la mauvaise qualité 

(faible puissance) de ce test pour de grandes valeurs de V. 
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