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L'objectif principal de cet article est de préciser le contexte mathématique le
plus général possible dans lequel les manipulations d'opérateurs telles que faites dans le
livre de Box et Jenkins (1976) demeurent valides. Ceci nous améne 3 considérer une famille
d'opérateurs engendrée par l'opérateur décalage 3 gauche B, famille opérant sur 1l'espace
des processus commengant & O ainsi que sur celui des processus commengant 3 - w, Pour
cracun de ces deux espaces, en utilisant uniquement des notions générales d'algébre lin3aire
ainsi que les principes de base du calcul fonctionnel, nous dédaisons des conditions néces-
saires et suffisantes pour l'inversibilité d'un opérateur polynomial en B ains1 que pour
la simplirication d'un facteur commun dans l'équation de dérinition d'un moadle ARMA. Fina-
lement, nous discutons les implications de ces résultats sur différentes questions traitées

dans Box et Jenkins.
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I - INTRODUCTION

Dans certains livres de séries chronologiques, la notion d'opérateur est mainte~
nant utilisée atin de représenter diverses classes de processus stochastiques. L'avantage
dtant bien siir de simplitier la notatiom. Par exemple, Box et Jenkins (1976) en font une
utilisation intemse. L'équation typique que l'on rencontre dans ce livre est l'équation
dérinissant un processus mixte d'ordre (p,q) (ARMA(p,q))

Re =0y Xeymeeem 0, Ko = Ap =80 Ay =eerm 904

ue l'on abrége par l'&quation
q P

$(B) X = 8(B) A

=~

oi B désigne l'opérateur décalage 3 gauche défini par BX, = xt-l’ $(B) = 1-013 ~eaa= ¢p 8P

1
Dépendant des circonstances, tantdt nous voudrons représentcr Xt uniquement en termes du

désigne 1l'opérateur autorégressif et 3(B) = 1-3,B ~,..- eq 8¢ 1'opérateur moyenne mobile.

bruit blanc A, ce qui nous améne 3 inverser l'opérateur ¢(B), tantdt nous voudrons repré-

senter Xt comme une combinaison linéaire des vaieurs passees x:-l’ Xt-2""’ ce qui nous
améne 3 inverser l'opératesur 9(B).

Bien que l'utilisation d'opérateurs nous situe dans un contexte mathématique plus
abstrait, elle est quand m&me avantageuse puisqu'en plus d'abréger la notation, elle permet
bien souvent de rendre certains développements plus transparents, Dans leur livre, Box et
Jenkins font des opérations formelles sur des polyndmes d'operateurs comme si c'&tait des
polynSmes d'une variable complexe sans préciser le cadre mathématique dans lequel ces opé-
Tations sont valides. Pour le statisticien familier avec la théorie des processus stochas~
tiques, cette lacune n'est pas trop g@nante puiscy'il est en général relativement facile de
démontrer les mémes résultats sans faire appel 3 1a notion d'opérateur. Cependant, pour le
praticien de méme que pour l'8tudiant qui s'initie aux sé&ries chronologiques, cette approche
peut devenir rapidement ennuyeuse. De plus elle présente un danger car elle peut inciter
le lecteur i faire de nouveaux développements en utilisant les opérateurs sans se préoccuper

du contaxte mathématique dans lequel ces manipulations d'opévateurs sont valides.

L'objectif premier de cet article est de décrire le cadre mathématique le plus
général possible dans lequel les manipulations d'opérateurs demeurent valides. Ceci nous
améne 3 considérer une famille d'opérateurs engendrée par l'opérateur décalage i gauche B,
famille opérant §ur un espace de processus stochastiques qui gst & préciser. Nous verrons
qu'en utilisant uniquement des notions générales d'algébre linéaire ainsi que les principes
de base du calcul tonctionnel, nous pouvons cerner relativement aisément les possibilitds
et les limites des représentations en termes d'opérateurs. Un point qui nous semble impor-
tant est celur des principes de base du calcul fonctionnel. Le seul fait de les expliciter,
ce quL peut se faire trés simplement en quelques pages, permet d'@viter des obscurités et

des redites et de démontrer de fagun rigoureuse et &lémentaire certaines propriétés des
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processus ARMA et ARIMA.

Le présent article est de nature didactique et devrait &tre utile 3 tous ceux qui
enseiznent et/ou utilisent la méthode de Box et Jenkins. Il est le fruit de la collaboration
d'un mathematicien et d'un statisticien ayant expérimenté 3 plusieurs reprises le livre de
30x et Jenkins comme référence de base pour un cours de séries chronologiques. Nous sommes
resc3s le plus prés pcssible de ce livre et nous avons situé ce qui est fait par rapport 3
la tnecrie générale des processus stochastiques pour laquelle nous nous référons au livre
de Cramer et Leadbetter (1967),

Dans la Section 2, nous présentons les principes de base du calcul fonctionnel.
Dans la Section 3, nous précisons les espaces de processus sur lesquels nous allons opérer
et dans la Section 4, nous définissons les espaces d'opérateurs (ou de fonctions de transfert)
que poys voulons discucer. Dans la Section 5, nous repremons sans utiliser la notion d‘opé-
rateur le raisonnement présenté dans Box et Jenkins (1976) chapitre 3 afin de déduire les
conditions de stationnarité et d'inversibilité d'un processus ARMA. En particulier, la démons-
tration que nous présentons afin d'obtenir la condition nécessaire et suffisante pour la
stationnarité d‘'un processus ARMA nous paralt plus simple que celle présentée par Pagano

(1973) dans le cas d'un processus autorégressif.

Dang les Sections 6 et 7, zous étudions en termes d‘opérateurs, quelques propriétés
dfun processus ARMA : a'abord comme processus commengant 3 l'instant O dams la Section
6 et puls comme processus commengant & - = dans la Section 7. Nous discutons brié&vement
dans la Section 8 quelques propriétés des processus ARIMA. Dans la Section (9), nous repre-
nons dans un cadre mathématique approprié et sous une forme plus gémérale un calcul de Box
et Jenkins (1976) p. 80 sur la transtormation des covariances lorsqu'on applique des fonctions

de transfert aux processus considérés,

Mous concluons finalement par la Section 10 en discutant quelques implications de
notre article sur le choix du cadre mathématique pour l'étude des processus ARIMA. En parti-
culier, il est noté& que pour les processus ARIMA non-stationnaires, il y a un net avantage 3
considérer des processus commengant 3 l'instant O sinon trés peu de manipulations d'opéra-

teurs sont permises.

- = ELZENTS DE CALCUL FutiCTIONNE..

Soit E un espace vectoriel comple.c. L'ensemble L(E] des opérateurs linéaires
de Z dans E est de ragon naturelle un algébre sur le corps C des nombres complexes,
c'est-3-aire, A et B désignant des éléments de L(E) et a un nombre complexe, on a :

a) L(E) est un espace vectoriel pour les leois A+B et QA.

b) L(E) est muni de la loi AB qui est associative, distributive 3 droite et

~

i gauche par rapport d l'addition et qui véritie (aA)B = A(aB) = a(AB).

c) L(E) posséde un élément unité I : AL = TA = A,



36

Lorsqu'on veut dérinir des fonctions d'un opérateur linéaire B on doit se

dorner une sous-algébre 5 de L(E) contenant B et une algébre A de fonctions complexes
définies sur un domaine D du plan complexe que nous supposerons &tre un disque de centre O.
Etant donné £ € A on cherche 3 définir f(B)€ B . On part de 1'idée que f(B) s'obtient

en remplagant z par B dans f(z), mais ceci n'a de sens que si f est un polyndme. Si
£(z) = a, *a) z vt ay 2" on peut en effet poser f(B) = a I +a; B+ a Bu, ce qui
donne un opérateur £(B)e B . Si l'on note 9 Ll'application de l'algébre Ao des fonctioms
polyndmes sur D dams l'algébre B, définie par 6(f) = f£(B), on a les propriétés suivantes

~

taciles 3 vérifier (f et g désignent des éléments de Ao et o un nombre complexe) :

8 est linéaire : 6(f+g) = 68(f) + 9(g), 6(af) = ab(f)
ou  (f+g)(B) = £(B) + g(B), (af)(B) = af(B)

(L 5(fg) = 8(f)e(g) ou (£g)(B) = £(B)g(B)
a(l) = I
8(z) = B

Les conditions (1) traduisent 1'idée que l'on peut calculer avec les
fonctions d‘'opérateurs comme avec les fonctions ordinaires, z é&tant remplacé par B, Elles
expriment que & est un merphisme (ou homomorphigme) de l'algébre Ao dans 1l'algébre B8,
qui trensforme 2z en B. Nous prendrons donc les conditions (1) comme principes de base pour

la définition de £(B) lorsque f £ A,

Nous allons montrer que les conditions (1) suffisent pour fonder le calcul fonc—-
tionnel avec l'algébre R des fonctions rationnelles sur D. Une fonction rationnelle sur D
est par définition une fonction de la forme 1t = B o p et q sont des polyndmes et od q
n'a pas de racine dans D. Si 9 est une application de R dans B8 vérifiant les conditionms

(1) on aoit avoir pour £ = E €R:
L !
8(f) e(P)B(q) = P(B)e(q) .

Pour déterminer e(%) on remarque que ¢ % = % q =1, ce qui implique que

a®O(D = 8Da®) = 8(1) = 1
En d'autres termes e(i) doit &tre l'inverse de q(B), ce qui nécessite q(B) inversible

dans 8 pour tout polyndme q n'ayant pas de racine dans D. Si cette condition est réalisée

on doit donc définir 9 par :

p(B)q(B) " .

2
9(q5

Cette dérinition est cohérente car si g =X ouce qui est équivalent sp = rq on en déduit
s(B)p(B) = r(B)q(B), d'ol p(B)q(B)-l = r(B)s(B)_l. Ce poipt étant acquis il est facile de

montrer que 3 dérini comme indiqué véririe les conditions (1).

Un polynfme q non nul peut 8tre mis sous la forme q(z) = a(z-xl)...(z-xn) avec
a # 0. L'inversibilité dans B de q(B) &quivaut 3 1'inversibilité dans B des opérateurs
B—kll,...,B-AnI, L'inversibilité de qfB) dans B pour tout polyndme q sans racine dans
D dquivaut donc 3 l'inversibilité de B-AI dans 8 pour tout A # D. En d'autres termes,
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D Joit contenir le spectre de B relacivement 4 l'algébre B8, Ceci montre en passant gue
le calcul tonctionnel avec B dépend de fagon essentielle de l'algébre B dans laquelle
on wmpose d& f(3) de se trouver. Ce tait est important car le choix de B est souvent Lié

de fagon naturelle au probléme que 1'on é&tudie.

Pour définir t(B) pour des fonctions plus générales que des fonctions rationnelles
.l zaut :aire intarvenir des topologlies et poser un principe de continuité de la forme sui~

vante (f1 désigne une suite convergente de fonctions de A} :

(lim £ )(B) = lim (fn(B)) .
n-bon n <+ «
Dans la suite nous aurons seulement i inverser des polynSmes en B dans une algébre
L]
d*opérateurs B et 3 représenter l'inverse, lorsqu'il existe, comme série entiére & ¢an.
n=0
Nous n'aurons donc pas 3 faire appel 3 des propriétés topologiques générales.
Les principes du calcul fonctionnel tels que nous venons de les exposer se trouvent
soys une forme plus ou moins explicite dans les ouvrages d'analyse fonctiomnelle., On pourra

en particulier conmsulter le livre de Dunford et Schwartz (1958), tome 1, chapitre 7.

3 - ESPACES DE PROCESSUS STOCHASTIQUES

Dans cet article, nous considérons uniquement les processus stochastiques 3 temps
discret de la forme {xt : t € Z} ol Z désigne l'ensemble des entiers relatifs et, afin
dfalléger la notation, nous écrivons X = [Xt : t € Z}. Nous supposons que le processus X
est & valeurs réelles, cependant tous les développements faits dans ce texte demeurent valides
pour un processus 3 valeurs complexes. Désignons par P(Z) l'ensemble des processus X du
second ordre c'est-i-dire pour lesquels E[Xf] < @ pour tout t € Z, L'ensemble P(Z) est
ace f3gon naturelle un espace vectoriel sur 1; corps des nombres complexes C par les opé-
rations

(X + Y)t =X +Y ,

(2) t t

(ctX)l__=ozXt s tE€Z,ac€C.

Er vue des appollcatrons et aussi pour se situer duans un cadre mathématique prati-

cable, on envisage ies deux sous—espaces suivants de P(Z).

~ L'espgce P(N) qui est l'ensemble des processus X = (Xt : t € N} qui commencent 3
l'instant zéro (pour interpréter X = (Xt : t &€ N} comme &lément de P(Z), on convient

que Xt =0 pour t <O0).

- L'espace P _{2) des processus bornés en moyenne quadracique c'est-d-dire tels que
2
(3) sup E [X7] <= .
te
Il est racile de vér.fier que ces deux ensembles constituent des sous-espaces vectoriels de

P(Z). De plus, »n vertu de l'inégalité de Schwarz, oan a
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(1% 1D? <ellx,]%]

done si X € P(Z) on a aussi

)

sup E[lxtl] <= et sup Var(X) <= .
tez tez

Le sous—espace P_(Z) contient les processus stationnaires au sens large. En effet, puisqu'un
processus stationnaire gu sens large est un processus du second ordre dont les deux premiers

moments sont invariants par rapport aux translations dans le temps, il s'ensuit que
e(x2] = 53], t 6z

et par conséquent, la condition (3) est automatiquement satisfaite.

4 — ESPACES DE FONCTIONS DE TRANSFERT

4.1 - La notion de fonction de transfert

Une fonction de transfert sur P(Z) est une application % de P(2) dans P(Z).

Elle est dite physiquement réalisable si (¢X)t est calculable 3 partir des Xj tels que

j ¢t clest-d-dire si

(XY, = 0(euesX, X, K0

Si la fonction ¢ du membre de gauche ne dépend pas dy temps t, on dit que $ est homogéne
dans le temps. Nous nous int&ressons aux ronctions de transfert physiquement réalisables,

homogénes dans le temps et linéaires, c'est-d-dire définies par une tormule de la forme :

® x, = I
j=0

Nous pouvons alors identifier la fonction de transtert ¢ 4 la suite infinie f¢1,p2, el

8, X, _j» £ € 2.

et nous écrirons
$ = [¢i : iée N}

Nous ne sommes pas assurés a priori de la convergence du deuxiléme membre de (4) et c'est
une des raisons pour introduire les espaces P(N) et P_(Z), Avant d'étudier l'algébre des

ronctions de transrert, rappelons d'aboxrd quelques généralités sur les séries formelles.

4.2 —~ Séries formelles, ronctions zénératrices

Etant donné une suite de nombres complexes ¢ = laL:L € N} on lui associe la

P = n < - .- .
série rormelle $(z) = T » 2z ol 2z est une indéterminde. $(z) est congue comme combi=

n
n=0
naitson linéaire rormelle des symboles 2" et l'égalite de deux séries formelles signitie

1'4gai.té de leurs coetficients.
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On détrinit ies operations suivantes sur l'ensemble B des séries formelles :

£ % e £ vy 2" = T (b, * wn)z“
n=0 n=0Q n=0
a T b z2"= T (a0 )zn (o aombre complexe)
n n
n=0 n=0

g

/ n>< © n) o ( n n
bz T = I D
K a=0 " > /\g=0 " a=0 \i=0 * "%

Muni de ces opératjons B est une algébre commutative sur le corps des nombres

complexes. On peut remarquer que le produit de deux séries formelles s'obtient en posant
o + . P, -

2"2%= 2™ et en multipliant formellement., L'é@lément unité de B est 20 = {1,0,0,...}

que l'on identifie avec 1.

L'algébre B3 est sans diviseur de zéro, c'est-d~dire $(z)y(z) = 0 implique
$(z) = 0 ou P(z) = 0. Supposons en effet ¢(z) # 0 et ¢(z) # 0. Si ¢n est le premier
coefficient non nul de ¢(z) et wm le premier coefficient non nul de p(z) alors
p(2)w(2) a comme premier coefficient non nul (¢w)n+m= ¢n¢m donc ¢(z)u(z) # O.

Soit H le sous-ensemble des ¢ € B telles que la sér.e entiére ¢t o z®

n=0
{z variable complexe) ait un rayon de convergence > O. Il est facile de démontrer que H

est une sous—algdbre de B que l'on peut wdentifier avec 1'algébre des fonctions de la
variable complexe 2z qui sont holomorphes dans un voisinage de O (germes de fonctiomns

holomorphes en 0).

La série formelle $(z), qu'elle soit interprétable ou non comme fonction de H,
est appelée la fonction génératrice de la suite de nombres ¢ = {¢n : n € N}. On peut
obtenir des identités utiles enm utilisant uniquement le fait que B est une algébre. Si de

plus ¢ € H cela peut conduire 3 des expressions analytiques intéressantes pour les coeffi-

. . . 1 n
cients 3§ , ea utilisant le rait que L ¢( ) .
n!
. < » n ;= = .
On peut encore considerer des séries formelles ) ¢z associées 3 des suites

ns—c n
de nombres complexes $ = {@n: n € Z}, Dans ce cas le produit de deux séries formelles n'est
pas toujours défini car les coefficients de la série produit se présentent sous forme de

s0Emes uliwal, o. 4 - PU.= uer t.0blémes de convergence.

On peut assocler 3 une série formelle 1 ¢n 2® (indexée avec N ou Z) la série
de Fourier N exp(nxd), mais les cnoses sont moins simples que dans le cas des fonctions
génératrices.

Remarquons finalement que B &tant un opérateur linéaire et § une série formelle,
oan peut chercher 1 darinir l'opérateur »(B) = T % 8. Ceci est un probléme qui ne doit pas
gtre mélangé avec c2 uul pricéde. Sn particulier ce qui reléve d'un calcul relacif aux fonc-

t

tions génératrices n'a -s5 mescin d'3tre interprété en termes d'opérateurs. Une telle inter-

prétation necessiterait en effet des justifications dont on aurait pu se dispenser.
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4.3 - Algébre B des fonctions de transfert

Désignons par B 1'ensemble des fonctions de transfert définies par des suites
2= by i € N, comme précisé plus haut, La formule (4) a toujours un sens lorsque X £ P(N)
car la série qui est dans le deuxiéme membre se réduit 3 une somme finie. Nous allons examiner
les propriétés des tonctions de transfert ¢ sans nous soucier des problémes de convergence,
ce qui nous donnera des résultats toujours valides lorsque nous les interpréterons comme
opérateurs dans P(N) et valides sous des hypothéses que nous préciserons lorsque nous les

interpréterons comme opérateurs sur d'autres espaces de processus.

L'addition et la multiplication par un nombre complexe o se traduisent pour les
opérateurs linéaires ¢,y par les formules :

(¢ + ¢)n =4, 0 n €N

n ?
(5)

(a¢)n= s , R €N,

Considérons maintenant un systéme physique constitué par deux filtres ¢ et ¢

opérant sur une série. Schématiquement nous avons

X Y A

et oubliant pour un moment le probléme de convergence, nous pouvons écrire

n
( 5 $n—1n l“m)xt:-n *

Ainsi, le riltre résultant qui relie Z 3 X est défini par la fonction de transfert

n
{ I ¢ o $m :n€N } :
n=0

La composition des opérateurs ¢ et P se traduit donc par :
n
(6> (w¢)n = L ¢ ) ’ n €N .

n~-c o
m=0

Les opérations sur les fonctions de transrert se définissent donc exactement par
les mémes formules que pour les séries formelles. Compte tenu de ce que deux tonctions de
transfert aérinissent le méme opérateur ci et seulement si elles ont les mémes coefficients,
on peut identirier l'algébre B8 des fonctions de transfert aveg l'algébre des séries for-
melles. L'ensemble 3 est donc une algébre commutative avec é&lement unité 1 = {1,0,0,...}

Comme nous L'avons dit plus haut, l'algébre 6 opere sur P(N) car le deuxiéme

t

membre de (4) se réduict a4 I >j xt-j de sorte qu'il n'y a plys de probléme de convergence.
j=0

Cependanf sur P(Z) et méme sur P.(2) , le probléme de convergence surgit immédiatement.
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Finalement, il est intéressant de noter que si X € P(N) et pe€ B, l'élément +X &€ P(N)
2érini par (4) n'est pas autre chose que le produit formel des séries formelles X et )

(la premidre d coetficients aléatoires et la deuxidme d coefficients complexes),

Les éléments ¢ # O de l'algébre B sopt des opérateurs injectifs sur P(M).
Soit en erfet X wun élément non nul de P(N) dont la premidre composante non nulle est
xm. Si > est le premier coetficient non nul de 9 alors ¢X # O car $X a upe premidre

composante non nulle qui est (¢X)n+m = ¢n Xm.

4.4 — L'cpérateur B et 1'algébre B  des polyndmes en B

0
L'opérateur dicalage I gauche B (backward shift operator) est la fonction de
transtert définie dans P(Z) par

7 B0, = X,_,

Ainsi, B = {0,1,0,0,...} de sorte que la série formelle associde 3 B se réduit 3 2z et

par cqonséquent, B peut &tre ipterprété comme opérateur de multiplication par z.

L'opérateur B peut aussi 2tre considéré comme ppérateur sur P(N) et sur Pq(z)
ma:s ses propriftds dépendent de l'espace sur lequel on considére qu'il agit.

Comme opérateur sur P(Z) ou P_(2), B est inversible d'inverse F = g™t

(forward shift operagor) dé&fini par

(8) (FX), = X | -
On voit immédiatement que F n'admet pas de représentation de la forme (4) et par consé-
cuent, F n'est pas physiquement r8alisable. Donc, méme si l'opérateur B est inversible,

son inverse n'est pas dans l'algébre B.

Comme opérateur sur P(N) , B n'est pas inversible car il n'est pas surjectif.
En effet, si X = {Ko,xl,xz,...} on a BX = {O’XO’XI’XZ""} , donc un processus {YO,YI,YZ,...}
tel que Yo # 0 n'est pas dans l'image de B. Cependant on peut définir F sur P(N)

en posant

F{Xy,X),X,,ee b = (X),X }.

pavee

Il est immédiat de vérifier que FB = I, c'est-d-dire que B est inversible i gauche, mais

ona BF#1I car
aF(xo,xl,xz,...} = B(xl,xz,...} = ro,xl,xz,...} .

Comsidérons maintenant un polyndme p(z). D'aprés la Section 2, l'opérateur p(B)
obtanu en substituant B 3 z est bien défini et il peut 8tre interprdté comme opérateur
de multiplication par p(z), si l'on 3crit X sous forme de série formelle. Il est facile

de montrer que l'ensemble des polyndmes p(B) constitue une sous-algébre So de 8,

Les Elédments dJe 30 opirent sur chacun des trois espaces P(Z), P_(2) et P(N).
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Sur P(Z), on ne peut pas raire opérer d'autres &léments de B que les polyndmes en B car
= n a :
st p= - 3 z" n'est pas un polyndme, on peut toujours trouver un processus X € P(zZ)

a
n=0
za1sant diverger le deuxiZme membre de (4).

4,5 — L'algébre 31 des ronctions de transrert stables

¢n z" , cherchons i quelle condition

~8

Etant donné ) =
0=0

@0, = § oo X _
j=0 1 t73
converge en movenne d‘'ordre 1 pour tout X&P_(z). En prenant X tel que

X = X. exp{~il arg 3_} pour an > O, on obtient (¢X), =X z lo.|, ce qui montre qu'il
-0 0 a o 0 j=0 j
est nécessaire que £ [¢jl < o, Si cette condition est réalisée, alors il y a convergence
j=0
pour tout XE€P_(Z). En effet, on a

e[l T o, x,_ 1]« T lo,] Elx_ 1]

De plus, comme % lo,| < = implique que £ |9,
=0 ° j=
convergence en moyenne quadratique.

Notomns 31 l'ensemble des o € B tels que g |¢.] < = Il est facile de vérifier
j=0
que Bl est une sous—algébre de 3, Nous dirops que les fonctions de transfert dans B, sont

stables (coume le font Box et Jenkins (1976), chap. 10), la stabilité signifiant que P_(2)
est conservs,

En résumé, nous avons défini trois algébres d'opérateurs qui satisfont la relation

d'inclusion suivante :

BOC. BIC. B.
L'algébre BO des polyndmes en B agit sur l'ensemble de tous les processus de P(z),
1'algébre B agit sur les processus de P(N) et 1l'algébre 51 agit sur les processus de
PwLZ) et de P(N).

5 - STATIONNARITE CT INVERSIBILITE D‘UN PROCESSUS ARMA

5,1 = Stationnarit?

Soit A = fAt . t€Z' un bruit blanc c'est-i-dire une suite de variables aléatoires
P - 2
non-corrélées de moyenne O et de variangce commune 3~ . Un processus ARMA(p,q) est un

processus X = ‘X :t#& 2} satistaisant l'dquation
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9) $(B)X = 5(3)A

o o(B) = 1=,B-.,.—p BP est appelé 1'opérateur autorégressif et 3(B) = 1-8 B-,,.-8 BY
L P 1 q

est appelé 1'opérateur moyenne mobile.

Nous allons déterminer les conditions de stationnaritd ep nous limitant aux solu-—

tions de (9) en fonction du passé, c'est-i-dire en supposant que le processus A est lfinng-

vation assocife 3 X. Cela revient i supposer que Xt peut &tre représenté en termes du bruit

blanc de la fagon suivante :

(10) .= % ¢, A t € z.
€ jeo 4 7

D'aprés Doob (1953) p. 155, le membre de droite de (10) converge en moyenne quadratique
si et seulgment si T QJ?(co. Et alors, s'il y a convergence en moyenne quadratique, il

j=0
n'est pas difficile de vérifier que X est stationnaire du second ordre avec

S E[x,] =0

_ 2
l Cov(Xt,Xt+k) =g '?
j=0

wj wj+k , k20, tez,
Cependant dans le cas d'un processus ARMA admettant la représentation (10), (voir Box
at Jenking (1976) p. 96) les ¢j satisfont l'équation aux différences

¢(B)wj =0 , j > max{p-l,q}

et ainsi, d'aprés la théorie des équations aux différences (voir Jordan (1965)), si l'on
éerit o(B) = (1-GlB)e1 cee (l—GsB)es , ¢j est une combinaison linéaire de termes de la
forme JmGhj avee 0 S m < ey Mais gomme chacune des séries (jm Ghj)2 converge si et
seulement si [Ghl <1, il s'ensuit qu'un processus ARMA représentable sous la forme (10)
est stationnaire si et seulement si les racines de' ¢{z) = 1-¢lz-...-¢ 2P sont 3 1'extérieur
du cercle unité. De plus chacune des séries jm GhJ étant convergente si et seulement si
!Gh[ < 1 ceci nous permet d'affirmer que selon la représentation (10), un processus ARMA
esi stationnaire si 2t seulement si ¢ ]wj! < =@,
j=0

S.,2 - Inversibilité

Un processus X = {Xt : t € Z} est dit inversible selon Box et Jenkins (1976)
pe 50 si X_  admet la représentation

£
® =
(11) Xt & ‘!Tj x!‘.-j + At , t<€ 2
j=1
avec la condition * lnjl < » ol A est un bruit blanc. Dans le cas d'un processus ARMA
j=1
acmettant la représentation (1l), (voir Box et Jenkins (1975) p. 102) les satisfont

]

1'8quation aux différences

8@y =0 , j > max{p,q}
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et par un raisonnement identique 3 celui fait pour la stationnarité, nous concluons
qu'un tel processus est inversible si et seulement si les racines de 8(z) = l-elz-...-e P

spnt 34 l'extérieur du cercle unité.

Plus loin, nous verrons que les condition de stationnarité et d'inversibilité d'um
processus ARMA (représentable sous la forme (10) dans le cas statiopnaire) correspondent aux

conditions d'inversibilité dans 81 des opérateurs ¢(B) et 6(B) respectivement.

6 ~ PRQCESSUS ARMA DANS P(N)

6.1 - Inversibilit@ de l'opérateur autorégressif
y ,

Nous considérons 1l'algébre B d'opérateurs sur P(N). L'équation (9) se traduit

alors par le systéme d'@quatiomns

X

0 A

0

(12) Kool =8 * ¢, Komg Teeet ¢p_1 Xy

X

p+k = Ap#k 4 xp+k—l+'°’+ ¢p xk » k> 0.

Nous voyons que l'on peut calculer de proche en proche XO,XI,... en termes du bruit A,

ce qui permet de conclure que tout polyndme

9(B) = 1-¢1B—...-¢p BP est inv;rsible dans B (on verrait de lz méme fagonm que toute série
formelle ¢(B) = ¢O * ¢1B + ¢28 +... telle que ¢° # 0 est inversible). En particulier

ltopérateur différence V = ]-B est inversible.

T p
Si ¢(z) = = (l-sz) i , on peut obtenir l'opérateur ¢(B)'l en foisant un
j=1
développement en série entiére de ¢(i) (calcul fonctionnel). En décomposant 3%57 en

éléments simples, on est ramené au développement de fractions de la forme (1-62) 5.

On a pour une telle fraction :

(13) (162)"% = 1 + &7 (2) + i(—g'{-ll ©2)? +...

«
v

et en particulier, (1-Gz)-l = (Gz‘;n , donc (l-GB)-1 = T (GB)u.

a=0 n=0
On retrouve ici l'inverse de l'opérateur différence (aussi appelé@ opérateur de sommation
et déngté §)

vlaqa-yla £ 8%=s

n=0

et sur P(N) , (SX)t = X +X

0 1*...*‘ Xt'

6.2 - Simplification d'un facteur commun dans une &galité

Si 1'on a dans P(N) une équation de la forme
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U X =¢ 6 A
od 9, ¥, 9 EB avec p = ¢o#¢lB +... # 0, alors cette derniére &quation est é&quivalente 3
¢X = 8A ,

c'est~3~dire que l'on peut simplifier par ¢. Cela résulte de ce que tout opérateur % 0 de

de B8 est injectif sur P(N) comme nous l'avons indiqué en 4.3.

6.3 ~ Conditions de stationnarité et d'inversibilité

De fagon générale, un processus ARMA dans P(N) n'est pas stationnaire au seps

usuel du terme. Considérons un processus AR(1l)
(1-9B)X = A,

Nous pouvons alors écrire

t t-1
Xc = ¢ Ao + 9 A1 +o00t At , £t 20
et il s'ensuit que
E(x.] =0
2(t+l)
2 k19
Cov(Xt, Xt+k) =0 ¢ s k > 0.
1-4
Nous constatoms alors que X n'est pas stationmnaire, cependant, si |¢| <1,
02 ¢k
lim Cov(xt, xt+k) == k20
[ 22 1-¢

i,e. X est asymptotiquement stationnaire. Ainsi, dans P(N), un processus AR(l) est
asymptotiquement stationnaire si et seulement si la ragine de $(z) = 1= ¢z est 3 l'exté~

rieyr du cercle unité.

D'aprés un résultat de Parzen (1962), un processus ARMA dans  P(N)
¢(B)X = 8(B)A

est asymptotiquement statiomnaire si les racines de ¢(z) sont 3 l'extérieur du cercle unité,
Nous verrons en 7.1 que ceci correspond 3 la condition d'inversibilité de l'opérateur

?(B) dans Bl‘

Par contre, dans P(N) un processus ARMA est toujours inversible puisque le fait
de commencer i l'origine zéro fait disparaltre le probléme de convergence. Il s'agit alors

d'inversibilité dans l'algébre B et non plus dans 1'algébre 81.
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7 - PROCESSUS ARMA DANS P_(2)

7.1 - Inversibilité d'un polyndme dans B

1

Tout polyndme non nul se décomposant en un produit de facteurs du premier degré,
i1 suffit d'examiner si B et 1-GB (G # 0) sont inversibles, Nous avons d&jd vu que B

n'est pas inversible dans B8, donc a fortiori dans 81. Dans B, l'inverse de 1-GB est
b (GB)n, Ce dernier opérateur est dans 31 si et seulement si L IG[n < c'est-3-
n=0 n=0

dire si et seulement si |G| < 1. Ce qui précéde permet d'affirmer que le polyndme ¢(B)
est inversible dans 51 si et seulement si le polyndme 9(z) a toutes ses racines 3

~

i l'extérieur du cercle unité.

7.2 - Simplification d'un facteur commun dans une &galité

Si l'on a dans P_(Z) une Equation de la forme
oYX = ¢6A

odi +,y,8 sont des opérareurs de B1 avec ¢ polyndme non nul, on peut se demander si

cette équation est &quivailente 3
YK = 8A .

Ep décomposant ¢ en un produit de facteurs linéaires, on est ramené 3 répondre
3 1a question pour ¢(B) = B-AI. La réponse est positive pour XA =0 car B est injectif.

Supposons A # O et cherchons si l'équatiom

(B-AIL)Y = O
E‘
admet une solution Y # O, Si Y est une telle solution, un calcul immédiat montre que l'on

doit avoir

Yy =2 %y

a 0o ® €zZ.

Comme YO ¥ 0, on & un élément de P_(Z) si et seulement si Al = 1.
On en conclut dome qu'on peut simplifier par uu pclyndme 3% si et seulement s'il ne posséde

ras de racine de module 1.

7.3 - Conditions de stationnarité et d'inversibilité

Nous avons vu en 5.1 qu'un processus ARMA représentable sous la forme (10) est
stationnaire si et seulement si les racines du polyndme ¢(z) sont i l'extérieur du cercle
unité, mais ceci est la condition nécessaire et suffisante pour que $(B) soit inversible
dans Bl' Donc, nous pouvons conclure qu'un processus ARMA représeatable sous la forme (10)

est stationnaire si et seulement si l'opérateur autorégressif ¢(B) est inversible dans Bl'
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De méme, nous pouvons affirmer qu'un processus ARMA est inversible si et seulement

si l'opérateur moyenne mobile 6(B) est inversible dans 51.

8 - PROCESSVS ARIMA

Considérons un processus ARMA :
$(B) X =0(B)A .
En 5.1, nous avons vu qu'un tel processus supposé représentable sous la forme (10) est sta-~

tionnaire si et seulement si les racines de ¢(z) sont 3 l'exté@rieur du cercle unité,

Si $(z) a des racines (supposées non nulles) dans ou sur le cercle unité, on peut
écrire

0 (z) = ¢1(z) ¢2(2)

oli ¢l(z) a toutes ses racines dans ou sur le cercle unité et ¢2(z) toutes ses racipnes i

1'extérieyr du cercle unité, Si 1'on pose w = ¢l(B) X, on a
¢2(B)w = 0(B)A

donc w est un processus ARMA stationnaire appartenant 3 P_(Z). Ensuite, d'aprés ce que l'on
avuen 6,1 et 7,1, la relation ¢1(B) X = w peut &tre inversée i condition de se placer
dans P(N), Le cas particulier ¢1(B) = (l-B)d correspond aux progessus ARIMA(p,d,q) de Box

et Jenkins et (1--13)-'1 = S est l'opération de sommation.

9 - FONCTION GENERATRICE DES COVARIANCES

Sqient X et Y deux processus de PN(Z) vérifiant pour tout m, n, k € Z :

Cov(Xn,Ym) = Cov(xn*k, Ym+k) .

Dans ce cas on associe aux covariances la fonction génératrice :

o n © n
y(z;X,Y) = & Cov(Xt, Yt+n)z = I Cov(xo, Yn)z .

n=-o =

On considd@re deux fonctions de transfert stables ¢ et ¢, c'ested~dire telles

que L i¢i! <w et < |v.| <= . Alors le calcul qui suit est légitime dans le cadre
=0 j=0 4
des séries formelles :
Y(z30K,0Y) = g b, ¥y Cov(X_, Yn-j)zn
n=—w {=0 j=0 ]
e = o= j -t n-j+i
z LI by wj 27z Cov(X_,, Yn_j)z

=~ =0 J-O
= 0z"h) w2) v(z3x,0).
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Nous avons donc démontré la formule suivante :

Y(230K,9Y) = 3(z"0) w(2) v(z;X,1) .

En particulier si X =Y et ¢ =1y on a la formule ¢

v(z34%) = 3(z7H) 0(2) v(z: %)

qui correspond i l'équation (A3.1.3) de Box et Jenkins (1976).

Si l'on suppose seulement au départ que X et Y sont des processus de P_(2),

on peut introdulre la fonction génératrice de deux variables :

Y(u,v;X,¥) = § % Cov(X_,¥,) o v

N=—© Mm=—~o

Un calcul analogue 3 celui qui précéde donne la formule :

Y (u,v;9X,¥¥) = ¢(u) ¥(v) v(y,v;X,¥).

10 ~ CONCLUSION

Il se dégage de cet article que lorsqu'on travaille aveg un processus ARMA dans
Pn(z), on peut simplifier un facteur commun polyndmial si et seulement s'il n'a pas de racines
sur le cercle unité et qu‘un opérateur polyndmial est inversible si et seulement si ses
racines sont 3 l'extérieur du cercle unité. En particulier, nous ne pouvons ni simplifier ni
inverser l'opérateur différence ¥ = 1-B. Donc, pour l'étude des mod&les ARIMA non-station-
naires (d > 1), il y a un net avantage i se placer dans P(N). En effet, nous avoms vu que
dans P(X) tout facteur commun non-nul peut &tre simplifié et que tout opérateur polynomial

de la forme 1 - ¢lB-...-¢p BP est inversible.

Un autre argument en faveur de P(N) lorsqu'on é&tudie les processus ARIM\ est le
suivant. Considérons un processus X ARIMA(p,l,q). Alors w = VX est ARMA(p,q) stationnaire
et la relation suivante nous donne Xt en termes des LI
x0+(w1 +...+wt) , t 21

Xo = lwg v et wt+l) , t & =1,

Ainsi, on a
elx,] =E(xg] +er, ., tez
+
ol Fw désigne la moyenne de w. D'ol il s'ensuit que si t + -« et I'w # 0, E[Xc] > - -,
Donc dans ce cas tout au moins, il nous paralt déraisonnable de vouloir représenter Xt en

termes des valeurs passées en remontant jusqu'd =~ =,
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La situation ici peut paraitre quelque peu paradoxale. En effet dans le cas sta-
tionnaire, il est avantageux d'un point de vue mathématique de se placer dans P _(2) car les
développements mathématiques sont en général plus simples et certains ré&sultats plus &légants.
Par contre dans le cas nop-stationnaire, c'est tout le contraire. D'une part d'un ppint de vue
concret, on est naturellement porté 3 considérer une série chromologique dans P(N) et d'autre

part, d'un point de vue mathématique, il y a aussi avantage i se situer dans P(N) sinon les
difficultés mathématiques deviennent vite insurmontables.
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