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PRCPOSITION POUR UN COEFFICIENT DE CORRELATION ENTRE INDIVIDUS

par J.L. MALLET

Ecole Nationale Supsrieure de Géologie de Nancy

Centre de Recherches Pétrographiques et G&ochimiques

i = INTRODUCTION

i.! - Définitions préliminaires

Yétoue sur R°

-

Soit [C] une matrice carrée symétrique définje positive 3 v lignes et vcolonnes donnée.

Dans ce qui suit, nous supposerons que R’ est muni de la métrique H.H telle que :
2 t -1 v
|]z|| =z .EC] .z ¥ 2 €R

Fonetion fl=,y)

. .. o P y

Soit o(x) une fonction positive donnée définie sur R
v
o(x) >0 ¥Yx €R

Soit d'autre nart K la constante positive telle que

K- v/ - /2
(2m7'2 . {det [c] }

o . . Lo e v v
Nous dé&signerons par f£(x,w) la ronction positive définie sur ( R* x R') telle que pour toyt x € R

et cout "0 ¢ Rv on ait :
v . eXp - ———J—-—- . “ X - mllz )
o (x) 2.02(x) 5

f(x,w) =

On vérifie facilement que f(x,w) n'est autre que la densité d'une lor normale définie sur RY, de

. - =
moyenne x a2t de matrice de ~ovariince i L] telle que :

L] = 0% x) . c]
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Il s'ensuit en particulier que l'on a

r./‘f(wi) cdw =) v xer’
l/pV
MR

Mesure U
Soit S un ensemble de N points sl appartenant a. Rv

s={s' ..., si, cees sN}

v .
avec : s ¢ R Vi

P . P PO . PR 4
Par dérinition, nous désigneroms par u la mesure définie sur la tribu borélienne B et admettant

une densité fu(w) par rapport 3 la mesure de Lebesgue telle que

1

fu(m) = % . 2 f(si,m)
s €S

Compte tenu que l'intégrale de f(sl,u.\) par rapport 3 w sur le domaine R’ est égale 3 | pour tout

) v "
5 € R , on est assuré que :
R\) fu(m). dw = 1

De plus, puisque f(sl,m) est positif pour tout ste RY et tout w € Rv, on est assuré que :
v
Eu(w) >0 Ywé€éR

- P p v ~ P
Ou en conclut que Y est une mesure positive normee sur B’ et par conséquent, u définit sur R’ une

répartition continue de masse telle que :

U(B) = masse de B ¥ B € B’
pCRY) =1
Zzempie
Pour illustrer les définitions énoncées ci-dessus, supposons que V = 2 et que S est cons-
. v . . . .
titué par les N = 41 points de R’ représentés sur la figure . Si 1'on se donne une constante J >0

et si l'on pose ...

1°) [:C] = matrice des covariances des masses /N
placees aux N points s! € S

v

2°) o(x)=o0 Vx€ER
... alors, suivant la valeur affectée 3 la constante J, on obtient pour p des densités du type de
celles représentées sur les figures 2, 3 et 4. On notera en particulier sur ces figures que J ap-

arait comme un coefficient d'agrégation en ce sens que lorsque O augmente, la densité f tend &
P g q q g "

devenir unimodaie.

1.2 - Présentation du probléme nosé
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Remarque préliminaire

Soit (2,A,P) un espace probabilisé et soit kx une classe d'équivalence de fonction
aléatoire (en abrégé CEFA) définie sur [:(Q,A,P) X Rv] telle que :
X_€ L2(2,A,P)
xJ]| =1
I,

On réalise ainsi une cartographie de R” sur une partie de la sphére unité SLz de L%(Q,A,P) car, 2

v x €r’

tout point x € R”, on peut associer le point image f{x situé sur S 2 puisque Il Xx” = |. Si nous
désignons par R (x!,x%) la fonction d'autocovariance de f{x et par <.|.>Lz le produit scalaire

dans L%(Q,A,P), alors on a :

1
. . . . x
R (x',x%) = < xx,| X2>2= EXa. X2) V % xz% €R

Comme le suggére la figure 5, il s'ensuit qu'un observateur situé 3 l'origine éLz de L%(Q,A,P)

voit deux points (}'(xl, }'(xz) images de (x!,x2%) sous un angle a(x!,x?) tel que :

cos {a (x},x?) } = R(x!,x?)

v .
Quand x parcourt R , son image xx parcourt une partie Du de la sphére unité SLz . Si,

de plus, on suppose que ...
1
R(x',x%) 20 V¥ {:z} e r’

... alors, comme le suggére la figure 6, il existe dans ? (2,A,P) un cdne Cu ayant pour sommet

éLz et possédant un angle au sommet égal 3 7/2 tel que :

4 \V
X € {cun st} Yx €R

Objectif souhaité
. e geos ez - " v
Considérons une population § de N individus de référence (é&taloms) plongés dans R et
engendrant une distribution de masse p suivant le proc&dé décrit au paragraphe !.l. On souiaite

associer 3 chaque point x g R’ une CEFA l'(x telle que R(x!,x2) appartienne 2 EO,I:] et que l'onait :

a) R(x!, x?) = fonction décroissante de || x! - x? ||

b) R(x!, x?) d'autant plus &levé que x! et x? appartiennent 3 un méme mode (bosse) de fu

On notera que la condition (b) traduit la préoccupation communément admise qui veut que l'on
interpréte les modes de Eu comme des "indicatrices floues" des sous-populations 2 discinguer
dans S. Pour quantifier la condition (b), nous conviendrons de la remplacer par la condition (b%)
suivante :

12

b%*) R(x', x?) = fonction croissante de fu(x“) lorsque x ° est le barycentre de x! et x?

affectés respectivement des masses 1/0%(x') et 1/0%(x?)
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FIGURE

e

FIGURE 1

FIGURE 2
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FIGURE 5

FIGURE A
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dozivations

Le coerficient R(xl, xz) apparait comme &tant un indice de similarité possédant les
propriétés d'un coerficient de corrélation. L'intér@t essentiel de ce coefficient est de per-
mettre l'utilisation des méthodes d'analyse des variables aléatoires pour étudier les similarités

. v . P
entre points de R aqompte tenu de la population de référence S.

» - ESPACE (Q,4,P) ET CEFA i(x ASSOCIES A u

n

.1 - Théoréme rondamental

Compte tenu des défiritions présentées au paragraphe 1.l, considérons l'espace proba-

I
|
§

Soit d'autre part v(x',x?) la fonction définie sur ( RV x Rv) telle que pour tout couple de points

bilisé (Q,A,P) suivant :
= R\)

Q
A = tribu borélienne de
P

= u

~

v .
(x*,x?) appartenant I R’ om ait :

2 | v/2 1 12 i
y(x!,x2) - K E _— 2 exp ¢ =7 - S Sn——— LA
N al?2 g2(si)+h!2 al? . g2(siy+p!?
S

i
s

1 2, 2

al? = o¥(x) +0°(x9

1 2, 2
avec : { b'? = o%(x) . T (x%)

12

X barycentye de < et x° affectés des masses 1/0%(x?) et 1/g2(x?)

s . P . v
Dans ces conditions, la fcnetion Xx définie de la fagon suivante pour tout X € R et tout w € § ...

fix,w)
xx(w) T o———
v y(x,x)

. @st une fonction aléatoire. De plus, si l'on dé&signe par Xx la classe d'@quivalence de Xx.

. v
alors pour tous coints x', x? et x appartenant 3 R, on a :

1°) kx € L2(Q,A,P)

° v =
27) ” xx ”Lz |

. . 12 1o 22
3% <xxllxx2> 2 = Y(x_,x") . exp { - % . -Hii.._ii.ﬂ__, E

y(xd,x?) |, y(x2,x?) o (x!) +g¥x?) 5
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1o
14

-~ Corollaire

Le produit scalaire <X , i est tel que :

0 £ < x’ x' > 4 \J 2 €R
~ xl l xz Iz \< X

1 2

De plus, si l'on désigne par x!'? le barycentre des poxnts X et x affectés respeccivement des
nasses 1/0? (x ) et 1/0%(x?) et si L'on désigne par B( , vZ.0(s )) la boule de centre s- € S et de
rayon V3. (s ) alors, toutes choses égales par ailleurs, le produit scalaire < ¢ 1|X 2 >Lz est

d'autant plus &levé qu'il y a plus de points s’ ¢ S véririant la relation sulvante :

x'? €L B( . 0 (s ))

Interwrétatcion

Ce corollaire exprlme le fait que le produit scalaire < X 1[X 2> 2 est d'autant plus

! et x? ou, plus précisément, au voisinage du bary-

élevé qu'il vy a plus de points s’ € S entre x
. v
centre x'? de ces deux points. Par ailleurs, compte tenu que ||Xx” ;2 = | pour tout x € R, on

ast assuré que

1
. s 2 . . . X
Il X1 szll 2. 11 =< X1 | X2 %2 ] v ?xz

e R’

Il s'ensuit que,toutes choses &gales par ailleurs, la d1stance entre les points images X 1 et

1

X <2 est d'autant plus petite qu'il y a plus de points s’ € S entre x! et x? (et recxproquemen:).

Compte tenu de la fagon dont a &cé définie la mesure M, on peut également comsidérer que la dis-

tance |!ﬁ11 - szﬂ est d'autant plus faible que la densité fu(x) est plus élevée entre x' et x?.

2.3 - Interprécation de Xx et de y et choix de g(x)

Interprétation de X

Soit x fixé dans R° ; si nous reprenons la définition
- _f (x, w)
/Y (x, %)

Xx (w) Vwe§

... alors on constate que Xx est une gaussienne de moyenne X, d'&cart type o(x) et dont le maxi-
. v . e 3z . .

mum (atteint pour w = x) vaut K/{o (x) . A(x,x)! . Si nous considérons maintenant deux points x!
.. D) < . - .

et x? fixés dans R, alors comme le suggére la figure 7 (dans le cas oi v = 1), le produit sca-

laire - Xxnlﬁxz > L2 défini par la relation

X X

<‘l|X2>Lz=/xx,(u)).xx;»(w).tu(w).dm
Q

... apparalt comme le produit scalaire des gaussiennes Xxl et xxz pondérées par tu ; on peut noter
en passant que le seul rdle joue par Y(x,x) dans la définition de X est d'assurer que la condi-
x

. v
tion HXX'IIJ = | soi1t remplie pour tout x € R .



Tvrevopdtation e u

\ . . PR b4 . ; L
Soit J une mesure positive normée définie sur B . Si l'on tire N points s au hasard
. v ~ . - P
dans R) suivant la loi J, alors d&s que N est "surfisamment” élevé, on constate expérimentalement
. N . ] N . .
que la mesure u Jderinie au paragraphe 1.l A partir de S = {s', ..., s°} constitue une approxima-
)

. . ;N P
zion de la mesure . lorsque 0(x) est ""bien choisie". En particulier, si U admet une depsité Ea par

rapport 3 la mesure de Lebesgue, alors dams ces conditions, fu est une approximation de EE.

Jcnséquerice : vroposition pour un "bon” choix de o(x)

Pour atteindre l'objectif souhaité présenté au paragraphe 1.2, le corollaire 2.2 ainsi
. - PR . = . -
aue la rigure 7 nous suggérent de choisir une fonction o monotone non décroissante sur EO,IJ et

de poser :

o(x)=m[f (x)]

9}

Premier exemple de fonetion ¢

L'exemple le plus simple de fonction g est celui pour lequel, une constante positive o%*
érant donnée, on pose :

? (s) = o% vsel[O, 1]

On obtient alors pour g(x) la fonction telle que :
o (x) = o% Vx € RY

L'expérience montre que, lorsque [C] est la matrice de covariance de $, le choix de 0% eantre 0.5

et 1.0 conduit en général i des résultats satisfaisants comme on pourrg s'en convaincre en consi-
dérant les figures 1, 2, 3 et 4.

Le "pouvoir séparateur" des images kxi est alors d'autant plus fort que 0% est faible (et inver-

sement).

Jeuxriéme exempiz de forction g

Supposons que l'on se soit donnéc*gEO.S,lj et que, par le procédé décrit au paragraphe

l.1,0n ait ainsi obtenu une mesure W* de densité fuﬁ associée 3 :

g (x) = o% ¥ x e RY
L C 1= matrice de covariance de S
Comme le montre l'exemple présenté sur les figures I, 2, 3 et 4, on constate que la forme de
fyh(x) est relativement peu sensible au choix de 0%, c'est pourquoi on peut songer en premiére
approximation 4 chercher 3 déterminer ¢ spus forme d'une fonction posltive croissante sur EO,I]
telis que : r- ( ‘]
T (x) =@ l £ (%) J

Si l'on décide de choisir pour o (s) une fonction linéaire de s, alors on peut par exemple poser :
» P P p
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g (x) = (3/?;*). e (0)

s [ 1
fu:’: = -\; A fu i (s™)
avec : ’ slé S

"7

0 = constante positive donnée

L'expérience montre que le choix de o entre 0.5 et 1.0 conduit en général 3 des résultars satis-

raisants.

2.4 remarque

Compte tenu de ce qui vient d'8tre dit au paragraphe 2, on peut considérer que le coef-
ri¢crent ...

I 42y = < % AN
R (x', x?) X1 | X2 >02

. .. c . v \Y P s ez ot .=
... est un indice de similarité entre xle R et x2 & R possédant des propriétés intéressantes
du point de vue de la classification. En effet, compts tenu du corollaire 2.! et compte
tenu de la technique de choix de o(x) présentée ci-dessus, on vérifie facilement que les proprié-

tés souhaitdes pour R(x',x2) au paragraphe 1.2 sont effectivement vérifides.

Ceci étant dit, bien que *x‘ et ixz ne soient (par construction) jamais centrées, par
abus de langage, dans l'étude des fonctions aldatoires on a souvent coutume e dire que R(x!,x?)
est le "coefficient d'autocorrélation” entre kx' et kxz' Par un deuxidme abus da langage, nous
proposons de dire que R(x!,x?) est le "coefficient de corrélation" entre x' et x?, cette dernidre

appellation &tant justifie par le fait que :

0 <R (x!, x) <1
R (x!, x2) = | &= x! =x?

R (x!, x?) 20 = [[x! - x¥[|= =

X
/T\Q;
£ (w) L T\
W / : \
Il ! FIGURE 7
/ |
i
( /\/ !
X 2(w)
< /’\/"’ B
{ / Jl/
Ko lw) o7 ) -
| =r’ =R
]
-t
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3 - APPLICATIONS

v

L

3.1 = Analvse a'une partie finle T de R

2 irtzyon de T 2t ae la CEVA o asscetde

Y. . - v o . - L
Soit T une partie finie de R~ (éventuellement on peut avoir T = S) constituée de n
points et € rRY

T={¢ ..., et oo (%)
Soit d'autre part u une mesure positive normée du type de celle d&finie au paragraphe

1.1 et soit i‘ la CEFA associée définie au paragraphe 2.1.

Par dérinition, nous désignerons par kT la classe d'équivalence de variable aléatoire

(en abrégé CEVA) vectorislle telle que :

Va

Trice £
XIIHZ

Pour tout couple (T;, T,) de partie finies de RV, nous poserons

t
E =E ( X5 )
XT1xTz XTI T2

Si l'on désigne par R (x!, x2?) = < kxllkxz > L2 la fonction d'avtocorrélation de ix’

alors le terme (EXT XT )ij situé sur la iéme ligne et la j®Me colomne de E est tel que :
1 T2

lexTz

. . i
= R (t}, t%) avec : tr e

(E ). .
X 1) .
T td € T2

Compte tenu de la formule définissant < kx ix: > <u paragraphe 2.1, on peut montrer que
: 1

- . . . . . i .
LKTYT est toujours inversible si les points t € T sont tous distincts.

Conséauerce

En conséquence de tout ce qui vient d'8tre dit, il est tout 3 fait naturel de songer 3
q

: : AP . PR v . .
appliquer aux CEVA XT associés 3 des parties finies de R les techniques classiques d'analyse
comme par axemple

~ l'analyse de régression de Qto en fonction de ﬁT
- l'analyse en composantes principales de kT
- l'analyse canonique du couple (X. , X

y qu p (‘trl {1.2)

- etc.
De méme, on peut définir des coefficients analogues aux :

- coetficient de corrélation multiple 1t (xt“le) entre X o et KT
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- coefficient RV (iTl, ﬁTz) d'Escouffier entre *T; et *Tz

= etc.

Compte tenu que E (X‘) ne présente pas un intérét particulier dans toutes ces techniques,

1 est recommandé d'agir tormellement comme si :

E(X) =0 vxeRr

R (x1, x2) = coefficient de corrélation entre Xx at sz
1

Par exemple, on obtient ainsi les formules utiles suivantes :

r (X..[X.) = \/E L.E . .Ey . ve® € RY
el 57 x:"‘l} IS

trace { EXTIXEZ.E)&Z'X’IH I : n; = card (T1)

avec nz = card (T2)

sz (:{T‘ s }Ll.z) =

n1.n2

Notons en passant que ces deux formules nous fournissent respectivement un indice de
similarité d'une part entre un point :t° ¢ RY et une partie finie T de RY et d'autre part, entre
deux parties finies T, et T, de RY ; on peut d'ailleurs remarquer que ces deux indices sont

cohérents avec l'indice R (t!, t?) en ce sens que :

tl =t =1 L
R L R

3.2 - Etude d'un exemple particulier

Introduction

Nous nous proposons de reprendre dans ce qui suit, l'exemple présenté sur les figures I,

2, 3 et 4, en supposant que V = 2 et que ;

S = ensemble des N = 41 points représenté&s sur la figure I
o(x) =o0* Vx &R’

. . . . i
! [ﬁ] = matrice des covariances des masses !/N placées aux points s € S

Par ailleurs, en nous reportant i la figure 1, nous poserons :

T

T, = groupe des nz = 10 &toiles blanches cerclées de noir

groupe des n; = 5 étoiles noires
T; = groupe des n3 = 26 points noirs

Yatricz E‘TXT
Suivant la valeur du paramétre d'agrégacion u*#, la matrice des "coefficients de corré-

lation” E varie de fagon sensible.

T4
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Zn particulier, pour J% = 0,3, cette matrice est quasiment partitionnée de la fagom

suggerce par la rigure 3.

t n, = Card(T‘)
s ?o
% = Card(T,)
e - R
‘{Tx'r .,....:‘.): '.,‘. '::
~0 R ,“,:1 . n, Card(Ts)

FIGURE 8

Pqur se faire une idée de la variation de ces coefficients de aorrélation en fonction de

g%, on peut comnsidérer le tableau représenté sur la figure 9.

T
g% R (ts’ tlS) R (tls, t17) R (tl7’ t29)
0,50 0,407 0,246 0,383
0,75 0,654 0,582 0,652
1,00 0,781 0,767 0,790
Fig. 9

Iffer de "chatnage-répulsion”

D'aprés le corollaire 2.2, on peut s'attendre 3 observer un effet de "chalnage' des
images (K L X 3) des couples de points (%, B) appartenant 3 T par des points st € S situés au
voisinage du barycentre tJB de t@ et t3, ou au contraire une "répulsion” de Xta et KtB s'il n'y a

pas (ou peu) de points st € S au voisinage de taB. En d'autres fermes, nous devons avoir :

S R (t%, c3) élevé s'il existe des points s"€ S au voisinage de taS

( R (t%, t3) faible s'il n'existe pas de points s’ € S au voisinage de 28

On pourra se faire une idée de l'amplitude de ce phénoméne en se reportant au tableau

représentd sur la rigure 9 et en remarquant que les points { t®, 13, 17,

t t?% } sont quasiment

alignés et équidistants
N I L TR
S'il n'y avait pas d'effet de chalnage-répulsion, on devrait dongc avoir R (t® , t'®) =

R (e*%, t'7) =R (r'7, t2?). On notera en particulier sur la figure 9 que cet effet de chalnage-

répulsion est d'autant plus sensible que le paramétre d'agrégation J* est plus faible.
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