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TEST DE RANG ET PROCESSUS AUTOREGRESSIF D°ORDRE UN

J-F., INGENBLEEK, Université Libre de Bruxellgs.

Bﬁsumé. Considérons une réalisation finie d'un processus aléatoire. On désire tester 1'hy-
pothdse nulle que les processus générateur est un bruit blanc par rapport & 1'alternative
que ce processus est autorégressif d’ordre un. Suivant une méthode analogue & celle qui est
développée dans [ 1], on construit une statistique de rang & puissance localement maximale.
On développe uns condition suffisante de normalité asymptotique sous 1'hypothése nulle. On
montre que 1l'extension des scores de Wilcoxon, de Van der Waerden et médians définissent

une statistique asymptotiquement normale.

0. RAPPELS ET INTRODUCTION.

0.1. Rappel
Soient le‘ XN2 s sees XNN N variables aléatoires telles que
xNi = A.CNi * ey , 1=1,2, oo N,

i (L =1,2,... N) N constantes données et les eNi

(L = 1,2, ... N) N variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées suivant

ol A est un parameétre inconnu, les CN

uns fonction de répartition F(x) connue, de densité f(x).
Sous certaines conditions générales cancernant F(x) [ 1], on peut montrer que la statis-
tique de rang localement la plus puissante pour tester l'hypothése nulle Ho : A'= 0 par

rapport & l'alternative H1 ¢t &4 >0 est donnée par



c a

Ni 3N (RNi' F) .

[7]
[]
"ne~M2

ol R RNZ' ceey RNN sont les rangs des variables X eons X et les aN(i,f) (i=1,2,...N)

N1’
N constantes, appelées scores, données par

N1* NN

1 e J1-1

= (-0 gy, b Flix) = inf {t:F(t)ax)
° FFT )

N-1
a (1,9 =N (1) f

Notons ZN[iJ la 1® valeur ordonnée parmi N variables indépendantes et équidistribuées sui-
vant la fonction de répartition F(x). Les scores aN(i,f) s’écrivent encore :
f'( ]

z
a(i,f =kl - N

2y eqy)

oU l'espérance est prise dans la distribution de zN(i] .

Rappelons que, dans le cas particulier ou CN =0 pour i s N, et C = 1 pour i > Nl' on

i 1 Ni
retrouve notamment la statistique de Wilcoxon, Van der Waerden et de la médiane en prenant
pour F(x), les fonctions de répartition des variables logistique, normale et double expo-

nentielle.

0.2. Introduction.

s

Considérons & présent le processus autorégressif d'ordre 1 défini par

Xyg = BeXygop oy ¢ 1723 e N,

ot A est un paramétre inconnu, les e (1 = 2,3, eee, N) N-1 variables aléatoires indé-

Ni
pengéntas et identiquement distribuées suivant une fonction de répartition F(x) connue
( £L1; ='§£ = f'(x)), et XN1 une variable aléatoire indépendante des eng distribuée sui-

dx

vant une fonction de répartition F(x;A) ( dF(x;4)

dx

€également que la condition F(x30) = F(x) est satisfaite.

On désire tester 1’'hypothése nulle Hb ¢t A = 0 par rapport & l'alternative H1 :A>0
() ] =

(A <Doud #0) a l'aide d'une statistique de rang SN Ey (RNI' cies RNN) , ou gy est

= f(x34)) dépendant de A. On suppose

une certaine fonction mesurable & déterminer.
1. STATISTIQUE DE RANG LOCALEMENT LA PLUS PUISSANTE.

1,1. On remarque que, sous 1l'hypothése nulle Ho' chaque configuration de rang (RNl R

RNZ' eses RNN] porte la mé@me probabilité de 1/N!. Il n’en est pas ainsi sous 1'hypothése
alternative. Aussi pour tester 1'hypothése nulle H0 : A = C par rapport a 1l'alternative
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Hi 1 A = § (hypothise alternative simple}, un test de rang au niveau a et & puissance ma-
ximum aura-t-il pour zone critique les a,N! configurations de rang (RNI' cees RNN] les

plus probables sous Hi .

Supposons a présent que 1'on puisse écrire, au voisinage de A = O ,

P[RN1 = Typs vees RNN = rNNIAJ = pA[er, cevs rNNJ =

+ A, 9 + &4A) 3

i |
NI aPal p=g

Pour un § suffisamment petit, les configurations de rang les plus probables sont donc celles

pour lesquelles le terme du premier ordre

gtRNll sees RNN) = 3 P (R ses R )I est le plus grand.

A ATNY’ NN A=0

gN[RNl' RNZ' sees RNN) fournit une statistique de rang 3 puissance localement maximum pour

1'alternative H1 : A>0 ., S1i les densités f(xl, s) et f(x) vérifient des conditions de déri-

vation sous le signe, on obtient

n-1
3, [ flx. 0 121 Flx, = & x,_;)dx eeudx =
(R Ry-s caMm )~ 1 a® R.,)
ENTTNLY Tt TN N N1 T o ONTTNE-1t UL
3, fZ 1.0
ot alllg) =g AN~ 1=1,2, ves, N
N FIZyooy)
N(1)
fr(z )
a[i.J]’lE[Z .—_I&J_L_] i=1.2, -..N
N{ 3 3= 12, seu N

i#]

ZN(l)' cavs zN[N) étant les N variables auxiliaires définies en O.l.

2, DISTRIBUTION EXACTE SOUS Ho .

2.1. Soient des constantes arbitraires a&l)(i) , (1 =1,2, «.. N) et aN[i,J) (1 #]3 =
1,2, ... N). Elles définissent une statistique du type 1.2. Celle-ci ne sera localement
la plus puissante si les scores a&llti] et aNli.j] vérifient les conditions imposées
en 1.2. Signalons guelques propriétés de SN pour des scores arbitraires.

2.2. 11 est clair que la distribution de S sous Ho est indépendante de la forme analy-

N
tique de F(x), puisgque chaque configuration de rang (RNI' cees RNN) porte la méme pro-

babilité de 1/N! .
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On peut aisément déterminer les moments de SN. On a, par exemple,

L = I
E Sy = gy + (N-1) a
N N N
-3 1 sty vt x x a(1.d) .
i=1 i=1 j=1
#1
Dans le cas particulier ou
iy N 1 Vo
I a1.3) = ¢ a,(i,3) = T Loy (1)=0 v i, 3 = 1,2, ... N ,
J=1 i=1 i=l
#1 #j
2 2
DSy = Oq¢1y * N O
n n n
1)2 1
=%z a& 204y . T LI et .
i i=1 j#1i
=1

2.3. La distribution de SN peut s'obtenir par énumératiocn des Nl configurations de rang.

Pour N grand, cette énumération devient laborieuse. Il est nécessaire de connaitre la dis-

tribution asymptotique de SN saus Ho .
3. DISTRIBUTION ASYMPTOTIGUE SOUS Ho .

3.1. Posons

St ayPRups Ry * ez Rug? * et oy Ryyoae Ren? oy Ry «Ryy?
(1)
=5, - 2 Ry) - a Ry, Ry
S' -¢c
S*il existe des constantesC et b_ (n = 1,2, ...) tel que = converge en loi, vers une
n

distribution N(0,1) alors Sn sera asymptotiquement normale [cn,bn) pour autant que

-+ 0

alRyne Rug

b
n

] P
- 0

Dans les paragraphes qui suivent nous allons suppnser gque ces deux corditions sont satis-
faites; nous étudicns donc la normalité asymptotique ce Q%. Four =21lléger 1'écriture, nous

noterons de la m&me maniére Sh et S

it



3.2. A toute configuration de rang [RNI‘ ceas RNN]‘ on peut associer une permutation o de
1'ensemble (1,2, ... Nn) en posant

ofi) = RN i=12, ... N

i
Définissons la permutation s par

5(1) = {+] » i = 1,2. ee e N-1
s(N) = 1

On peut alors trivialement voir que

N
lemme 1. S = I a.(i, 0us.0 Y(1)) , ob of4) =R .
lomme 1 N N1

Désignons par 5N 1'ensemble des permutations de (1,2,... n). Soit R la relation d'equivalence:

[} ﬁ T ssi g s 0-1 =18 t-l .

Désignons par 3 les éléments deﬁ;“ , quotient de 5N par K .

N
lemme 2. SN est distribuée comme la variable aléatoire I an(i, g(i)]. ou 3 est une per-

mutation aléatoire de distribution uniforme sur 99. i=1

Ce dernier lemme permet de rattacher 1'étude de la statistique SN 2 celle des statistiques bi-
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linédaires de rang. Rappelons qu'une statistique bilinéaire de rang se définit de 1la maniére sui-

vante : soient dN(i.Jl i = 1,2, voe N, 1 =1,2, oau N) N2 coefficients et ¢ une permuta-

tion aléatoire de distribution uniforme sur JN 3 alors la variable aléatoire
N

TN = I dei. 0(i)) est appelée statistique bilinéaire de rang.
i=1

W, Hoeffding et M. Motoo ([2], [3]) ont étudié séparément la normalité asymptotique de Ty
M. Motoo, en s'’appuyant sur un théoréme central limite pour des variables non indépendantes
a trouvé une condition suffisante de normalité asymptotique plus générale que celle de

W, Hoeffding qui lui, étudie la convergence des moments de TN'
Avant d'examiner la normalité asymptotique de SN‘ signalons le lemme suivant, dont la véri-

fication est immédiate :

n n
lemme 3. Soient aN(i,.] = I aN(i.J] R aN(..j]= T aNti.j] et
D 3=1 i=1

A1 #3

aN(..i) + (N’l)aN(i.-] _ aN(J't] + (N-l]aN(..J]

aﬁ[i.J) = aN(i.j) -

N(N-2) N(N-2)

Si EN = 0 alors a&[i..) = aﬁ(.,j] =0 i,j = 1,2, ... N, de pius les statistiques basées

sur les scores aN(i.jJ et a&(i.j) sont égales .

3.3. Il est alors aisé de montrer que
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Proposition. Soient a&(i.J) les scores déduits de aNii.J) conformément au lemme 3, (avec

o " 0) max a&zli.j)
Si  1lim 1'3:1'2;‘"" * O (condition dite de Hoeffding), S, est asymptotique-
N % Tz a’:lz(i,j)
11 74

ment normale (0, D (Sn)J.

Esquissons la démonstration. On définit 3 partir des scores a&(i,J) une statistique bi-
linéaire TN en posant

dN(i.J) =
0 i=3

TN est définie sur4{N et SN sur 95: cependant TN et SN possédent asymptotiquement les
mémes moments., La condition de Hoeffding assurant la normalité de TN’ on sn déduit celle

de SN .

4. QUELQUES CAS OU LA PROPOSITION EST VERIFIEE.

4.1. Les scores optimaux vérifient-ils la condition de Hoeffding ? Dans le paragraphe
qui suit nous considérons {(par analogie avec [1]) la classe des scores aN[i.J) vérifiant
les trois conditions suivantes :

- 1 n n
(1) 8, = —t=—= I I a (1,3) = 0 ;
NTNETT g0 gy N

(11) aN(i.j) = E‘P[ZN(i]' ZNIJJJ ol zN(i] est la variable auxiliaire définie
précédemment, mais correspondant & une variable uniforme sur [0,1], et
ou y(x,y) est une fonction réelle définie sur [0,1] x [0,1] ; de carré
sommable,

(111) 0 < j;'j; ©%lx,y) dx dy { =E %) < = ,

S1 F(x) est strictement croissante, les scores optimaux vérifient la condition (1i1) en
prenant

"
Pxay) = Frog L))
£ (y))

Par extension du théoréme a V.1.4 de [1l]lon a
n n

1 2 2
Propriété : lim e~ I I a_ (i,J) =IE ¢
N"" N(N-l)i'ljfi N

On peut également montrer sans difficulté que
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n n
1 2 2
Propriété : lim e=—e I I aj"(i,J) =c” >0
<o N(N-1) 1=1 3§41 N

Pour la classe de scores considérée, la condition de Hoeffding prend ainsi la forme plus
simple :

max aﬁzti.J)
1im 1,,1;1.2 see N

N-doo N

=0 .

4,2, Lemme 1 : Soient Z =14 zN[l] les variables auxiliaires définies en 0.1 avec une

N(N)
fonction de répartition F(x) admettant des moments par rapport 3 1l'origine jusqu’a

1'ordre k; alors

k k
E 2 € Z
1im —J-(—N]-u 1im-——N(—1-)—=0 -
Nedeo N N> N

Proposition : Soient aNti.j) des scores appartenant 3 la classe considérée, et optimaux
£
pour une certaine fonction de répartition F(x}. Alors, si 7?&;1 est bornée, les aNti.J)

vérifient la condition de Hoeffding.

Démonstration : Il est facile de voir qus 1'on a

2 2

2
ay(1.3) § KE Zyo )+ KE ZE o

Par ailleurs, si |aN(1.jl| est bornée pour tout i, par BN‘ alors |a&(1,3]| est bornée
par 7 BN o Il suffit ensuite d’appliquer le lemme 4.2.

I1 découle de cette propriété que les scores optimaux correspondent & une distribution
logistique (extension des scores de Wilcoxon) et double exponentielle (extension des
scores médians) vérifient la condition de Hoeffding.

4,.3. Progriété. Les scores optimaux correspondant & une distribution normale (extension
des scores de Van der Waerden) vérifient la condition de Hoeffding.

Démonstration : Les scores normaux s'écrivent

alLed) = Zyey o 2y

ol zN(i) est la variable auxiliaire définie en 0.1 avec une fonction de répartition nor-

male. Le théordme découle alors du lemme 4.2 en remarquant que, d'une manigre générale,

2 s8EZ +8EZ

ey * Ay NC1) NCN)
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