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ESTIMATION DE FORMES CONVEXES DU PLAN

Dr. J.P. RASSON

Facultés Universitaires de Namur, Belgique.

Nous suggérons une solution au probl&me suivant proposé par le Prof. D.G. KENDALL :
"Supposons qu'une réalisation d'un processus de Poisson dans le plan ait &té mutilée de

telle fagon que nous ne puissions observer que lespoints intérieurs 3 un domaine convexe

compact D , inconnu. Trouvez D en utilisant des méthodes d'inférence statistique'.

Ceci est présenté comme 1'analogue, dans le plan, du cél&bre Probléme du Taxi dont
la généralisation unidimensionnelle est l'estimation des deux bornes inconnues d'un inter-
valle alors que nous observons un nombre fixé de points 3 1'int&rieur de celui-ci. Nous
justifions le choix des estimations classiques pour ce probléme par les principes de 1'es-

timation &quivariante appliqués 3 la recherche d'estimateurs optimaux (U.M.V.).

Nous attirons alors l'attention sur la différence essentielle entre ce probléme et
son analogue dans le plan ; ici, il y a une nouvelle inconnue appelée la forme. Ce para-
métre, qui n'est pas de dimension finie, apparait comme un param@tre de nuisance pour 1'es-
timation de la position et de la surface. Nous procédons 3 son &limination en le rempla-
¢gant par la forme qui maximise la vraisemblance marginale de ce paramétre et de la surfa-
ce. Nous donnons alors les estimateurs de l1'aire et de la position du domaine D qui cor-
respondent au choix que nous avions fait dans le cas unidimensionnel, correspondance que
nous détaillons. Notre solution finale sera une homothétie de 1l'enveloppe convexe de

1'échantillon 3 partir du centre de gravité de celle-ci.

. . . - . < n
Finalement, nous signalons comment cette solution se généralise naturellement & R

et nous donnons les possibilités d'application dans différents domaines.
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1 - ESTIMATEURS EQUIVARIANTS

Ce rappel de notions et de résultats classiques de 1'estimation équivariante est destiné essen-
tiellement & faciliter la lecture de 1'article. Le lecteur pourra trouver plus de détails dans
Zacks [7 )1 et Ferguson [2]

1.1 - Structure des estimateurs équivariants

Supposons qu'il existe un groupe G de transformations bijectives sur 1'espace des é&chantillons
(X,B) et ungroupe G de transformations sur 1'espace des paramétres © tels que

¥geG, 31geG tel que Py(B) = Pﬁb(g B) ¥Be8B.

Dans ce cadre, nous dirons que :

1. une statistique T est <nvariante pour G si
T(X) =T(gX) ¥Xe€X, g€G H

2. 1'orbite d'un point Xo € X pour 1'action du grdupe G est 1'ensemble
G(Xy) = (X3 3g€G|g(X)) =X} ;

3. une statistique invariante est maximale si elle prend une valeur différente sur chaque or-
bite;

4. un estimateur est é&quivariant si
d(g X) =7 d(X) ¥geG ;

5. le probléme de la recherche d'estimateurs rendant minimum le risque quadratique moyen est
tnvartant pour G si '

(6-d)f=(@Go-3d)° V¥ge§
1.2 - Les paramétres de nuisance pour 1l'estimation équivariante

Soient (X1 s ves ,XN) un &chantillon de N variables aléatoires indépendantes de distribution
commune, Fe ,et un groupe G de transformations sur § .

Supposons qu'il existe une partition du paramétre 6 en (e1 ,62) telle que 62 est invari-
ante pour G .

Si U(Xl y eee ,XN) est une statistique invariante maximale pour G , la distribution de U ne
dépend pas de 81 » mais, puisque 62 est invariante pour g’, cette distribution dépendra
généralement de 8, . Nous la désignerons par Kez(u) . Si nous notons

(Ko eee s Xp) = (TXq 0 eee o Xy) s UCKp s oee o X))

la décomposition de.la statistique, alors la distribution de T , étant donné U =u , dépendfa
généralement de 8; et 6, . Nous la noterons Pgy,g,(t u) .

On peut montrer que, si d(X) estunestimateur équivariantde 67 , son risque quadratique moyen
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ne dépend que de 8, et de 1'orbite particuliére & laquelle appartient 8y -

Supposons, de plus, que, si 8, est connu, i1 existe un estimateur équivariant qui minimise
uniformément le risque quadratique moyen. Puisque ce risque varie en fonction de 92 » C&
résultat ne sera plus vrai en général si 92 est inconnu. Dans ce cas, 62 est appelé un
paramétre de nutsance.

1.3 - Estimation 4'un paramdtre de position

Considérons un probléme statistique dont le seul paramétre inconnu est un paramétre de posi-
tion, ceci signifiant que la densité fe(x) de chacune des variables aléatoires de 1'échantillon
s'écrit f(x-6) .G est le groupe des translations sur X . Nous rechercons un estimateur équi-
variant de ©® qui minimise le risque quadratique moyen Eg(® - d)

Si- = (T(X) U(x)) est la décomposition adoptée au point 1.2, la solution du probléme condi-
tionnel, & savoir la recherche de l1a constante ¢(u) qui minimise

Ey 1 (8- (T(X) +(u)))? | U=u]
sera donnée par ¢{u) = ~E, [T|U=ul et la solution optimale du probléme sera donc

d(X) = T(X) = E, [T(X) [ U(X)]

De plus, d(X) sera également la solution du probléme original non conditionnel et aura la
propriété supplémentaire d'étre un estimateur sans biais de © .

2 - LE PROBLEME UNIDIMENSIONNEL

Soient X1 s vee s Xy des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, de
densité uniforme sur 1'intervalle [a,b], ==<a<b< 4=, Nous désirons estimer les para-
métres inconnus a et b .

Nous exposerons uniquement le point de vue de 1'estimation équivariante qui devra nous servir de
point de comparaison avec le travail original. Ceci fera 1'objet du paragraphe suivant. C'est
évidemment le seul intérét de ce développement qui n'est qu'un application triviale des théories
de 1'estimation équivariante

Considérons (X (1) ° (N)) = (Min X; » Max X; ) qui est la statistique exhaustive minimale et
compléte pour le probléme et decomposons la en ((X(1)4-X(N))/'2 s ( )" X(l)) .

Nous constatons que, pour 1'action du groupe des translations, X( Ny T X(l) U(X(l) ’ (N))
est une statistique invariante maximale. La décomposition

Ky »Xny) = Xy +Xw)) 72 Xy = X))
correspond donc au type de décomposition X = (T(X) ,U(X)) adoptée au § 1.

Nous pouvons aussi décomposer (a ,b) en (e1 »985) = ((a+b)/2 , b - a) et constater que
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b-a est &galement invariant pour le groupe des translations E’z G .

2.1 - Estimation équivariante de 61

Suivant le point 1.2, notre premier soin doit &tre de vérifier si, 8, é&tant connu, il existe
un estimateur équivariant qui minimise uniformément le risque quadratique moyen. I1 nous faudra
ensuite vérifier si cela reste vrai lorsque 8, est inconnu.

Si 92 est connu, le seul paramétre inconnu étant un paramétre de position, 1a solution nous sera
donnée par le point 1.3 :

d(X) = T(X) = Eg [T(X) [ U(X)]

Or, la densité de X = (x1 > aee ,XN) s'écrit

1 N
f X} = n 1 X
1
i o} L18,-(0,7u(x)) /72,0 +(8,-u(x)) /21 (H(X))

Pour la densité jointe de t(x) et u(x) , nous aurons

f"vez(t(x) »u(x)) = fel,ez(x) No(N-1)  u(x) V2

La densité marginale de u sera donc
(85 - u(x))

Ko (u(X)) =~ N (N-1)  u(x) N-2
2

et la densité conditionnelle de t

= -1

de sorte que

-1
PO,GZ(t(x) fu(x)) = 1[_(ez_u(x))/z,(ez_u(x))/2](t(x)) (92 - u(x))

et
Eo(T(X) | U(X)) = 0

En conclusion, T(X) = (x(l)'*x(N)) /2 est uniformément optimal si 6, est connu, et, puisque
i1 ne dépend pas de 92 , il le restera si 92 est inconnu. De plus, cet estimateur sera sans
biais.

2.2 - Estimation équivariante de 92

Nous désirons trouver un estimateur équivariant de 62 =b-a . La condition d'équivariance pour
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un estimateur d(X) tel que d(g X) = g d(X) nous indique que, puisque 6, est invariant pour
§ , nous devons avoir ,

d(X) = 9(T(X) ,U(X)) = d(g(X)) = v(T(X) +g,U(X)) ¥ g tel que -=< g< 4o

Si nous prenons ¢
de 0, sera d(X)

-T(X) , nous en déduisons que la forme générale d'un estimateur équivariant
v(u(x)) .

Cependant, comme chaque fonction mesurable de U(X) sera un estimateur équivariant de 62 » hous
n'avons aucun guide qui nous permette de trouver 1'estimateur optimal. Si nous ajoutons la con-
dition supplémentaire pour les estimateurs d'&tre sans biais, nous pouvons trouver 1'estimateur
U.M.V.U. qui sera unique. En effet, i1 est facile de constater que E(T(X))/e2 =1-2/(N+1)
et donc que (N+1)/(N-1) T(X) sera 1'estimateur que nous cherchons.

3 = LE PROBLEME DANS LE PLAN

Soient X1 s eee s XN des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées sur
le domaine convexe compact D du plan.

Nous désirons estimer D .

3.1 - Introduction

Soient m la mesure de Lebesgue sur R2 muni de sa tribu borélienne, D 1la classe des parties

convexes compactes du plah de mesure strictement positive et g(E) 1le centre de gravité d'un
borélien E , par rapport & m pour un membre de D . ’
Pour de tels ensembles, notons
s(E) £ E - g(E) (soustraction vectorielle) ,
sa forme . Signalons que cette notion de forme inclut 1a notion d'orientation.

Pour des ensembles A et B de R2 , notons

H(A) = enveloppe convexe de A H
A + B = somme vectorielle de A et B 3
AeB ={y|y+BcA} (Minkowski substraction [31 )

Nous définissons alors

A = (A@B)"’B ’

B ger.

d

m

1'union de tous les translatés de B contenus dans A . Suivant cette définition, AB CA et
AB @B =AcB.

Supposons que nous observions X = (X1 s e en ,XN) ol les Xi sont des variables aléatoires 1i.i.
d. de densité uniforme sur D . La densité de X s'écrira
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1 N
f = O 15(x;
D(x) ;RE;N jo1 D(x1)
' 1
= — H(X
o TofH00)

Ceci implique que H(X) est une statistique exhaustive minimale.
3.2 - Estimation équivariante de la position

Nous pouvons décomposer la statistique H(X) en (g(H(X)) ,s(H(X))) et, si nous considérons
1"action du groupe des translations planes, s(H(X)) = U(X) est une statistique invariante
maximale.

Conformément aux notations adoptées au point 1.2, nous pourrons donc écrire
(g(H(X)) 5 s(H(X))) = (T(X) , U(X))

Nous pouvons également décomposer D en (61 ,62) = (g(D) ,s(D)) et constater que s(D) est
invariante pour G =G .

Suivant la méthode exposée au point 1.2, nous devons d'abord supposer 8, connu et caractériser
1'estimateur optimal gque nous obtenons dans ce cas. Suivant le point 1.3, celui-ci sera donné
par

d(X) = T(X) - E5 [T(X) [U(X)]
Or, la densité jointe de T(X) et U(X) s'écrit

N-V
f°1’°z(t(x) s u(x)) = 1[91+(626u(x)] (t(x)) (1/m(92)N N (N-1) ... (N=(Vy+1)) m(u(x)) N

o
«r

Vy est le nombre de points appartenant & 1'enveloppe convexe H(X) , de sorte que la densi-
marginale de u(x) sera donnée par

ot
o

-N n-VN
Kez(u(x)) = m(®,0u(x)) m(6,) © m(u(x))

N (N-1) “.(N-WN+U)
et la densité conditionnelle de T(X) par

Po. .0, (E) 1U(X) = 15 (0 o))y (EX)) (e, © u(x)) !
Si 01 =0 (origine des translations),

Po,8,(E0) 1800) = 1y gy (£(X)) m(9 © u(x))™

Ceci nous donne
Eo(T(X) [U(X)) = g(8, © u(x))

L'estimateur optimal sera donc, dans notre cas,
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d(X) = g(H(X)) - g(s(D) @ s(H(X)))

Nous constatons que, si s(D) est connu, cet estimateur est uniformément optimal, mais, lorsque
s(D) est inconnu, cette propriété ne sera évidemment plus vraie. Il s'agit bien, dans ce cas,
d'un paramétre de nuisance (point 1.2).

Nous ne désirons pas, & ce niveau, prendre position dans la querelle & laquelle se livrent les

différentes écoles de statistique & propos de 1'élimination des paramétres de nuisance. Nous nous
rangerons plutdt & 1'avis de A.W.F. Edwards [1]

"I see no reason to suppose that it is always possible to eliminate a nuisance
parameter. All our likelihood arguments are conditional on particular probability
models : in a sence, THE MODEL ITSELF IS A NUISANCE PARAMETER. WE WOULD LIKE TO
ARGUE WITHOUT IT, BUT CANNOT. IT SHOULD THEREFORE COME AS NO SURPRISE THAT IN
SOME PROBLEMS, THE CONDITIONS UNDER WHICH WE ARGUE MAY HAVE TO INCLUDE SPECIFIC
VALUES FOR NUISANCE PARAMETER".

Or, si nous comparons soigneusement les sens du paramétre 8, dans R et dans R2 s NOuUsS pou-
vons découvrir une différence essentielle. En effet, dans le cas unidimensionnel, 8, =b-a>0
peut &tre considéré comme un coefficient d'échelle de dimension 1 et, dans ce cas, la forme :s
peut se décomposer en (b-a , [-1/2 , 1/2]) . Dans R2 , si nous décomposons s(D) en

(m(D) , s(D) /m(D)) , nous pouvons isoler un coefficient d'échelle de dimension 1 , m(D) , qui
est bien 1'équivalent de la longueur b-a . La différence essentielle se situera donc au niveau
de 1a forme unitaire inconnue, s(D)/m(D) , dont force nous est de constater qu'elle est une
partie essentielle de la distribution elle-méme. Le paramétre de position g(D) est d'ailleurs
inextricablement 1ié 3 cette inconnue, de par la définition-méme du centre de gravité qui n'a de
sens que si nous nous référons & une forme unitaire fixée. C'est pourquoi, suivant le point de
vue d'Edwards, nous ne pourrons traiter ce probléme qu'aprés avoir attribué & s(D) ou, en tout
cas & s(D)/m(D) , une valeur spécifique. Cette derniére distinction est fondamentale car, si
nous nous reportons au cas unidimensionnel, seule la forme unitaire était connue et nous n'avons
pas eu besoin de donner & b-a une valeur bien précise pour trouver une solution uniformément
optimale. De toute fagon, que nous arrivions & ne devoir donner de valeur spécifique qu'a

s(D) /m(D) ou qu'il nous faille le faire pour s(D) tout entier, cette valeur ne peut pas rai-
sonnablement étre tout & fait quelconque. En effet, nous nous proposons d'estimer s(D) et il
serait donc assez illogique d'estimer g(D) en se fixant une valeur s(D) différente de celle
que nous estimons. D'autre part, la structure méme du probléme et le type d'estimation que nous
envisageons ne peuvent étre qu'un encouragement & adopter cette attitude. En effet, nous avons

pu décomposer la densité jointe de g(H(X)) et s(H(X)) en
Pg(0),s(0)(BHOO) » STHND) = Py py < 5) (S(HON) [SLHO) Ky (sCHXD) 3
la densité marginale de s(H(X)) ne dépend pas de g(D) et donc, si nous désirons utiliser une

valeur estimée de s(D) afin de pouvoir estimer g(D) , i1 serait préférable de se restreindre
3 cette densité marginale. ‘

Seulement, comme la densité conditionnelle de g(H(X)) dépend de s(D) , nous nous priverions,
en faisant cette restriction, d'une partie de 1'information donnée par la statistique exhaustive
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concernant s(D) . Cependant, si nous adoptons le point de vue de 1'estimation &quivariante de
s(D) , tout estimateur sera de la forme

d(X) = v(g(H(X)) , s(H(X)))

d(g(X)) = w(g(H(X)) +k ,s(H(X)) V¥ keR, .

IT nous suffit de prendre de prendre k = -g(H(X)) pour découvrir que la forme générale d'un
tel estimateur sera d(X) = y(s(H(X))) et que donc nous n'utilisons de toute fagon pas 1'infor-
mation concernant s(D) qui nous est fournie par la densité conditionnelle de g(H(X)) .

3.3 - Estimation équivariante de la forme unitaire

Comme nous venons de 1'établir, toute estimation &quivariante de s(D) se fera sur base de la
densité marginale de s(H(X)) . Pour ce paramétre s(D) de dimension = , il semblerait logi-
que, & défaut d'autres critéres qui s'imposeraient naturellement, de s'intéresser d 1'estimateur
de vraisemblance maximale. Cependant, si nous considérons de nouveau la partition s(D) = (m(D),
s(D) /m(D)) , nous nous apercevons que ce type d'estimation est, tout au moins en ce qui concerne
la partie m(D) , beaucoup moins cohérente avec le cas unidimensionnel ol nous avions pu estimer
b-a suivant certains critéres d'optimalité bien précis.

Notre premier réflexe doit donc &tre de tenter de séparer ces deux composantes du paramétre s(D)
en essayant de factoriser 1a densité de s(H(X)) en une densité marginale pour 1'une des compo-
santes et une densité conditionnelle pour 1'autre. Cela s'est malheureusement révélé impossible.
Et, dans ces conditions, nous avons adopté le point de vue de Sprott et Kalbleisch [6]

dont la logique est appréciée par Edwards [1l] , p. 118, qui sera d'attribuer & 1'un des para-
métres, la valeur qui rend maximale la vraisemblance lorsque 1'autre paramétre reste fixé. Ce
maximum relatif peut évidemment dépendre de la valeur fixde de 1'autre paraﬁétre. Dans notre
cas, supposons m(D) fix&. Nous aurons alors le

Théoréme
Soit P un polygone convexe et 0 <m(P) <A .
Alors m(D © P) est maximisé sur 1'ensemble {D|D€ D, mD) = A} par D =[1’\/m(D)]1/2 P .

Démonstration

Voir Annexe I.

En conséquence, la vraisemblance relative de s(D) /m(D) sera maximale pour 1a forme unitaire
s(D) /m(D) qui est exactement la fcrme unitaire de 1'enveloppe convexe, et ce, quelle que soit
m(D) . Ceci signifie que notre estimateur de 1a forme unitaire est, fort heureusement, invariant
pour le groupe des transformations affines.

3.4 - Retour § 1l'estimation de g(D)

Si nous remplacons, dans la formule de 1'estimateur optimal de g(D) , la forme unitaire inconnue
s(D) /m(D) par sa valeur estimée s(H(X))/m(H(X)) , nous obtenons

d(X) = g(H(X)) - g(s(D) ® s(H(X)))
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d(X) = g(H(X)) - g(m(D) [ s(H(X)) /m(H(X)) ] @ m(H(X)) [ s(H(X)) /m(H(X)) 1)
= g(H(X)) - 0
= g(H(X))

C'est ainsi que, comme dans le cas du probléme unidimensionnel, cet estimateur est optimal lors-
que m(D) est connu et le reste lorsque m(D) est inconnu !

3.5 ~ Estimation de la surface du domaine

Nous recherchons un estimateur sans biais de m(D) , qui nous fournira, conjointement avec la
solution apportée 3 la section 3.3, 1'estimation compléte de s(D) , & savoir une expansion
homothétique de H(X) dont le coefficient sera fixé par 1'estimation de m(D) .

Soient AN et VN respectivement 1a surface et le nombre de sommets de 1'enveloppe convexe
H(X) . Supposons qu'un autre point XN+l soit distribué uniformément dans D , indépendamment
de X . Alors,

P(xyep est un sommet de H({xy,...,Xxy }) | X) =1 - Ay/m(D)
P(xN+1 est un sommet de H({x1 s eee s xN+1})) = 1-E(Ay) / m(D)

Nous servant alors de la symétrie des indices,
N+1
EVnar) = 2 P

(N+1) [1-E(Ay)/m(D)]

est un sommet de H({x1 > one ,xN+1}))

et donc
E(m(AN)) /m{(A) =1 - E(VN+1) / (N+1) ’

ce qui est parfaitement 1'analogue de 1a formule unidimensionnelle
puisque, évidemment, dans ce cas-1a, E(VN+1) =2 .

Dans notre cas, cette formule est inutilisable brutalement car, bien sir, notre &chantillon ne
comporte que N points et non pas N+1 .

Si maintenant, nous remplagons la forme unitaire par la valeur estimée au point 3.3, nous sommes
3 méme d'utiliser directement cette relation, En effet, la valeur E(VN+1) ne dépend que de la
forme unitaire et est indépendante de 1a valeur m(D) . De plus, nous avons obtenu une forme
unitaire estimée qui ne dépendrait pas de m(D) .

Dans ce cas (voir annexe II), nous pouvons calculer explicitement E(VN+1) et donc, pour ce
probléme ol nous remplagons la forme unitaire inconnue par sa valeur estimée, nous obtenons un
estimateur sans biais de la surface

(N+1) 7 ((N+1) = Eg gy /mengy) (Vend) mEHCN)



qui est exactement la valeur correspondante du cas unidimensionnel, a savoir

(N+1)

w2 Y ey

3.6 - Conclusions et remarques

1. Notre estimateur final sera donc

g(H(X)) + ¢ s({H(X)) avec c=(N+1)/((N+1) ‘Es(H(X))/m(H(X))(VN+1)

une homothétie de 1'enveloppe convexe & partir de son centre de gravité.

Dans les figures 1 et 2, nous trouvons les résultats de simulation pour des domaines ellipti-
ques et carrés, au moyen d'un échantillon de 200 points.

2.'31, dans un sens, le passage du cas linéaire au probléme dans le plan n'était pas immédiat,
notre solution pour R2 » qui, comme nous 1'avons vu, separticularise facilement @ R , se
généralise presque trivialement 3 n'importe quel espace R" . Les sections traitant de la
surface et de la position restent valables intégralement moyennant la convention que m re-
présente 1a mesure de Lebesgue sur R" . Seule la démonstration du théoréme concernant la
forme nécessite une adaptation suivant le cas, bien qu'il ne s‘agisse, en fait, que d'une
simple transposition pour 1'espace concerné.

ANNEXE I
Théordme 1

Soit P un polygone convexe et 0 < m(P) <A . Alors, m(D ©P) est maximisée sur 1'ensemble
{D|De D, m(D) = A} par D= [l\/m(P)]l/2 P . Cette solution est unique aux translations prés.

Démonstration

Remarquons tout d'abord que, pour la solution D =c p , nous avons m{(D @ P) = (c ~1)2 m(P) >0
de sorte qu'il nous suffit de nous limiter aux D€ D tels que m(D) = A et m(DeP)>0.
Nous allons montrer que nous pouvons transformer un tel ensemble D en trois étapes, augmentant
m(D © P) & chacune d'entre elles, pour obtenir finalement la forme de D proposée dans la so-
lution et 1'accroissement total sera strictement positif, sauf si D posséde déja la forme
précédente.

(i) Soit ¢ =[m(D) /m(Dp)II/2 >21. Si ¢=1, D contient 1'ensemble convexe compact Dp
de méme surface, ce qui entraine évidemment que D DP . Supposons donc que c¢> 1 . Alors,
m(D © P) = m(Dy © P) < c? m(Dp © P) = m(c(D, © P)) = m(c(Dy) © ¢ P) < m(c(Dp) O P) , cette
derniére inégalité résultant de ce que AcC B implique c©®BC c®A . donc, si D n'est pas

]
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identique a DP , nous obtenons une solution strictement meilleure en remplacant D par D' =
c(DP) .
Mais, d'aprés le lemme suivant, nous aurons

(0')p = [e(Dp)lp = 1(e D)plp = 1(e D)pycgyplp = (€ Dlpy(coqyp = (€ D)ep = D°
de sorte que nous n'aurons & considérer que les D& D tels que D = DP .

Lemme
(DS"'T)S = DS+T pour tout D,S,TEe g .

Démonstration

Evidemment, nous avons (DS+T)S C Ds+T . Supposons que y € DS+T , C'est-d-dire qu'il existe
s€ES, te€T telsque (y-s-t)+S+TcD. Cependant, y G(Ds+T)S si et seulement si
il existe s' €S tel que (y-s')+SCDgys c'est-d-dire (y + s" +s') € Dg ; pour tout
s"e S .

Pour cela, i1 est nécessaire et suffisant qu'il existe s™€ S et t'€ T tels que (y+s"-
s'-s"-t') +S+TcD. Nous pouvons choisir s' =s , s"=s" et t' =1t , cequiramene
exactement cette conditiond 1'explicitation de y € D1 - C.Q.F.D.

(i1) Nous supposons donc maintenant que D =D , c'est-a-dire que D=V {y+P|y+P € D} .
Fixons un ordre, par exemple celui des aiguilles d'une montre, et appelons a; s 8y s -er s
les cotés de P dans cet ordre. Soit a% le vecteur extérieur perpendiculaire & a; » et soit
y; un point de D © P dont la projection sur a% est maximale. Alors, Ai dé?,yi'*ai céD
puisqu'aucun point de D ne peut avoir sur a% une projection plus grande que celle d'un point
de Ai . Puisque D est convexe, les translatés Ai des cotés de P doivent se présenter
dans le méme ordre dans & D . Désignons par B, 1'arc de 6 D Jjoignant Ai et Ai+1 (ol
Rry1 = A1 ). Considérons le sommet de P qui est le point commun & 2, et a, . L'ensemble
des points que celui-ci peut atteindre lorsque 1'on translate P & 1'intérieur de D est borné
par 81 et la courbe fermée complétée par les transliatés des arcs By 5 --- s Br (éventuelle-
ment dégénérés) dans 1'ordre (cf. figure 3). Donc, D © P est bornée par un translaté de cette
courbe et m(D © P) estlasurface délimitée par cette courbe. Supposons que D n'est pas un
polygone de r coOtés paralléles a ceux de P . Alors, au moins un arc Bs n'est pas 1'union
de deux segments de droites prolongeant As et AS+1 . Si nous modifions uniquement cet arc,
en gardant D convexe, on peut augmenter m(D) et m(D © P) de deux quantités égales (cf.
figure 3). Définissons un groupe de (A;) comme &tant un ensemble de segments de droites de
cet ensemble, ayant chacun un point extréme commun avec le segment voisin si et seulement si
celui-ci est inclus. Un groupe sera donc une suite maximale d'exemplaires des cOtés consécutifs
de P reliés par des arcs Bi dégénédrés. On peut au moins déplacer un de ces groupes vers
1'intérieur, en ajustant les arcs aux extrémités afin que la figure reste convexe. Une telle
modification diminue m(D) - m(D © P) d'une valeur égale & la surface comprise entre le groupe
jnitial et legroupe déplacé et les segments de droites joignant les points extrémes (cf. figure
4). En combinant ces deux sortes de modifications, on peut donc augmenter strictement m(D © P)
sans changer m(D) . Un nombre fini de telles modifications nous permet d'obtenir pour D la
forme souhaitée.
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(iii1) Nous considérons donc maintenant uniquement les polygones convexes avec r cOtés paral-
1éles & ceux de P et de longueurs au moins égale.
Notons ces cotés par

aj = (pi + 1) a; (i=1,...,r)

Soit t 1le plus grand indice parmi ceux des cdtés 3y qui fait un angle inférieur @ w avec

a . Notons [a ,b] 1la surface de ce triangle de c6tés a et b . Nous pouvons diviser D en
triangles dont les sommets sont le premier point de ai (suivant le sens indiqué) et les der-
niers points de aj , ... , a; ,» et ensdite en prenant le premier point de ag+1 et les der-

niers points de a{+2 s cee s a; , de sorte que la surface de D sera

t-1 : r-1
mD) = £ [aj+aj+...+af,ay .1 + I [a} .+ ...+a%,al ]
=1 1 2 i i+l jet+l t+1 MG !

(cf. figure 5).
Puisque

[xa+ub,c]l=2A [a,cl+u [b,c]

si X, u>0 et O0<angleentre ¢ et b < angle entre ¢ et a< w , nous pouvons expri-
mer m(D) par

L(py + 1) (py+1) [ag,24] ,

la sommation s'effectuant sur tous les couples (i, J) tels gue 1<i<j<t ou t+l<i<
js<1.

Soit I(f(i,J)) =1 f(i,J) [ai ,aj] pour ces mémes couples (i ,Jj) . Alors m(D) =

I((p; +1) (py+1)) et m(D®P) = I(p; ’pj) puisque D © P est un polygone de cotés py a; ,
... » p.2a_ . Considérons une perturbation qui garde fermés les polygones D et DOP ,
soit Py c(a) (pi-fa) oi c(a) est choisi de telle sorte que 1'on ait toujours m(D) = A .
Alors, puisque c¢(0) =1,

m(D) = c(a)® 1((p; +a) (py+a)) + c(a) I(p;+p;+2 a) + L(1)

d m(D) dc

dc
2 —| I(p; p;) + I(p; +p;) + —| I(p;+p.:) + 2 I(1)
da |0 dalp 'Y VI dajo Y

d m(D @ P) dc
- 2 —
da 0 d aIO

I(p; py) + TPy +p;)

I(Pi +pj) - 2 I(p; +pj+2) I(Pi pj)/I(pi+pJ-+2 Py pJ)

2
TPy -p5)7) / 1(py +P5+2 Py Py)
Ce terme est positif et égale 0 si et seulement si tous les P; sont égaux (puisque chaque

[ 3 ,aj] est positif).

Nous avons donc montré que nous pouvons accroitre strictement la valeur de m(D ® P) pour tout
DeD (m(D) =A) qui ne serait pas une expansion homothétique de P , et ce, par une suite de
modifications qui conduisent exactement & cette expansion. C(elle-ci sera donc la solution opti-



male, ce qui était 1'énoncé du théoréme.

ANNEXE II

Supposons donc que P soit un polynéme convexe de r cdtés a; s ..
‘qu'aucun ay n‘est paralléle a un autre aj . Soit Kij 1a probabilité que X{ Xp soit un
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C.Q.F.D.

a. . Nous supposerons

r

coté de H(X) et qu'il coupe les cotés ay et a, de P . Nous aurons alors

J

E(Vy,q) = b P(x_ x, est un cdté de H(X))
M1 cs<taml st

(NZI) P(x; x, est un cdté de H(X))

(N+1) 5 Ki‘
i<j W

Si nous supposons que P est d'aire unitaire,

R Kis = FN-

1 N-1
i +(1-F) d x4 d Xy

ol nous intégrons sur les couples (xq » Xp) tels que la droite Joignant ces deux points coupe

Cay et a3 et F est définie sur la figure 6 .

Exactement comme dans ( [8], équation 18), nous obtenons

0 0

od F = % (ab+a'"b+ab')sinsg et ol a, b, b' et 6 sont définis sur la figure 6.

Nous effectuons les substitutions suivantes :

z=+sin6/2 , x=z(a+a') , x'=za' |,
y:Z(b+bl) s y':zb' » et

Nous obtenons alors

xll n
Kij =3 J Jy' [(1+c;-x y)N 1, (xy- cl)N 1 x y

ol ¢ = surface (B D E) .

Effectuant alors la double intégration et posant C, = surface (ABC D) , 3 = surface (A B D)

et ¢, = surface (B C D) (cf. figure 6),

f(m) = cg - cg - c? R g(m) = (1 -cz)m - (1 -c3)m - {1 -c4)m
nous obtenons
/ f(N+1)+g(N+1) 1 N _
4 N+1-m N+1-m
Keg == [ - z {(-cy) f(m) +(1l+c,) g(m)} 1
3 (N + 1)° TESTLE = ) !

L]

"

Q.

la.l (lasl , -
=J ' JI Voo - Y S sin? e (ava’) (beb) da db

z (a'+|ai|)

z (b'+ {ajl)

Si l1a surface de P est A#1 , nous aurons simplement & diviser chaque c; par A .
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