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SUR LES RESULTATS DE BLUM EN APPROXIMATION ET OPTIMISATION
STOCHASTIQUES MULTIDIMENSIONNELLES

B.FICHET

Laboratoire de Physique. Faculté de Médecine.

Université de Marseille II.

L'extension au cas multidimensionnel des processus d'approximation stochastique de
Robbins~Monro et d'optimisation stochastique de Kiefer-Wolfowitz, fut 1'oeuvre de Blum.
On lui doit trois importants théor&mes, deux pour l'approximation et un pour 1l'optimi-
sation. Depuis,de nombreux auteurs ont &tabli des théorémes de convergence tant pour
ces processus que pour des processus généralisés.

Nous montrons par cette note que les résultats de Blum restent d'une grande actualité.
Pour différentes régressions les convergences des processus de Robbins-Monro ou de
Kiefer-Wolfowitz peuvent @tre déduites tant des théorémes de Blum que de théorémes
postérieurs. Ainsi, 3 l'aide des théorémes de Blum, nous démontrons la convergence
pour l'approximation d'une régression lindaire donnée par une matrice définie négative,
sous 1'hypoth@se de la variance uniformément bornée ; et méme sans cette hypothése i
1'aide d'un exemple. Et nous &tablissons de méme la convergence pour l'optimisation

d'une régression de type paraboloide.

1 - INTRODUCTION

Rappelons les processus d'approximation stochastique de Robbins—-Monro et d'optimisation
stochastique de Kiefer-Wolfowitz dans Rk.

Pour l'approximation, on considére une famille {Yx} de vecteurs aléatoires 3 valeurs
dans RS, indicée par le paramétre xe RX. On suppose que : ¥xe RY, E[Yg]= M(x) existe,
ol M (inconnue) est Borel-mesurable. On se propose alors, non pas d'approcher la
fonction inconnue M, mais d'estimer la solution @ de 1'Equation M(x)=a (ot Rk, donné) ;

dans ce but, on construit le processus de Robbins-Monro défini par :
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a.n xn+l - xn = an(Ynﬂ:) (ne N*) ol :

- X1 € Rk est donné.

- Yn est un vecteur aldatoire ayant méme loi de probabilité (conditionnelle) que Yx

n
quand X, est la réalisation de Xn.
o - -]
. s s P 2
- {an} est une suite 3 termes positifs vérifiant : I a =+ X a <+
n=] n=1

Dans le processus de Markov ainsi construit, notons que M(Xn) est alors une version de
E[Ynl X],...,XJ = E[Ynlxg , pour tout n.

Pour l'optimisation, on considére une famille {Yx} de variables aléatoires, indicée par
le paramétre x € Rk. On suppose que : ¥ x € Rk, E[Xé] = M(x) existe, ol M (inconnue)

est Borel-mesurable. {u1’°"'“k} étant une base orthonormée de Rk, pour tout réelc > O,

. * b3 b * o - a2 s a2
soient Yx—cul’ x+cu1""’ Yx—cuk’ Yx+cuk s 2k variables aléatoires indépendantes de
méme loi que, respectivement, Yx-cu , Yx+cu secey Yx—cuk’ Yx+cuk’ et définissons Yx,c
i 1
. sx _ vX b 3 -
par : Yx,c [KYx+cul Yx-cu])""’(Yx-bcuk Y:-cuk)]

Alors, pour estimer O € Rk qui maximise M(x), on construit le processus de Kiefer-—

Wolfowitz défini par :

(1.2) X, =X = (a/c)Y  (ea™ ou:

- X] € Bgest donné

- Yn est un vecteur aléatoire ayant méme loi de probabilité (conditionnelle) que

Y quand x_ est la réalisation de X_.
X sCo n n

- {an} et {cn} sont deux suites 3 termes positifs vérifiant :

o -] [+ 2
lim c. =0; L a =+ ;L a c <+o ; J (an/fn) <+ ,
n+w O n=1 ° n=l 00 a=1

Similairement, Blum définit un processus par :

(1.3) Xn+l - Xn = (an/cn)Zn (n € N*) ol :

Z, est un vecteur aldatoire ayant méme loi de probabilité (conditionnelle) que

Z ~
X _,c. et ol :
n’ n

* = * e
z = [y - XY, ..., (Y - Y:i] est défini comme Y_

X,C X+cu 1 X x+cuk ,C
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Les premiers théorémes de convergence, pour les processus multidimensionnels cités, sont
ceux de Blum [2]; nous les présentons au paragraphe, suivant. Depuis, ces résultats

ont &té repris et améliorés - voir par exemple Macchi [13] chapitre I, et Daubeze[5] - ;
des théorémes de convergence, tant pour ces processus que pour des processus généralisés,
établis sous des hypoth&ses faibles, peuvent &tre trouvés dans Dvoresky [9], Derman et
Sacks [7], Fabian [10], Venter [16], et dans les théses de Hiriart-Urruty [12] chapitres
I,II,I1I, et Bertran [3] chapitre I ; pour une bibliographie sur le sujet, on peut
consulter Sclmetterer [15], Dupac et Ivanov [8] et Wasan [17] .

Nous nous proposons de montrer par cette note, que l'approximation et l'optimisation

de certaines régressions, qui se déduisent des travaux plus récents, peuvent tout

aussi bien @tre obtenues 3 1'aide des théordmes originels de Blum.

2 - LES THEOREMES DE BLUM
Pour 1'approximation nous utilisons les notations suivantes :
- x' --;— [ [x|+ x] pour toute variable réelle x.

- D2 est 1'espace des fonctions de le dans R, admettant des dérivées partielles
premiéres et secondes continues.

- ¥f € Dz, Vf et Ag sont respectivement le gradient et la matrice des dérivées

secondes de f.

2 1

On a alors : ¥f € D°, f(x+h) = f£(x) + < VE(x), h > + 3

avec : 0€tgl1, t=t (x,h).

< h, Af(xﬂ: h) h >

Nous notons encore :
- Ue(x) =< V £(x), M(x) —a >

-VaeR, Ve(a,x) =E{ <y -oa [x+¢t;a( -o] (1 -

avec t; It [x,a(Yx -a)].

Alors, lorsque M(0) =0, pour O et & quelconques, les théorémes d'approximation de Blum

s'énoncent :

Théoréme |

2

5'{l existe f € D°, satisfatisant a4 :

(2.1) V:csﬁk, fx) 20

(2.2) ¥¢>0, inf |fx) - f@)] >0
eg| |z-0] |

(2.3) ¥¢>0, sup Uplz) <0
e<| |x-0] |



(2.4) j V<+o: Fx eﬂk, ¥aceR, Vf(a,z)sV

Alors la suite {Xn}définie par (1.1) converge presque siirement vers O.

Théoréme 2
S5'il extste f € o? satisfatsant 4 (2.1), (2.2) et 4 :

(2.5) ¥6>03 \(8)>0: ¥acR, sup [V alz) + A(8) V*f (a,2)] <0
<] |=-0]|

(2,6) Je€>0, V< +o:¥achR, sup Vola,z) € V
0¢||=-0]|<e

Alore la suite {Xn} définie par (1.1) comverge presque sirement vers ©O.

Notons que la démonstration tient encore si (2.5) n'est satisfaite que pour § = €
définie par (2.6), pourvu que (2.3) soit aussi satisfaite. Signalons enfin que notre
&noncé du théoréme 2 différe légérement de celui de Blum.

Lorsque O est quelconque, le théor&me d'optimisation de Blum s'énonce :
Théoréme 3

sz :

(2.7) M adnet des dérivées partielles premiéres et secondes continues

(2.8) ¥zefm o =var (1) ¢ <+ o

(2.9) ¥e>0, J ole)>0 : ||z-0ll > e=> M(z) - M(Q)s~p(c) et || WM(z)|| > o (c)
(2.100 ¥z e R, ¥,i=1,....k| 3% u=)/om, al< ¢
Alors la suite {X n} définie par (1.3) converge presque siirement vers ©.

Notons que la convergence est également assurée pour le processus défini par (1.2) ;

34 quelques détails prés, la démonstration est semblable 3 celle de Blum.

3 - APPLICATION A L'APPROXIMATION DE CERTAINES REGRESSIONS LINEAIRES.

Nous envisageons le cas d'une régression linéaire caractérisée par une matrice
définie négative. Ce cas est &bauché par Blum, dans son exemple 2 = déduit du

théoréme 2 - et que nous pré&sentons pour @ et a quelconques sous la forme du :
Corollaire 1

St ¢

(3.1) M(x) = Brx ou B est une matrice définte négative.

(3.20 Je>o0, Fc>0:lz0ll cemEL 1, -allPsc

(3.3) 34 p(0)> 0 : ||x-0|l > €= < z-0, B(x-0) > + p(0) E {]| Y - a||2 } <0



Alors la sutite {Xh} définie par (1.1) converge presque siurenent vers O.

Les conditions données par Blum dépendent encore du second membre o de l'&quation et de

la solution ©. Nous pouvons maintenant démontrer le :
Corollaire 2

St (3.1) est vérifide, et, notant Xﬁ la iéme composante de Y., st ¢
3.4) Jo>0: %z ekl 2

s ¥z 1,0,k (@) = var () < o
Alors la suite {Xh} définie par (1.1) converge presque siirement vers 0.

Démonstration :

Appliquons le corollaire 1. On a :

Blly, - ol B =Elr % -2<8, a> + o]’

s ko + [mxll 2+ 2 flxll Lol + (el
co® « B2 Uxll 2+ 200 8 [-Wall -1l +liell 2
ot |||.||| est 1a norme classique d'une application lindaire.
Dés lors, ¥e>0, (3.2) est vérifige, puisque : || x-0| < e=s| x|] <€+ | o]
Seule donc, reste 3 vérifier (3.3) pour um certain € > 0.
B étant définie négative : § b> 0 : ¥ x ¢ r* <x,Bx >< - b ||x|[2
d'ol : < x0, Bx0)>< -b [|x0ll 2 - (|| xll - [l ol »?
Alors p(0@) étant 3 déterminer :
< x0, B(x0) » + 0(® E{|| v, <lf )
< = b=l = 1ol + p@ [ko? + (B2 11 =l 2 « 2 {8l [lall 1=l +lal *]
¢ [-oeo@lIBZT Ixll 220 lloll +e@Ilslil. | all T 1«
+ b lloll 2+ p@ke? + p@ |l alf ] = kK (posé)
Si nous choisissons 0 < p(@) < b/ “IB”|2

K(x) + -« quand [[ x| » =
Donc il existe €'> 0 tel que :
Il >e'=»<x -0, B(x0)> + 00 E{||Y_- all?} € x(x) € 0

Dés lors, la démonstration est compléte avec €=€' + IIOII et p(©) précédemment

o
déterminé.
Ainsi, pour une régression linéaire caractérisée par une matrice définie négative,
la convergence est assurée quel que soit 0 (ou @), sous la seule hypothése de la
variance uniformément bornée. Wolfowitz [18] a montré que celle-ci ne pouvait &tre

omise dans 1'étude originelle de Robbins et Monro. Friedman [ll] fut le premier 3
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démontrer la convergence sans cette hypothése, mais en transformant le processus.
L'exemple suivant montre que les ré&sultats de Blum, bien antérieurs & ceux de Friedman,

ne 1l'exigeaient déja pas.

Exemple

¥ p £ R, soit fp la fonction de R dans R définie par

(l-m)2 m e_m(l-m)t sit>»0
¥t elR,fp(t) =
m2 (l-m)em(l‘m)t sit<0O0
[p+2 - /Z:EQJIZP sip# 0
avec m = .
1/2 sip=20

I1 est aisé de voir que lorsque p croit de — = & + o, m décroit de 1 3 0, et que fp est
une densité de probabilité.
Si X est une variable aldatoire dont la loi de probabilité admet une densité fp’ de

simplescalculs montrent que :

el
m” (1-m) m” (1-m)

Soit B une matrice définie négative d'ordre (k,k). Notons Bix la iéme composante de
Bx (Bi est une forme linéaire).

Supposons que :

¥ x € Rk, ¥ i

l,...,k, la loi de Y; admet une densité fp » avec p. = p'x.

. 2 i
Alors les relations précédentes montrent que :

M(x) = E [Yx] = Bx ; sup Var (Y;) = + ®
stk
En appliquant le corollaire 1, montrons la convergence du processus (1.1) pour tout 0.

La variation de m en fonction de p, montre que :
¥A>0, Jr@) :lp|l <A=r(8) s m< 1 -r(d)
avec 0 < r (A) < 1/2

Notant ¥i = I,...,k M; = E [(Yi)Z];

. k :
2y, -all B e £ e 2 fell Msll s+ fal®
1=

or : flxll ¢ e=>lp;l < 18" ll.e=ml <2/ Cecllistll 1%

Dés lors, ¥ € > 0 (3.2) est vérifiée.



Seule reste 3 vérifier (3.3) pour un certain € > 0.
p(0) &tant i déterminer :
< x0, B(x90) >+ p© E{[l ¥, ~af %

k .
¢ -bCllxll = llel? + 0@ [T g+ 2 llall . il -l el ]
1.

k .
<-b x| 2+ p@ I wiv2 [ lloll +o@ Ilall-IBll ] =+ &b floll 2+ 0@ [lall?
18

Cherchons une borne supérieure pour M; .
Un calcul simple montre que :

i 2 i 2
M2N 2pi quand P; >+ M;N Zpi quandpi-* -0,

Soit § > 0 donné ; alors, il existe A > 0 :

oyl > a=smy < 2 A+ [lI8H1% || x]| 2
lp;| €« a==1; < 2/[cw]*

2

Soit €'> 0 tel que : 2/ [r(A)]4 < 2(1+8) K2 €'” ol K = max ”IBlm
i .

i

3 €2 40 & |l xll 2 im0k

Alors || x|| > e'==M

Dés lors,la démonstration suit celle du corollaire 2.avec p(0) < b/2 k(1+§) KZ.

Remargue

Comme exemple d'application du théordme 1, Blum envisage le cas d'une régression

linéaire dans une boule, et constante i 1l'extérieur, soit :

Bx sillx]] <0

M(x) =
B/l =l Isx st ll=ll >0

oii B est une matrice (k,k) définie négative.

Avec £(x) = || x|| 2, Blum démontre, sous l'hypothése (3.4) de la variance uniformément
bornée, la convergence du processus (l.1).

Mais cet exemple reste d'une portée limit&e si on ne peut &tablir la convergence pour
tout © vérifiant || O] < p. Si, par une naturelle généralisation, on prend £(x)=]| x-0lf 2.
il est clair que (2.1) et (2.2) sont vérifiées, et que, comme dans [2], (2.4) 1'est aussi.

Montrons par un contre-exemple, que (2.3) peut ne pas etre satisfaite si k>1.
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Contre-exemple :

Définissons B comme une matrice diagonale, d'&léments diagonaux AI""’lk négatifs.
Si nous trouvons x tel que < x~0, M(x)-a > >0, (2.3) ne sera pas satisfaite.

Notons x = (xl,...,xk), 0 = (e',....ek),
et choisissons x et © tels que :

Nxll >p, 0<px'/|lxl] <0 <x'
(ex : k=2, p=x! = 1, x? = /3, 0! = 374, 0% = 0)

Ceci entraine :
A !0y (ox! 7]l x| - @1 > o

(ex : -k1/16 > 0)
et puisque || ©]] < p, il existe un indice i supérieur 3 1, tel que :
le'] <o Ix*| /i =ll < Ix'].

Fixons Aj,j=2,...,k (ex : Az = =-1)

Puisque B est diagonale et que || x|| > p,

1 PR N ), K i aiyenld j
— UG =2 e =0 Cx /| xll -0 + T Ajtx - )Xt/ x| - o).
2 j=2

Si le second terme est positif ou nul (impossible si k=2), Uf(x) >0 ;
et, s'il est négatif, il suffit de choisir :
I 2620 o/ x| - )

X1 < - =2 — ] ] <0 (ex : A] < - 24)
(x' -0 (px'/ || x|} 0D

pour avoir encore Uf(x) > 0. o

Si k=1, |@|<p, il est aisé de prouver la convergence ; mais c'est un résultat antérieur
i 1'article de Blum - voir [1]- .

4 - APPLICATION A L'OPTIMISATION D'UNE REGRESSION DE TYPE PARABOLOIDE

Derman EG] établit le premier la convergence du processus de Kiefer-Wolfowitz vers le
point ol une regression parabolique M(x) atteint son maximum. Outre que le résultat
n'est qu'unidimensionnel des hypothéses restrictives sont exigées et la convergence
n'a lieu qu'en probabilité. Par application du théoréme 3 de Blum, antérieur aux

travaux de Derman, on obtient un résultat infiniment plus fort ; c'est notre :



Corollaire 3

St (2.8) est satisfaite et st :

(4.1) M(z) = K-K' || 4 (z0)] 2

ol KeR, K' > 0, A est une matrice d'ordre (k,k) réguliére.

Alors les suites {Xh} définies par (1.2) et (1.3) convergent presque sirement vers ©.
Pour la démonstration, nous avons besoin du :

Lemme.
Si A est une matrice régulidre d'ordre (k,k) :
¥ve>0 3 qa,e) >0 : [[x]] > e ax|l > q(a,e).

Démonstration :
$'il n'en &tait pas ainsi, il existerait € > 0 tel que pour tout q > 0 il existerait

%q vérifiant : || qul > € et lleq” <q.

L'application xm——> || Ax|| est continue. Sur le compact défini par | x|l =€
elle atteint sa borne inférieure. Alors, puisque A est réguliére, il existe R tel que
Il x|l = e=s|l ax|| > r > 0.

Choisissons q < R.

Mora = q > [l ax ll= [ llx Jl /6] Ila Lex/ llxl 31 > [k Il/eTroR
D'old la contradiction.

Démonstration du corollaire :
Appliquant le théoréme 3., seules (2.9) et (2.10) sont 3 vérifier.
(2.10) est triviale.
Utilisant le lemme :
¥e>0, || x0| >e=Mx) - M@O) ¢ - K' a® (A,e) ;la premiére partie de (2.9) est
vérifiée.
Un calcul simple montre que :
VM(x) = - 2 K'A'A(x-0) oli A' est la transposée de A.

Alors, appliquant le lemme :
¥e>0, || x-0ll > e[l ax-0ll > aa,0) =] M|l > 2x* q[a’,q(a,0)].

La seconde partie de (2.9) est prouvée et la démonstration est compléte.

5 - UN EXEMPLE NUMERIQUE

Nous proposons un exemple numérique, destiné 3 illustrer la convergence du processus
de Kiefer-Wolfowitz. Les résultats ont &té obtenus par simulation. Pour des exemples

relevant de cas concrets, on pourra consulter par exemple [14].
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Nous nous plagons dans Rlo, de point courant x = (x’,...,xlo). La régression est de la

10 .
forme M(x) = K- T (ai xt + bi)2 avec :
i=]

. x
KeR, ¥i=l,...,10 a;, e R_, b; €R.

Cette régression admet donc un maximum unique pour O = (01,...,010) tel que :

ol - - b /a, i=1,...,10.

10

On suppose que ¥x € R, Yx suit une loi uniforme sur ] M(x)-a, M(x)+a[ (a>0) ;

pour x donné, une observation de Yx est obtenue par génération d'un "nombre au hasard"
sur ]O,I[ et transformation linéaire affine de ce nombre.

On vérifie aisément que les hypoth&ses du théordme 3 de Blum, sont satisfaites.

Les suites {an} et {cn} intervenant dans les processus, sont les suites classiques,

de type l/n et l/n”3 ;s toutefois, nous les "initialisons" 3 des valeurs correspondant
a n égal 3 un nombre entier positif donné ; de sorte que nous prenons :
a = \)_:'t; s e, = -—-——7—(‘,1“)1 3 (v € N donné).

Pour la régression, les valeurs numériques choisies sont :

K=5, a=10
a;, i=1,...,10 2 1 5 8 3 7 4 9 6 5
bi’ i=1,...,10 | 35 0 =4 -17 11 -83 | =25 50 10 2

e',i=1,..., 10 {-17,5 | 0,00 0,80 | 2,12 {-3,66 |11,85 {6,25 |-5,55 |[-1,66 |-0,40

Nous donnons deux exemples, pour deux valeurs de V particuliéres. Par chacun d'eux, le
vecteur X, de début est 1l'origine ; les processus définis en (1.2) et (1.3) sont
respectivement notés P2 et P3,

On obtient alors :

Cas v =20
n |Proces x%, i=1,...,10
sus n
) P3 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.
9 P3  |3x102 -9 -90 |[-1x10” |-3x10% [=3x107 [2x10® | 1x10® |-1x10° [-1x10
3000 | P3 [3x10% -9 90 |-1x107 |-3x10% |-3x107 [2x10* | 1x10® |-1x10° |-1x10
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Cas v = 1000
P .

n szzces X, 1=1,...,10
1 P2 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.
P3 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.
9 P2 |[-2,33 (0,07 0,59 ,83 -1,15 9,69 ,60 1-5,13 -0, 97 -0, 21
P3 |-1,54 [-0,40 |-0,22 1,36 -0,70 6,34 1,46 |-4,27 -0,82 -0,43
250 P2 1-16,96(0,40 0,49 2,11 -4,09 11,70 6, -5,63 -1,52 -0,52
P3 |-14,12]-0,41 0,81 2,20 -3,58 11,99 6,1 -5,46 |-1,55 -0,37
1000 P2 -17,79{-0,30 |0,69 2,10 -3,51 11,73 6,01 -5,67 {-1,81 -0,21
P3 {-16,98(~0,09 |0,46 2,04 -4,08 11,76 5,84 =5,51 -1,68 -0,56
4000 P2 |-17,17|~1,27 0,69 2,08 -3,62 11,9 6,11 -5,71 -1,41 -0,43
P3 |-17,44{ 0,50 1}{0,60 2,02 -3,96 11,97 ’ -5,69 {-1,61 -0,51

Dans le deuxiéme cas la convergence apparait clairement, alors qu'elle est pratiquement

inexistante dans le premier cas.Ceci montre 1'importance d'un choix convenable des suites

{an} et {cn}. I1 est certain qu'un choix entrainant un "éloignement prononcé&" dés les

premiéres ité&rations, peut rendre la convergence trop lente - voire, l'interdire en

pratique, si les erreurs d'arrondis compensent 1'é@volutiaon -

notre premier cas en est

une illustration. Pour un &tude de la rapidité de convergence liée au choix de la suite

{an}dans le cas de 1l'approximation, on pourra consulter, par exemple [A].

Si dans notre deuxiéme cas la convergence des processus est manifeste, nous devons

toutefois convenir que cette convergence est assez lente. Notons enfin que les deux

processus donnent des résultats 3 peu prés semblables ; et n'oublions pas que le

processus P3 ne nécessite que (k+!) observations 3 chaque itération, alors que le

processus P2 en nécessite 2k.

]

N
1

w
]

F=3
{

V]
]
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