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METHODES EXPLICATIVES EN ANALYSES DE PREFERENCES J R D I N A L E S 
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E. JAC£UET-LÀGREZE 

UntvciAlté Vatilb IX Vauphlne. 

0 - INTRODUCTION 

- La plupart des modèles développés en analyse mu l t i c r i t è re , 

l ' on t été dans la perspective d'être des ou t i l s d'aide à la décision. 

L'analyse de la préférence d'un décideur se f a i t en déterminant une 

famil le cohérente de cri tères (cf. Roy (1975-1)) et en construisant un 

modèle de la préférence globale agrégeant les cr i tères : construction 

d'une fonction de valeur (cas certain) d'une fonction d ' u t i l i t é (cas 

aléatoire : prise en compte du risque) (c f . Von Winterfeldt and 

Fisher (1975)), d'une relat ion de surclassement (c f . Roy (1975), 

Jacquet-Lagrèze (1975)), mise en place d'une méthode interact ive de 

recherche d'un compromis (cf . Zeleny (1974) , . . . ) . Cette première approche 

dans la modélisation correspond à une at t i tude normative ou- prescr ip t ive. 

- Confronté au problème de la description d'un processus de décision 

ou même plus simplement à celui de trouver un modèle expliquant le 

comportement d'un individu en si tuat ion de choix, l'homme d'étude doi t 

adopter une att i tude plus descript ive. Dans un problème de choix mettant 

en oeuvre plusieurs c r i tè res , le problème peut d'abord s'énoncer comme : 

"Essayez de comprendre pourquoi t e l l e action a été choisie" ou plus 

précisément : "Comment expliquer une préférence globale spontanée à l 'a ide 

d'une famil le de critères donnée et d'une règle d'agrégation de ces 

cr i tères donnée". Ce problème apparaît comme le problème inverse de 

l 'agrégation des critères : c'est un problème de désagrégation. Cette 

seconde at t i tude dans la modélisation a été cel le de psychologues 

(c f . Slovic & Lichtenstein (1971)) et a f a i t l ' ob je t d'un grand nombre 

d'applications expérimentales (cf . Bowman (1963), Fischer (1975), 

Huber et a l . (1969), 1961) , . . . ) . La plupart des travaux réalisés 

u t i l i sen t des modèles d'analyse stat is t ique te l que la régression l inéa i re 

mult iple : 

Soient A un ensemble d'actions (objets à comparer, décisions 

envisagées,.-.) g(a) = ( g ^ a ) , . . .gn(a)} une fami l le cohérente de cr i tè res 

(a 6 A). 

Ce.ttc Jie.cke.1ch2. et la mlàe, au point du piogiamme. APEPREF ont été néali-
4ëe4 dan* le cad>i<L du pnojat C0REF/PGRST. W° 7 5 - 7 - 0 2 3 0 . 
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On suppose que le modèle de la préférence globale est une fonction de 

val 

substitution entre le critère transformé i et un critère de référence 

Heur additive V(a) = E p. f. 9.-(¾) où p. est le taux de 

et f. une transformation monotone des critères g.. On suppose 

également que la préférence spontanée observée est une variable quantitative 

y(a), alors le jeu de poids {p.} peut être estimé en utilisant la 

régression linéaire multiple de façon à ce que y(a) soit Te plus proche 

possible de V(a) au sens des moindres carrés. 

- Cependant dans bien des cas, dès qu'il s'agit de préférences, 

la préférence spontanée ne peut être appréhendée qu'au moyen d'une variable 

ordinale et plus généralement au moyen d'une relation binaire qui peut 

présenter des situations de non comparaison et même d1intransitivité. 

C'est l'objet de cette recherche que de présenter quelques modèles 

explicatifs d'une relation binaire. Dans la section 1, ort présente-un 

des modèles utilisant une fonction de valeur additive et dans la 

section 2 un modèle basé sur une agrégation ordinale des critères. 

La section 3 est une courte discussion sur ce problème. 

1. - MODELES EXPLICATIFS BASES SUR DES FONCTIONS DE VALEUR 

Comme dans le modèle de la régression linéaire multiple, 

on suppose dans cette section que le modèle explicatif est une fonction 

de valeur additive V(a) = E p. f. g. (a) . On suppose par contre que 

i = l 1 1 L ! J 
la préférence spontanée à expliquer n'est connue que par une relation 

binaire R = (P,I) définie sur A x A où P, la partie antisymétrique 

de R représente la préférence stricte, et I la partie symétrique 

de R représente l'indifférence. Si R est une relation de pré-ordre total 

alors on est dans le cas particulier du problème de l'explication d'une 

variable ordinale. Dans les deux modèles présentés ci-dessous, le 

problème consiste à trouver un jeu de poids p = {pis...p } tel que 
V(a) soit aussi "compatible" que possible avec la relation R. 
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1.1. Le modèle ORDREG (*) de Srinivasan et Shocker (1973) 

Dans ce modèle les auteurs considèrent une simple forme 

additive V(a) = z P-g^a).' La compatiblité entre V(a) et R est 

définie à l'aide de la condition (1) : 

(1) (ak,a£) É P = * V(ak) > V(a£) 

Les auteurs supposent qu'il est en général impossible de 

trouver un jeu de poids. {p-} satisfaisant à toutes les conditions du 

type (1). La méthode consiste alors à trouver un jeu de poids minimisant 

une fonction d'erreurs à l'aide du programme linéaire suivant : 

Min = z F zk£ 

(2) 

(ak .a£) 6 P 

.1 pi [ W " gi(VJ + \i -° pour tout ( a k , a £ ^ P 

(3) z p1 E l [g,(a.) - g.(a )] = 1 

P i l 0 , z k £ > 0. 

Les contraintes (2) introduisent des variables d'erreur z. 

pour celles des contraintes résultant de la condition (1) qui ne sont pas 

sat is fa i tes : z. > 0 = = > v ( a | J ~ v(a<?) K ° alors que 

(a k .a£) 6 P. 

La contrainte (3) évite que l'on obtienne la solution 

p. = 0 pour tout i. 

Ayant utilisé ce modèle, je voudrais présenter quelques 

difficultés que l'on peut rencontrer. 

1). En utilisant une somme pondérée des g., il faut supposer 

que ces derniers sont des graduations c'esttà dire que si 

9-j(a) " 9-j(b) = 9.;(c) - g,-(d), la supériorité de a sur b doit être 

(*) ORDinal REGression, modèle inclus dans le programme LINMAP, 
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jugée la même que celle de c sur d. Il est alors important d'introduire 

éventuellement des transformations monotones f. des critères g.. 

2). Si le nombre des critères est élevé comparé au nombre 
d'actions comparées |A| , il peut exister une infinité de solutions 
{p.} donnant toutes les valeursF=0, certaines d'entre elles pouvant 
être très contrastées. Ceci est important puisqu'on s'intéresse dans 
la suite de l'analyse à ces solutions p. et non pas à F. 

3). Seule la partie antisymétrique de R est prise en 
compte. L'indifférence I ne l'est pas. 

4). La contrainte (3) parait arbitraire. Je pense que dans 

la plupart des applications, on peut utiliser une contrainte ayant plus 

de sens. 
Néanmoins ce modèle est extrêmement intéressant, et on peut 

aisément éviter ces difficultés en lui apportant quelques modifications. 

1.2. Quelques extensions au modèle ORDREG 

- Tout d'abord il faut pouvoir introduire des transformations 

monotones f. de g. de façon à obtenir des graduations v ' 

- Pour éviter la contrainte (3), je propose la solution 
suivante. Supposons que ^(9,-) soit une graduation, alors toute 
transformation linéaire de f. est aussi une graduation. Considérons 
alors la transformation particulière : 

v.(a) = - 2 _ ] 1* 

f* - f. 

,.* où f ? = Max f.-CgWa)] , f. = Min f,[g,(a)] 
1 a € A 1 1 ] aO 

(+) une autre modification, plus importante celle-là, consisterait à 
trouver la meilleure transformation monotone directement, en sortie 
du modèle 
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Alors 0 <v. (a) <_ 1 et 0 f.V(a) <_ 1 si on suppose sans 
n 

restriction la condition z p. = 1. On retrouve là la normalisation 
i=l 1 

habituelle des fonctions d'utilité. 

La contrainte (3) est alors remplacée par z p.=L. 
i ' 

Cependant dans certains cas d'autres contraintes apparaîtront 

plus justifiées (voir par exemple section 3). 

- Enfin si on veut tenir compte à la fois de la préférence 

P et de l'indifférence I, le modèle est parfaitement ajusté si les 

deux conditions (4) et (5) sont satisfaites : 

(4) (ak,a£) £ P <=> V(ak) - V(a£) > 0 * = ^ Z|c£ > 0 

(5) ( l ^ l t l — YJa^-YO^-O — *kt-«rt-0 

où V(ak) - V(a£) = zu - z ^ z^ > 0, z^ > 0 et z^ .z £ k = 0. 

Si l'on tient compte de l'indifférence, alors vraisemblablement, 

dans le plupart des applications courantes, i l n'y aura pas de solutions 

exactes satisfaisant à toutes les conditions (4) et (5) et on peut chercher 

une solution minimisant une fonction d'erreur F : 

Min F = a ^ z . + b Z^_ Uk l ,
+Zjk)> a > 0 

t V a ^ p <Vai> t f I • b>o 

z k t > o , P i > o 

Dans la fonction d'erreur F, on peut choisir les paramètres 

a et b en fonction de l'importance relative qu'on accorde au respect des 

conditions (4) et (5). Si cette importance est la même, on choisira 

a=l , b=l/2. Dans d'autres cas on peut choisir une forme plus complexe 

pour F de façon à accorder plus d'importance à certains des couples 

(ak,a£) (degré de confiance différent par exemple). 
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En sortie d'un tel modèle, on peut présenter entre le minimum 

de F et le jeu de poids {p.} cherché, la relation de préordre 

R' =(P',r) correspondant à la fonction de valeur V(a) : 

V(ak) > V(a£) — (ak,at) é P' 

V(ak) = V(a£) — (ak.a£) € 1 ' 

Il est alors possible de comparer la relation initiale R et 

le préordre R' ainsi obtenu, à l'aide de la différence symétrique, ou 

mieux, avec les nombres en pourcentages de transformations des couples 

A x A. 

n(P,P') : pourcentage de préférences inchangées 

n(I,r) : pourcentage d'indifférences inchangées 

k(P,P') r pourcentage de préférences strictes inversées 

n(P.I') : pourcentage de préférences de R changées en indiffé­

rences dans R' 

n(I,P') : pourcentage d'indifférences de R' changées en 

préférences dans R 

n(R-PUI,P') : pourcentage de paires non comparées transformées 

en préférence stricte dans R1 

n(R-PUI,r) : pourcentage de paires non comparées transformées 

en indifférences dans R'. 

2.-.UN MODELE EXPLICATIF UTILISANT UNE PROCEDURE D'AGREGATION ORDINALE DES 

CRITERES. 

Dans cette section, le modèle de la préférence spontanée à 

expliquer est encore une relation binaire R=(P,I) totale ou partielle. 

Mais on suppose maintenant que les critères explicatifs sont ordinaux, 

ou bien, s'ils ont une structure plus riche, on ne s'intéresse 

qu'aux préordrés qu'ils définissent sur A On suppose plus généralement 

que les variables explicatives de R sont n relations binaires 

\i ,••• ,r ,••• ,r s. 
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On suppose que ces relations sont probabi l istes : 

Il + 4= l V(ak.a£J ri. + r!.. 1 V(a„.a,)fe A * A 

Dans des relations probabilistes,on représente les situations 

de préférence et d'indifférence de la façon suivante : 

rkA ° 1 » rlk " ° — ° ak *1 ai 

r k i = 4 -1/2 *=* ak r a ^ 

Une situation de préférence large serait représentée par : 

1/2 < r[ < • 1 

2.1. La procédure d'agrégation 

On peut retenir une classe de procédure d'agrégation à seuil 

généralisant la procédure majoritaire de Condorcet et la régie de l'unanimité 

de Pareto (cf. Jacquet-Lagrèze (1973)). 

Soit {pi,...,p.,...p } un jeu de poids norme : 

n 
z p.=l 

i=l 1 

Soit g la relation barycentrique définie par 
n i 

gla = -z pi rk£ ' g e s t P r o b a b i l i s t e-

Considérons un seuil a (1/2 <_ a < 1) et la procédure 

d'agrégation définie par 

(6) (ak,a£) fePo < — g k £ > « — g £ k < 1-a 

(7) (» k.a t)6I a — 1-a < g k i < « 

Cette procédure donne une relation binaire R = (P , I ) 
r a v a' a' 

t o ta le , mais non nécessairement t rans i t i ve . 

Pour a = 1/2, cette méthode est la procédure major i ta i re . 

Pour a = 1-e (e très p e t i t ) , cette méthode est la règle 

de l 'unanimité définie sur la préférence s t r i c t e . 
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2.2. Le modèle explicatif correspondant 

Soit R = (P,I) une relation binaire à expliquer à l'aide 

des n relations binaires {r1,...,^} et de la règle d'agrégation 

donnée ci-dessus. 

Un jeu de poids £ = {p-,,...P } est une solution exacte 

du problème si les conditions suivantes sont satisfaites : 

— \ a > a • * — * g*k K X~a 

(8) 4 /a a ï /r T =,> l- a <_ gkjl <_ a <?=5> q^ <_ a 

Deux cas peuvent se présenter suivant qu'il existe ou non une 

solution exacte £ v ' 

1er cas : Il n'existe pas de solution £ satisfaisant aux 
conditions (8) 

Considérons les variables d'écart définies par : 

(9) 

g k £ - a + z u > 0 pour tout (a|c,ai) ê P 

g k 4 - a - zk£<. 0 pour tout (ak,a£) £ I 

Remarquons que I est symétrique et que (ak»aA) £
 l =* 

(a £,a k)Ê I — > 9Ak - a - z £ k <.0. 

Le nombre de variables introduites par (9)est alors |P| + |I 

avec m(m-l)/2 <. |P| + |I| <. m(m-l) si m = |A| et si R = (P,I) est 

totale. 
Soit la fonction d'erreur définie par : 

F = a H Z zk + b ZZL z. 
(ak,a£)€P

 k* (ak.a£)€I 

(*) On pourrait procéder de la même façon dans le modèle ORDREG. 
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Un vecteur £ est solution du programme linéaire suivant 

Min F = a l z. + b 2 z. 
(ak,a£) € P

 K£ (ak,a£)6i 

n 
.E pi rk£ " a + zk£ - ° pour tout (VV € P 

n i 
.E pi rkJ. " ° " \ l - ° p o u r t o u t (ak'a*) * * 

z p1 = 1 
i=l 

P1 1 0 , z k £ > 0 

Comme dans le paragraphe 1.2., on peut choisir a et b 

de façon à traduire l'importance relative qu'on accorde dans le respect 

de la préférence et de l'indifférence dans les conditions (9). On peut 

également comparer la relation initiale R et la relation R1 obtenue 

à l'aide du jeu de poids £ , des relations explicatives et de la règle 

d'agrégation donnée. 

2ême cas : Il existe au moins une solution exacte p satisfaisant 
aux conditions (8) 

Ce cas se produit lorsqu'on obtient dans le programme 

linéaire précédent la valeur 0 pour F. 

Il est alors des plus important de caractériser au mieux 

l'ensemble des solutions admissibles pour £, puisque c'est sur les valeurs 

comparées des p. que porte ensuite l'analyse explicative. 

L'ensemble des conditions (8) définit alors dans Rn un 

polyèdre -I non vide qu'on peut chercher à explorer en maximisant 

et minimisant certaines formes linéaires. 
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n 
z 

1=1 
Pi rk£ > « pour tout U L ^ O € p 

i 
.E Pi r [a l a P°ur t o u t (VV C ! 

Max E c. p. puis Min z c- p.-
1=1 n 1 1=1 n 1 

Si on considère m formes linéaires, on mettra ainsi en 

évidence 2m sommets de (P . 

Si le n est faible, ou pourra chercher les 2m sommets 

correspondant à Max p. , Min p. pour i=l,n. Si n est plus élevé, 

ou pourra se contenter d'un nombre plus faible de formes linéaires simples. 

On peut par exemple réaliser une classification des variables explicatives, 

retenir m classes (groupes) et choisir pour les m formes linéaires, 

la somme des poids des variables appartenant à un même groupe (variables 

plus fortement corrélëes). 

En suivant cette procédure, on peut caractériser l'ensemble 

des jeux de poids admissibles par 2m jeux de poids et le jeu de poids 
m 

moyen £ associe. 

Le programme ADÉPREP*' 

Il correspond au. nodèle explicatif présenté dans cette section. 

On a avantage à résoudre le problème dual en utilisant un code linéaire 

à variables bornées, la taille de la matrice des contraintes étant alors 

fortement réduite., (cf. Berges J.C., Jacquet-Lagrèze E. (1976)). Il a été 

utilisé jusqu'à maintenant sur un problème de 20 objets et 7 critères 

explicatifs. 

3.- DISCUSSION ET EXEMPLE 

Les modèles présentés ci-dessus appartiennent à la classe des 

modèles explicatifs. Une relation binaire est expliquée soit à l'aide 

d'une fonction de valeur additive, soit à l'aide d'un modèle d'agrégation 

(*) Analyse par DEsagrëgation d'une PREFérence globale 



55 

de relations d'ordre, de relations binaires plus généralement. 

Il serait intéressant de comparer ces modèles avec d'autres 

tels que MONANOVA (cf. Kruskal (1965)) ou MORALS (cf. Young et al.). 

D'autres modèles analogues peuvent être construits en 

utilisant d'autres procédures d'agrégation notamment ordinales. Il serait 

également intéressant d'avoir des modèles prenant en compte le risque 

(désagrégation de fonctions d'utilités par exemple). 

Enfin dans l'introduction, on a présenté ces modèles dans 

un contexte d'une analyse multicritère descriptive, voire explicative. 

Mais de tels modèles peuvent également être utilisés dans une approche 

normative ou prescriptive lorsqu'il s'agit par exemple de construire 

des critères en sous-agrégeant un groupe de critères, et cela lorsqu'il 

semble plus facile d'obtenir une préférence spontanée que des taux de 

substitution ou autres paramètres d'une procédure d'agrégation. 

Pour illustrer ce dernier point considérons l'exemple 

suivant. Si on souhaite construire un critère de bruit dans une étude 

d'investissement routier, on peut supposer (suite à des études préalables) 

que cette nuisance est essentiellement fonction du trafic T et de 

distance d sans protection à Taxe routier. On peut chercher à agréger 

ces deux dimensions en une seule g(T,d). 

Pour réaliser une telle agrégation, on peut utiliser le modèle 

du paragraphe 1.2. 

Soit A un ensemble de couples (T,d) : â ^ = (T1,d1),.. •
a|c=(

T|<»
cl
k) 

correspondant à différents niveaux du trafic et de la distance. On peut 

demander â un ensemble de personnes de comparer en terme de nuisance 

les différents couples a de A. 

Après une telle étude expérimentale, il serait possible d'obtenir 

une relation binaire R sur A x A représentant le jugement spontané sur 

A. On peut alors essayer différentes fonctions d'agrégation telles que : 

f(a) = f(T,d) = T e"ad 

Une forme additive serait alors : 

V(a) = Log [f(a)] = Log T-ad 
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sera i t i c i 

Le modèle du paragraphe 1.2. adapté à cette fonction de valeur 

Min F = a (a^> * p Z k * + b <•&> 6 1 (Zk* + z*k ) 

V(ak) - V(a£) + zzk - zkl = 0 pour tout (ak,aA) £ R 

Ayant estimé le paramètre a de ce modèle, un critère g 

pourrait être construit sur cette échelle de nuisance en considérant 

la distribution Na(T,d) sur une telle échelle pour un projet routier 

a et un équivalent ponctuel tel que : 

g(a) = z Na(T,d) Te"ad . 
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