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I - INTRODUCTION :

I1 se présente, dans les applications, des plans @ un ou
plusieurs facteurs croisés dans lesquels certains facteurs sont
définis par un paramétre quantitatif (dose,pourcentage,...) si bien
que les différents niveaux de chacun de ces facteurs sont définis
par différentes valeurs d'un paramétre réel.

Dans une telle situation expérimentale, lorsque 1l'on ne sait
rien de la fagon dont les facteurs "influencent'" les observations,
on exploite les données numériques 3 1'aide du modé&le d'analyse
de la variance.

Supposons toutefois que l'on posséde 1'information supplémentaire
que, tel facteur parmi ceux qui sont définis par un paramétre quanti-
tatif, a, pour chacun de ses niveaux expérimentés, un effet diffé-
rentiel s'exprimant comme une fonction polynomiale (de degré connu
et de coefficients inconnus) de la valeur prise au niveau considéré
par ce paramétre quantitatif, qui joue ainsi tout 3 fait le rbéle
de variable explicative ; on est alors amené 3 affiner le modéle
initialement choisi, @ savoir celui d'analyse de la variance sur
plans croisés, en y intégrant cette information supplémentaire,
le modéle ainsi obtenu étant vis-3-vis de 1l'effet principal de
certains facteurs, un modéle de régression. On se pose alors le
probléme de savoir quel est le gain de puissance ainsi obtenu.

On considére donc pour analyser un jeu de données deux modéles:
le premier qui est celui &'un'pian d'analyse de la variance 3
facteurs croisés et qui ignore toute information supplémentaire
sur l'effet des facteurs, le second qui est plus fin (c'est-d-dire
d espace paramétrique plus restreint) parce qu'il intégre une
information supplémentaire précisant la "forme" des effets diffé-
rentiels de certains facteurs. Dans chacun de ces deux modeéles
on peut é&prouver une hypothé&se linéaire ayant la méme signification

concréte, par exemple que tel facteur a un effet nul ; cette hypo-
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thése se formule différemment, suivant celui des deux modéles que
l1'on considére mais elle est, dans les deux cas, passible du test de
Fisher que l1'on prend chaque fois au niveau «a.

Supposons que l'hypothé&se est fausse : une méme alternative
simple donnée s'exprime dans chacun des deux modé&les par des valeurs
-spécifiant les paramétres inconnus de ce modéle : on peut alors
calculer en ce "point" la puissance de chacun des deux tests de
Fisher et déterminer le rapport des puissances : ce rapport repré-

sente, en ce point considéré de l'alternative, le gain de puissance

obtenu en utilisant le second modé&le de préférence au premier,
c'est~a~dire le gain de puissance apporté par 1'information supplé-
mentaire qui a permis, partant d'un modéle "usuel" d'analyse de
la variance de 1'"affiner" jusqu'd un modéle plus spécifique.

On s'intéresse donc au rapport des puissances lorsque le para-

métre inconnu décrit 1'hypothé&se alternative : ce probléme a déja

m
+

é évoqué dans de nombreux travaux y compris @ propos du modé&le

linéaire comme par exemple dans [1].
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IT ~ NOTATIONS :

On considére un mod&le linéaire dans lequel le paramé@tre appar-
tient 2 RY : 1'observation x écrite sour forme de matrice colonne
est donc considérée comme une r#alisation d'une v.a. X que 1l'on
suppose
N, [AS6, ozln]

ol A est une matrice connue n X q, de rang q (q < n)

I, désigne la matrice identité d'ordre n.

. *4
® et 0® sont inconnus : 6« R? , 0%2¢ R

On note V le sous-espace de R, image de R4 par l'application
linéaire h de matrice A,

Soit 1'hypothése :

8 € 01 ol 01 est un sous~espace de RY de rang q - T4

W1 désigne 1'image de 91 par h

R™ et RY sont munis de produit scalaire:
n
X,y € R" <X,y> = tx y= I X. Y.
i=1 171
¢)) 6,6 « RY, <6,0> =<h(e),h(s)> = Fo ‘ar¢

h est alors une isométrie de R? sur V.

La statistique du test de Fisher de 91 contre RY - 61 est
2

”xW"i ” .

Ik - 'xvll

oll xy et Xyt désignent les projections de x respectivement sur V et

T,(x) = (n-q)

sur le sous-espace inclus dans V et orthogonal 2 W1 .

Le test rejette 01 lorsque

T1(x) >y f1,a
On notera F(n1,n2,Yv51a fonction de répartition de la loi de
Fisher 3 n, et nzd;dJLetde paramétre de décentrage v:

F(r1,n-q,0,f1’a) =1 - a.
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Le test ci-dessus a pour puissance
1o f

2
oo
2

p(e, 02) =1 - F(ry,n-q,2 )

1,a

avec Ay = 1,(8,0%) =
20

ol ee% est la projection de 6 sur l'orthogonal de 0 -

III- RESTRICTION DE L'ESPACE PARAMETRIQUE :

Supposons maintenant qu'une information supplémentaire permette

. g - . . q Rj(+ . *+
de considérer que 1l'espace paramétrique se restreint de RUx & O,xR ot @2

2

est un sous-espace de RY de rang q - r, : on obtient donc un nouveau

modéle linéaire dans lequel X est considéré comme NnIAe,oz'In]
avec 6 € O, , o2 e p**

On pose © = @, n O, et on note qQ-r,-r le rang de © (r ¥ 0).

Dans ce mod&le, on éprouve l'hypoth&se 0 contre 1'hypothése
62 - © avec le test de Fisher : en notant W et W2 les images res-
pectives de 0 et ©, par h, le test de niveau o de O contre 0,-0
rejette O lorsque

T(x) >rf
2.
avec T(x) = [n-(q~rz)1 —lEﬂﬂL—-
| Ik, IF
2
et F(r,n-(q-rz),o,fa) = qa.

ol W+ désigne le sous-espace inclus dans Wz et orthogonal 3 W.

La puissance du test de Fisher est alors

p(e,O.Z) =1 - F[r’n'(q"rz)s)",)fal
2
2 118 gl
avec A = A(6,0% =

202

ot o+t désigne le sous-espace inclus dans Gb et orthogonal
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Le probléme envisagé dans 1l'introduction est donc celui de la

comparaison de p(6,02%) et p1(e,oz) lorsque (6,02) parcourt GZXR*+

p(6,02) 1-F[r,n-(q—r2),x,fa3

(2) =
2
p1(e,o ) 1-F[r1,n-q,A1,A1,a]
Définition : Si 61 et 92 sont tels que les sous-espaces inclus
dans 01 + 0, et orthogonaux respectivement 2 0, et
02 sont orthogonaux entre eux, on dira que 61 et o,
sont faiblement séparables.
Cette définition et la propriété qui suit ont dé&€ja €té énoncées
dans (2].
Propriété : 0, et 0, sont faiblement séparables si et seulement si,

pour tout 6 appartenant a 9,5

En effet, notons ©' le sous~espace inclus dans 01 et orthogo-

nal a3 ©, on a :

0, +0,=0e ol & O

Pour tout 6 on a

6 =0 + 0

CH =% ¥

Gf 0 ee,+ e

h
De plus pour tout 6 appartenant 2 ©,, on a :
0 = ee+ 601

Donc pour tout 6 appartenant a 9,
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Par suite ¥8 € 6, , 6.1 = 6.1 <K===> ¥0 € 0,, O

2 » % o} 0 <=

X

0, + O <=>0 1 o

Donc, 3 condition que 61 et o, soient faiblement séparables
et seulement 3 cette condition, A(6,0%2) et A1(e,02) sont é&gaux
sur 0, x R* et par suite pour étudier le rapport des puissances,
lorsque l'alternative parcourt 92 x R*+,A1 et A sont égaux.

Un cas particulier ol ©, et 6, sont faiblement séparables

est celui ol 01 c 62‘3 en effet
© =0, eto'= {0} .
Dans cette situation 1'espace paramétrique subit une restric-

tion qui n'affecte pas 1l'hypothése nulle 61 mais seulement 1l'alter-

native qui se réduit de

(R¥ - 0,) x R** 2 (0,-0) x R*

IV - EXEMPLES D'APPLICATIONS

Applications aux plans croisés

Dans ce qui suit les notations qui ne sont pas définies expli-
citement sont celles utilisé&es dans [3].
Soit un plan & k facteurs croisés

X = {1,2,...,k} est 1'ensemble des facteurs

k
E = I {1,2,...,vi}est l'ensemble des cellules
i=1
k
Card(E) = v = T v,

i=1 *
m(e) est 1l'effet dans la cellule e.

Le paramétre inconnu m appartient donc a RY.

Le produit scalaire défini par (1) a pour expression :

(3) <m,m'> = z n(e) m(e) m'(e)
eecE
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ol n(e) est le nombre d'observations de la cellule e.
Supposons le plan €quilibré : Ve ¢ E , n(e) = n, (n° > 1)

Alors  <m,m'> = n_ L m(e) m'(e)
ecE

Au sens du produit scalaire (3), les sous-espaces iy » I <K,
sont donc orthogonaux deux & deux et my; est donc la projection

orthogonale de m sur Qy

Sf €étant une famille donnée de parties de K,

0, = {m/¥I ec&:, mp = 0}

L'appartenance de m 23 9, » signifie donc la nullité des effets
différentiels ou d'interactions de certains facteurs,
J &tant une partie donnée de K, différente de.la partie vide

soit 9, 1'hypoth@se définie par :

m e 02 <=> ¥j € J 1il existe une application connue

bj de Ej dans R et un réel ¢j tel que

Vo
- j b. (e,
avec b, = I bty
J ej=1 vj

Dire que m appartient 3 9,, c'est.donc affirmer que pour chaque
facteur j de J, il existe un '‘codage' connu des niveaux de ce facteur,
défini par la fonction bj , tel que les effets différentiels des
niveaux de ce facteur soient donnés par (4).

Montrons que 0, et ¢, sont faiblement séparables :

On notera J la famille des parties de K constituée des ensem-

bles {i}, i ¢ J.

me O <>mie) = {i}eg’-@' ¢;(bj(e;j)-by) + I¢3‘3‘:u3 my (e) .
m e 0t<=>m(e) = L ¢i(bi(ei)—bi) + T mI(e]

{iled Ie® -J
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donc ot . 0, =—> ot 1 o

Par suite, le rapport des puissances est déterminé par

l1'expression (2) avec A = A1 et pour ¢ n = n v
qQ=Vv
r.= I dim(Q,)
! Ie® I
r,= I (v;-2)
2 jed J
r=Card(Jn¥ )+ ¢ _ dim(ap)
Ie%® -J

Dans le cas particulier du plan a 1 facteur, @1 et o, somt
faiblement séparables quelles que soient les valeurs de n(e)
en effet, la décomposition
m=m¢+m{1}
ou m{1}(e) est 1'effet différentiel du niveau e

est. quelles que soient les quantités n(e), orthogonale pour le

produit scalaire défini par (3).

Applications aux carrés eulériens

Soit E* un :carré eulérien d'ordre p et de degré k :
k
m(e) = Mo ™ 121 m{il(ei)
Le paramé&tre inconnu m appartient 3 RY avec q = 1+k(p-1)

Le produit scalaire défini par (1) a pour expression :

<m,m'> = I . m(e) m'(e).
ecE

Par suite, au sens de ce produit scalaire, m¢ > Mesy s Mgy s
i#i', sont orthogonaux deux a deux.
I étant une partie de K, différente de la partie vide soit

0, = {m/¥i ¢ I, m{i} = 0}
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J €tant une partie de K et les applications bi’ ie J, étant

données, on pose:

On vérifie de la méme fagon que précédemment que 0, et o,

sont faiblement sé&parables : le rapport des puissances est donc de

la forme (2) : A =3
1

n-gq (p-~1) (p+1-k)
ry = (p-~1) Card(I)

r, = {p-2) Card(J)

r = Card(I n J) + (p~1) Card(I-J)
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APPLICATION NUMERIQUE

A titre d'illustration numérique du gain de puissance par restriction de
1'espace paramétrique, on a considéré un plan croisé 3 2 facteurs ayant respec-

tivement vy et v, niveaux et présentant deux observations par cellule :

On peut donc appliquer les résultats du paragraphe IV : on a envisagé suc-

cessivement chacun: des deux cas suivants :

F =011
¥ = ({2)}

g étant f£ix& 1'hypothése 6.1 x K" s'en déduit:lorsque & =£%1}}(respectivement
{{2}} ), 1'hypothése exprimeé:-que le facteur 1 (respectivemeni: 2) est sans effet.

De plus on envisage les cas suivants :

J = {1}
J = {2}
J = {1,2}

Lorsque J = {1} (respectivement {2} , le facteur 1 (respectivement le
facteur 2) est tel que m 13 (respectivement m { 2}) satisfait 1'expression (4)
oli le paramétre 9 (respectivement ¢ 2) est un paramétre réel inconnu ;

lorsque J ={1,2} , chacun des deux facteurs satisfait cette condition. La donnée

de J détemine e 2

Pour chacune des valeurs données 3 v, et v et pour chacune des trois valeurs
possibles de J on a effectué, pour quelques valéurs du paramétre A de décentrage,
le rapport des puissances du test de(@zh 61)x i contre (e_z- 8N ez)x R et
du test de @, x R* ¥ contre (R'- 9,) xR* ¥, ces deux tests &tant de niveau

a = 0,05.

Lorsque vy = 2, l'application m {Z}eSt une application de { 1,2}dans (R

et satisfait donc toujours la condition (4) : par suite lorsque J = {2},

@2 coincide avec R® et le rapport des puissances vaut constamment 1 ; de plus
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9-2 est identique pour J = {1}et J ={1,2} ; c'est pourquoi lorsque v2=2, seul

est envisagé le cas J = {1} .

De plus lorsque Vi = Vg les cas de figure. ol ¥={{2}}se raménent tous

3 1'un des cas de figure o0 ¥ = {{1}}
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