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I - INTRODUCTION : 

Il se présente, dans les applications, des plans à un ou 

plusieurs facteurs croisés dans lesquels certains facteurs sont 

définis par un paramètre quantitatif (dose,pourcentage,...) si bien 

que les différents niveaux de chacun de ces facteurs sont définis 

par différentes valeurs d'un paramètre réel. 

Dans une telle situation expérimentale, lorsque l'on ne sait 

rien de la façon dont les facteurs "influencent" les observations, 

on exploite les données numériques à l'aide du modèle d'analyse 

de la variance. 

Supposons toutefois que l'on possède l'information supplémentaire 

que, tel facteur parmi ceux qui sont définis par un paramètre quanti

tatif, a, pour chacun de ses niveaux expérimentés, un effet diffé

rentiel s'exprimant comme une fonction polynomiale (de degré connu 

et de coefficients inconnus) de la valeur prise au niveau considéré 

par ce paramètre quantitatif, qui joue ainsi tout à fait le rôle 

de variable explicative ; on est alors amené à affiner le modèle 

initialement choisi, à savoir celui d'analyse de la variance sur 

plans croisés, en y intégrant cette information supplémentaire, 

le modèle ainsi obtenu étant vis-à-vis de l'effet principal de 

certains facteurs, un modèle de régression. On se pose alors le 

problême de savoir quel est le gain de puissance ainsi obtenu. 

On considère donc pour analyser un jeu de données deux modèles: 

le premier qui est celui d'un plan d'analyse de la variance à 

facteurs croisés et qui ignore toute information supplémentaire 

sur l'effet des facteurs, le second qui est plus fin (c'est-à-dire 

à espace paramétrique plus restreint) parce qu'il intègre une 

information supplémentaire précisant la "forme" des effets diffé

rentiels de certains facteurs. Dans chacun de ces deux modèles 

on peut éprouver une hypothèse linéaire ayant la même signification 

concrète, par exemple que tel facteur a un effet nul ; cette hypo-
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thèse se formule différemment, suivant celui des deux modèles que 

l'on considère mais elle est, dans les deux cas, passible du test de 

Fisher que l'on prend chaque fois au niveau a. 

Supposons que l'hypothèse est fausse : une même alternative 

simple donnée s'exprime dans chacun des deux modèles par des valeurs 

spécifiant les paramètres inconnus de ce modèle : on peut alors 

calculer en ce "point" la puissance de chacun des deux tests de 

Fisher et déterminer le rapport des puissances : ce rapport repré

sente, en ce point considéré de l'alternative, le gain de puissance 

obtenu en utilisant le second modèle de préférence au premier, 

c'est-à-dire le gain de puissance apporté par l'information supplé

mentaire qui a permis, partant d'un modèle "usuel" d'analyse de 

la variance de l'"affiner" jusqu'à un modèle plus spécifique. 

On s'intéresse donc au rapport des puissances lorsque le para

mètre inconnu décrit l'hypothèse alternative : ce problème a déjà 

été évoqué dans de nombreux travaux y compris à propos du modèle 

linéaire comme par exemple dans [1]. 
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II - NOTATIONS : 

On considère un modèle linéaire dans lequel le paramètre appar

tient à R^ : l'observation x écrite sour forme de matrice colonne 

est donc considérée comme une réalisation d'une v.a. X que l'on 

suppose 
NCA9, a2I ] 
n ' n 

où A est une matrice connue n x q, de rang q (q < n) 

In désigne la matrice identité d'ordre n. 

6 et a2 sont inconnus : 9 € Rq , a2 e R 

On note V le sous-espace de Rn, image de R^ par l'application 

linéaire h de matrice A, 

Soit l'hypothèse ; 

9 e 0- où 0-j est un sous^espace de R^ de rang q - r-

W- désigne l'image de Q1 par h 

Rn et R^ sont munis de. produit scalaire; 
t n 

x,y e R <x,y> - x y - S x. y. 
i=1 x x 

(1) 9,<J> ç R*, <9,<|» = <h(9),h(<|>)> = t9 *AA* 

h est alors une isométrie de R^ sur V. 

La statistique du test de Fisher de 0- contre R^ - 0-. est : 

l ^ x l l 2 

T^x) = (m-q) 
\\* - -xyir 

où xv et x^i désignent les projections de x respectivement sur V et 

sur le sous-espace inclus dans V et orthogonal à W- . 

Le test rejette 0- lorsque 

T 1 « ^ r 1 f1,a 

On notera F(n- ,n2,Yv!)la fonction de répartition de la loi de 

Fisher à n^ et n2 d.d.JL.et de paramètre de décentrage y: 

F(r1fn-q,Or£1>a) - 1 - a. 
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Le test ci-dessus a pour puissance : 

P(6, oh - 1 - F(r1,n-q,X1,fna) 

avec X1 = X-Ce.o
2) = — £ l — 

2a2 

où eQx e s t l a p r o j e c t i o n de e sur l ' or thogona l de e 1 . 

I I I - RESTRICTION DE L'ESPACE PARAMETRIQUE : 

Supposons maintenant qu'une information supplémentaire permette 

de considérer que l 'espace paramétrique se res t re in t de RqxR*+ à 0?xR*+ où 0_ 

e s t un s o u s - e s p a c e de R^ de rang q - r 2 : on obt ient donc un nouveau 

modèle l i n é a i r e dans' l eque l X e s t cons idéré comme N t A 8 , o 2 I ] 
n n 

avec 9 e G- , a2 e R*+ 

On pose 0 - 01 n e2 et o n n o t e q-r2~r le rang de © (r >' 0). 

Dans ce modèle, on éprouve l'hypothèse 0 contre l'hypothèse 

02 - 0 avec le test de Fisher : en notant W et W2 les images res

pectives de 0 et 02 par h, le test de niveau a de 0 contre 02-0 

rejette 0 lorsque 

T(x) > rf 
v J — a 

i l II 

avec T(x ) = C n - ( q - r - ) I W 

l ^ * w II2 

2 

et F ( r , n - ( q - r 2 ) , 0 , f a ) = a . 

où W désigne le sous-espace inclus dans W2 et orthogonal "à W. 

La puissance du test de Fisher est alors : 

p(8,a2) = 1 - F[r,n-(q-r2),X,(1fa] 
2 

avec X = X(6,a2) = ** V* 1 

2a2 

où Q1 désigne le sous-espace inclus dans 02 et orthogonal 

à 0. 
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Le problème envisagé dans l'introduction est donc celui de la 

comparaison de p(6,a2) et p1(9,a
2) lorsque (6,a2) parcourt 02

xR* 

p(9,a2) 1-F[r,n-(q-r2),X,f ] 

(2) — = 1 SL. 
P^e^a2) 1-FCrl,n-q,Xl,X1ja] 

Définition : Si 0.. et 02 sont tels que les sous-espaces inclus 

dans 0- + &2 et orthogonaux respectivement à 0* et 

©2 sont orthogonaux entre eux, on dira que 0- et ©2 

sont faiblement séparables. 

Cette définition et la propriété qui suit ont déjà été énoncées 

dans C2]. 

Propriété : 0- et 02 sont faiblement séparables si et seulement si, 

pour tout 8 appartenant à 02, 

V * e0f 

En effet, notons 01 le sous-espace inclus dans 0̂  et orthogo

nal à 0, on a : 

01 + 02 = 0 e 0
1 $ 0T 

Pour tout 9 on a 

e - V + V = e 0 + e 0 . + e0i 

De plus pour tout 9 appartenant à 02, on a : 

e • e0+ v 
Donc pour tout 9 appartenant à 02 

V " e0. + V 
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Par suite V6 e 02 , 6 i. = 0Qi < > V9 e 02, BQ,- 0 <=> 

02 i 0' £ ^ 0
1 x 0' 

Donc, à condition que 0- et 02 soient faiblement séparables 

et seulement à cette condition, X(6,c2) et X..(6,a2) sont égaux 

sur ©2 x R et par suite pour étudier le rapport des puissances> 

lorsque l'alternative parcourt ©2
 x R , X- et X sont égaux. 

Un cas particulier où ©- et 02 sont faiblement séparables 

est celui où ©-. c ©. ; en effet 

0 = 01 et 0' = {0} . 

Dans cette situation l'espace paramétrique subit une restric

tion qui n'affecte pas l'hypothèse nulle 0- mais seulement l'alter

native qui se réduit de 

(Rk - 0.,) x R*+ à (02-6-,) * R* + 

IV - EXEMPLES D'APPLICATIONS : 

Applications aux plans croisés : 

Dans ce qui suit les notations qui ne sont pas définies expli

citement sont celles utilisées dans [31. 

Soit un plan à k facteurs croisés : 

K = {1,2,...,k> est l'ensemble des facteurs 

k 
E = n {1,2,,..,v-}est l'ensemble des cellules 

Card(E) = v = n v-
i-1 X 

m(e) est l'effet dans la cellules. 

Le paramètre inconnu m appartient donc à R . 

Le produit scalaire défini par (1) a pour expression : 

(3) <m,m'> - Z n(e) m(e) m'(e) 
e€E 
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où n(e) est le nombre d'observations de la cellule e. 

Supposons le plan équilibré : Ve e E , n(e) • n (nQ > 1) 

Alors <m,mJ,> - n E m(e) m1 (e) 
eeE 

Au sens du produit scalaire (3), les sous-espaces a, , I c K, 

sont donc orthogonaux deux à deux et nu est donc la projection 

orthogonale de m sur Qj 

j * étant une famille donnée de parties de K, 

©1 = {m/VI e 5< , mx * 0} 

L'appartenance de m à 0- , signifie donc la nullité des effets 

différentiels ou d'interactions de certains facteurs, 

J étant une partie donnée de K, différente de.la partie vide 

soit ©2 l'hypothèse définie par : 

m € 02
 <s=> Vj e J il existe une application connue 

b. de E. dans R et un réel <J>. tel que 

(4) m{..} (e) = *j (bj (ej)-b"j) ej " 1,2,...,Vj 

Vj b.Ce.) 
avec b. = E •* ' 

3 e.=1 vj 

Dire que m appartient à ©2» c'est donc affirmer que pour chaque 

facteur j de J, il existe un "codage" connu des niveaux de ce facteur, 

défini par la fonction b. , tel que les effets différentiels des 

niveaux de ce facteur soient donnés par (4) . 

Montrons que ©-. et ©2 sont faiblement séparables : 

On notera J la famille des parties de K constituée des ensem

bles {i} „ i € J. 

m € © <=*>m(e) - E <J>. (b. (e.) -b.) + E m,(e). 

m € ©
1<=->m(e) = E <j>. (b- (e.) -b.) + E _ mT(e) 

{i}eTn5? i x i i le* -J X 
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donc 0X x 0i — > Q1 i 0' 

Par suite, le rapport des puissances est déterminé par 

l'expression (2) avec X = X1 et pour : n = nQv 

q = v 

r1= E dim(QT) 

r9= E (v.-2) 
2 jeJ

 J 

r = Card(Jn7 )+ £ dim(RT) 
Ielf-J l 

Dans le cas particulier du plan à 1 facteur, ©1 et ©2 sont 

faiblement séparables quelles que soient les valeurs de n(e) : 

en effet, la décomposition 

m = % + m{1> 

où mr1^(e) est l'effet différentiel du niveau e 

est tquelles que soient les quantités n(e)torthogonale pour le 

produit scalaire défini par (3). 

Applications aux carrés eulériens : 

Soit E* un carré eulérien d'ordre p et de degré k : 

k 
m(e) = m+ + ̂  ^{H^O 

Le paramètre inconnu m appartient à R^ avec q = 1+k(p-1) 

Le produit scalaire défini par (1) a pour expression : 

<m,m'> = E m(e) m'(e). 
eeE 

Par suite, au sens de ce produit scalaire, m. , m{i} » m{i'} » 

i/i', sont orthogonaux deux à deux. 

I étant une partie de K, différente de la partie vide soit 

91 - {m/Vi € I , m = 0} 
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J étant une partie de K et les applications bi, i e J, étant 

données,on pose : 

G2 = {m/Vj 6 I , m{j}(e)= ^(bjCe^) - bp} 

On vérifie de la même façon que précédemment que 0* et 0-

sont faiblement séparables : le rapport des puissances est donc de 

la forme (2) : . 

1 

n - q = (p-1)(p+1-k) 

r, = (p-1) Card(I) 

r2 • (p-2) Card(J) 

r = CardCI n J) + (p-1) Card(I-J) 
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APPLICATION NUMERIQUE 

A titre d'illustration numérique du gain de puissance par restriction de 

l'espace paramétrique, on a considéré un plan croisé à 2 facteurs ayant respec

tivement v̂. et v2 niveaux et présentant deux observations par cellule : 

On peut donc appliquer les résultats du paragraphe IV : on a envisagé suc

cessivement chacun* des detflc cas suivants : 

3* = {{1}} 

**- {{2}} 

$> étant fixé, l'hypothèse ^ x R s'en déduit:lorsque 3T =ff1}}(respectivement" 

{{2}} ), l'hypothèse exprimè^que le facteur 1 (respectivement 2) est sans effet. 

De plus on envisage les cas suivants : 

J = (1} 

J = {2} 

J = {1,2} 

Lorsque J = {1} (respectivement {2} , le facteur 1 (respectivement le 

facteur 2) est tel que m ,-. (respectivement m f20 satisfait l'expression (4) 

où le paramètre <j>1 (respectivement <j>0 est un paramètre réel inconnu ; 

lorsque J ={1,2} , chacun des deux facteurs satisfait cette condition. La donnée 

de J détermine © 2 

Pour chacune des valeurs données à v et »j>et pour chacune des trois valeurs 

possibles de J on a effectué, pour quelques valeurs du paramètre A de décentrage, 

le rapport des puissances du test de(f2ft CL)x fK contre (ô2- ûi Ofi^)*^ "
 e t 

du test de â- x IR + contre (Rv- 0-) x 1R* , ces deux tests étant de niveau 

a = 0,05. 

Lorsque v2 = 2, l'application m r2^est une application de { l,2}dans (R 

et satisfait donc toujours la condition (4) : par suite lorsque J = {2}, 

0
2 coincide avec (R et le rapport des puissances vaut constamment 1 ; de plus 
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0 2 est identique pour J = {l}et J ={1,2} ; c'est pourquoi lorsque v2=2, seul 

est envisagé le cas J = {1} . 

De plus lorsque v- • v2, les cas de figure où V»{{2}}se ramènent tous 

à l'un des cas de figure où V = {{1}} 



• o 

LO 

^t 

m 

LO 

csj 

csj 

r " 

OO 

s£> 

ir '̂ 

- l r « 

"3 

% 

:-sî 

5» 

OO 

r— 

LO 
OO 

oo 

csj 

O 

Ï — 

Cn 
vQ 

Cn 
en 
, - f p 

T ™ 

r— 
CSJ 

CM 
LT> 

O Q 
CM 
LO 

CSI 

LO 

CSJ 

O 
L O 

en 
rsj 

CSÏ 

un 

— g ^ " 

8 
oo 

CSI 

oo 

O 

oo 

o 

oo 
O 
T — 

oo 
O 

0k 

o 

o 

o 

o 
o 

oo 

o 
«s 

oo 

o 
en 
CSI 

O 

CSI 

O 
• s 

r- 1-! 

*_,_> 

CS] 

CSJ 

oo 

LO 

O 
T1— 

oo 
CSI 

en 
CSI 

co 
LO 
oo 

CSI 
en 
OO 

• s 

csj 
csj 

CSJ 

oo 

r— 

en 
oo 

• y 

CSI 

oo 

CSI 

0k 

oo 
OO 

T — 

vO 
CSI 

oo 
r— 

Csj 
OO 
CSJ 

»1 

oo 

oo 

oo 
CSJ 

O 
0k 

o 
oo 
O 

O 
OO 

O 
•s 

O 
oo 
O 

en 
CSJ 

O 

en 
CSI 

O 

O 
«V 

T — 

vO 
CSJ 

O 

LO 
CSJ 

O 

OO 
csj 

O 
0k 

o 
CSJ 

O 
<* 

r— 
vO 
r— 

O 

oo 
O 
r-* 

Csj 

on 

oo 

en 
LO 
O 

CSJ 

CSI 

vO 
O 
oo 

oo 

oo 
T — 

T — 

L O 

«y 

CSJ 

vO 

vO 

T ™ 

vO 
vO 

en 
L O 

T — 

r— 

O 

oo 

VO 
en 
CSJ 

csj 
0* 

0 0 

OO 

CSJ 

vO 

vO 
csj 
LO 

<3-

vO 

vO 

oo 
CM 

oo 

L O 
vO 
oo 

L O 

OO 
•v 

en 
0 0 

0 0 

T ' 

en 
LO 
oo 

en 
csj 
0 0 

vO 

a* 
vO 

en 
L O 
L O 

vO 
V O 

csj 

^ f 

O 
^-
O 

oo 
O 

O 

o 
T — 

o 

o 

oo 
O 

CSI 

O 

O 

o 
T — 

oo 
O 

oo 
O 

CSÏ 

O 
T ~ » 

csj 

csj 

^-

1,
09

2 

T — 

OO 
oo 

vO 
0 0 

8 
vO 

LO 
VO 
VO 

oo 

vO 

LO 

oo 

csj 
oo 

en 
vo 

oo 
oo 
vO 

oo 
CSJ 
L O 

CSJ 

r*-* 

-̂̂  

oo 

1 

CSJ 

O 
«y 

CNJ 
CSJ 

O 

CSJ 
csj 
O 

CSJ 

O 

CSJ 

O 

O 
csj 

O 

T — 

O 

OO 

O 

O 

L O 

O 

oo 
T — 

O 

O 

o 

0 0 

8 

csj 

oo 

*̂̂ t 

oo 
en o 

* 

oo 
oo 
* * • " . . 

LO 

en 

vO 

oo 
vo 
r—• 

oo 

9k 

O 
vO 

vO 

csj 
vO 
o -

LO 

en 
O 

vO 

csj 
oo 
L O 

0k 

en 

CSI 

oo 

^-

oo 
O 

CSJ 
oo 
O 

0k 

CSJ 
oo 
O 

oo 
O 

0* 

oo 

o 

oo 
O 

en 
CSJ 

O 

oo 
CSJ 

O 
0k 

vO 
CSI 

O 

oo 
CSJ 

o 
0 0 

O 
0k 

L O 

O 
0* 

r— 

CSJ 

oo 

^-

oo 
0 0 

o 

vO 

oo 
0k 

CSJ 

csj 

CSJ 

oo 

OO 
0k 

0 0 

oo 
0k 

LO 
en 
oo 

0k 

O 
0k 

L O 

O 

oo 
O 

CSJ 
en 
oo 

«V 

T ~ " 

vO 
vO 
oo 

0k 
T — 

oo 

CSJ 

csj 
0k 

csj 

CSJ 

oo 

^ 

O 
O 

0k 

en 

LO 
CSJ 

CSJ 

oo 

0 0 
vO 
oo 

0k 

r -

en 
oo 

0k 

O 
0k 

en 

CSJ 

0k 

O 
oo 

CSJ 

T — 

0k 

vO 
oo 
OO 

0k 

OO 

oo 

0 0 
csj 

0k 

CSJ 

oo 

*^ 

1,
06

6 

oo 

LO 

O 
oo 
L O 

O en 
L O 

L O 

vO 
0k 

vO 
vO 

T ' 

en 
vo 

0 0 
vO 

T — 

en 
vo 

0 0 

vo 

LO 

vo 

O 
vO 

oo 
O 
LO 

0* 

0 0 
CSJ 

^t 

*fr 

oo 
csj 

CSJ 

C D 

csj 

O 

csj 

O 
0k 

csj 

O 
0k 

oo 
CSJ 

O 

csj 

o • 
T — 

CSI 

en 
O 

0 0 
r— 

O 
r— 

LO 

O 
0k 

CSJ 

O 
0k 

O 
O 
T — 

csî 

T — 

v 

^ 

^-

vo 
O 

0* 

oo 
csj 
o o 

csj 

CSJ 

<** 
LO 

oo o 
vO 

0k. 

O 
vO 
vO 

VO 

ri
en 
vO 

o 

vO 
O 

en 
vo 

en 
vo 
vo 

0k 

vO 
0» 

LO 
•y 

oo-
0k 

CSI 

T~» 

^-

^t 

en 
en 

0k 

T — 

vo 
0* 

en 
CSJ 
0 0 

en 
en 

<5t 

O 
0k 

csj 

0 0 
csj 

0k 

T — 
«y 

CSJ 

oo 

0 0 
oo 
h-1 

CSJ 

vO 

o 
l-H 

CSJ oo 
vO 
C D 
csi 

oo 
en 
en 
T — 

0 0 
0k 

0 0 
0 0 
vO 

T — 

LO 

CSJ 

LO 

LO 
oo 
O 

0 0 

oo 
O 

0t 

O 
O 

#k 

o 

o 
o 

o 
o 

o 
o 

en 
oo 
°0,' 

oo 
O -

0*. 

oo 
O 
T—» 

en 
CSÏ 

O -
0k, -

r— 

vo : 
CSJ 

O -
T~» 

T—» 

CSJ 

csj 

LO 



CSJ 

0k 

oo 
O 
LO 

0k 

LO 

vO 

vO 
O 
0 0 

vo 
0 0 
0 0 

oo 
LO 
en 

LO 

en 

vo 
0 0 
en 

L — -

CSJ 
en 
en 

0 0 

en 

i vo 
L O 
en 

csj 

o 
0 0 

O 
LO 
vO 

vO 
^-
LO 

T — 

OO 

LO 

T—1 

O 
0k 

T—• 

o 

vO 
T — 

vO 

LO 

o 

oo 

csj 

O^ 

en 

8 

8 

vO 

8 

CSJ 

r—* 

oo 

LO 

1
,1

2
2 

O 
LO 

LO 

vO 

0 0 

en 
0 0 

vo 
en 

0 0 
cn 

0 0 
en 
en 

8 
0 4 

oo 
en 
en 

vO 
en 

T — 

r— 
en 

0 0 

oo 
vO 
vO 

LO 
LO 

CSJ 
0k 

oo 

LO 

" 

en 
CSJ 

CD 

8 
<D 

O 
oo 
O 

oo 
CD 

O 
oo 

CSJ 

O 

oo 
csj 

csj 
CD 

LO 
CSJ 

o 

CSI 

0 0 

T — 

CD 

i->-k 

CSJ 

OO 

LO 

1
,0

3
0

 

csj 
vO 
T — 

0k 

T — 

LO 
r— 
CSI 

0k 

en 

CSJ 

oo 

vO 

fO 

LO 

en 
vo 
OO 

oo 

CSJ 
0 0 
oo 

0 0 
oo 

r t 

oo 

LO 

oo 

LO 

o 
oo 

vO 
csj 

1-*» 
csj 

csj 

oo 

LO 

r— 
oo o 

0* 

1 — 

CSJ 
J>» 
T — 

0k 

en 
CSJ 
CSJ 

vO 
en 
CSI 

oo 
oo 
oo 

00 
vO 
oo 

0 0 
oo 

en 
to 

8 

LO 

O 

O 

LO 
en 
OO 

oo 

T — 
CSJ 

oo 

0 0 
CSJ 

csj 

T — 

CSJ 

oo 

LO 

en 
O 

0t 

csj 

O 
vO 
LO 

LO 

LO 

en 

vO 
00 

0 0 

0 0 

8 

en 

vO 

en 

en 
0 0 

oo 
LO 
0 0 

ro 
vo 

oo 
LO 

T— 

*t 

LO 

OO 

O 
•s 

en 

O 

en 

oo 

O 

T—-

O 

T — 

O 
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