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1. Graphes a composition.

1.1. Définition des graphes a composition.

Un graphe a composition G est constitué par :

- une classe d'objets Ob(G)

- une classe de fleches F1(G) ,

- une classe de fleches identités F114(G) ,

- une classe de couples composables (de fleches) CComp(G) ,

- une application sélection des domaines (des fleches) :
seldom(G):F1(G) = Ob(G) ,

- une application sélection des codomaines (des fleches) :

selcodom(G) :F1(G) — Ob(G) ,

- une application composition (des couples de fleches composables)
comp(G) : CComp(G) - F1(G) ,

et, ce, de sorte que :

- les fleches identités sont (évidemment) des fleches, i.e.on a :

F11d4d(G) cF1(G)

-les fleches identités sont des fleches fermées, i.e. pour toute fleche identité
geF1Id(G) ,ona:

selcodom(G)(g) =seldom(G)(g) ,

- les couples de fleches composables sont des couples de fleches consécutives, i.e. on a :
CComp(G) < CConsec(G) ,

ou :



CConsec(G)

{(22.81)| 22€ F1(G) g1 € F1(G) seldom(G)(g,) =selcodon(G)(g))}
est la classe de tous les couples de fleches consécutives de G
- pour tout couple composable (g,,g1)€ CComp(G) ,ona:
selcodom(G)(comp(G)(gs, 8&1)) = selcodom(G)(gr)
et:

seldom(G)(comp(G)(g2,81)) = seldom(G)(gy) -

1.2. Notations simplifiées pour les graphes a composition.

Si G est un graphe a composition (et s'il n'y a pas risque d'ambiguité), pour
toute fleche g € F1(G) , on note :

dom(g) =seldom(G)(g) ,
codom(g) =selcodom(G)(g)
et on écrit :
g :dom(g) = codom(g) € F1(G)
ou, plus simplement encore :
g :dom(g) — codom(g) .
De méme, pour tout couple composable (g5, g1) € CComp(G) , on note :
82481 = comp(G)(g2, 81)
et, pour tous objets G € Ob(G) et G, € Ob(G) , on pose :

Homg (Gj,Gy) =1 ¢ € F1(G) | dom(g) = Gj et codom(g) =G, } .
1.3.  Graphes a composition petits.
On dit qu'un graphe a composition G est petit si, et seulement si :

- la classe de ses objets Ob(G) est un ensemble,

- la classe de ses fleches F1(G) est un ensemble,



(alors, F1Id(G) , CComp(G) et CConsec(G) sont aussi des ensembles).

1.4.  Catégories et graphes a composition.

Evidemment, toute catégorie C s'identifie a un graphe a composition, encore

noté C ,ou:
- F11d(C) ={1d(C)|Ce 0b(C) },
- CComp(C) =CConsec(C) ,

- les fleches identités sont des éléments neutres locaux pour la composition des fleches,
- la composition des fleches est associative.

Bien entendu, le graphe a composition auquel s'identifie une catégorie petite est
un graphe a composition petit.

2. Foncteurs.

2.1. Définition des foncteurs (entre graphes a composition).

Si G et G' sont deux graphes a composition, un foncteur F :G - G' de G

vers G' est constitué par :

- une application Ob(F): Ob(G) — Ob(G"') ,

- une application F1(F):F1(G) > F1L(G") ,

- une application F1Id(F):F1Id(G) - F1Id(G') ,

- une application CComp(F): CComp(G) — CComp(G")

et, ce, de sorte que :

- pour toute fleche identit¢ g e F11d(G) cF1(G) ,ona:
F1IA(F)(g) =FL(F)(g) ,
- pour toute fleche ge F1(G) ,ona:
Ob(F)(dom(g)) = dom(EL(F)(g))



et:

Ob(F)(codom(g)) =codom(FL(F)(g)) ,
- pour tout couple composable (g5, g;)€ CComp(G) ,ona:
CComp(F)(g2,81) = FL(F)(g2),FL(F)(&1)) ,
- pour tout couple composable (g,,g1)€ CComp(G) ,ona:

FL(F)(g2+81) =F1(F)(g2)FL(F)(gy) -

2.2.  Notations simplifiées pour les foncteurs.

Si G et G' sont deux graphes a composition, si F :G — G' est un foncteur

(et s'il n'y a pas risque d'ambiguité), pour tout objet G € Ob(G) , on note :
F(G) = Ob(F)(G)
et, pour toute fleche g € F1(G) , on note :

F(g)=F1L(F)(g) .

2.3.  Foncteurs identités et composition des foncteurs entre
graphes a composition.

Si G est un graphe a composition, on note 1d(G) : G — G le foncteur identité

en G ,1.e. le foncteur (évidemment bien défini) tel que :
- Ob(1d(G)) =1d(0b(G)) ,

- F1(1d(G)) =id(FL(G)) ,

-F1Id(id(G)) =idEFLIAG)) ,

- CComp(id(G)) = id(CComp(G)) ,

autrement dit, le foncteur tel que :

- pour tout objet G € Ob(G) ,ona id(G)G)=G ,

- pour toute fleche g€ F1(G) ,ona id(G)(g)=g .
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Si G, G' et G" sont trois graphes a composition et si F:G —>G' et
F':G'— G" sont deux foncteurs, on note F'oF :G — G" le foncteur composé de F'
et F ,1i.e. le foncteur (évidemment bien défini) tel que :

- Ob(F'oF)=0b(F")o Ob(F) ,
-FL(F'oF)=F1(F'")oF1(F) ,
-F1IA(F'oF)=F1Id(F'")oF1Id(F) ,

- CComp(F'oF)=CComp(F")oCComp(F') ,

autrement dit, le foncteur tel que :

- pour tout objet G € Ob(G) ,ona (F'oF)(G)=F'(F(G)) ,
- pour toute fleche g€ F1(G) ,ona (F'oF)(g)=F'(F(g)) .

On note GrphComp la catégorie dont les objets sont les graphes a composition

petits, dont les fleches sont les foncteurs entre ces graphes a composition petits et ou la
composition est cette composition des foncteurs.

24. Foncteurs entre catégories et foncteurs entre graphes a
composition.

Evidemment, tout foncteur F :C — C' entre deux catégories s'identifie a un

N

foncteur, encore noté F:C — C', entre les graphes a composition auxquels

s'identifient les catégories C et C' .

De la sorte, la catégorie Cat des catégories petites s'identifie a une sous-
catégorie pleine de la catégorie GrphComp .

3. Transformations naturelles.

3.1. Définition des transformations naturelles (entre
foncteurs d'un graphe a composition vers une catégorie).

Si G est un graphe a composition, si C est une catégorie, si F;:G — C et

F, : G = C sont deux foncteurs, une transformation naturelle n: F; = F, :G — C de
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F, vers F, est constituée par :
- la donnée, pour tout objet G € Ob(G) , d'une fleche n(G) : F{(G) = F,(G)e F1(C)

et, ce, de sorte que :
-pour tous objets G,e€O0b(G) et GpeOb(G) et pour toute fleche

g:G, > G, eFLG) ,ona n(Gy).F(g) = F(g).n(G,) .

3.2 Notations simplifiées pour les transformations

naturelles.

Si G est un graphe a composition, si C est une catégorie, si Fj:G — C et

F>:G — C sont deux foncteurs et si n: Fj = F, :G — C est une transformation
naturelle, on note (selon le degré de précision nécessaire et/ou le contexte) :
n:H=F,
n:F ->F:G->C,
n:kh—-F,

n = (m(G))GeonG) = (NG)Geon(G) -

Transformations naturelles identités et composition

3.3.
latérale des transformations naturelles.

Si G est un graphe a composition, si C est une catégorie et si F :G — C est
un foncteur, on note id(F):F = F :G — C la transformation naturelle identité de

F ,i.e. la transformation naturelle (évidemment bien définie) telle que :
- pour tout objet G € Ob(G) ,ona (1d(F))(G)=1d(F(G)): F(G) = F(G) .

Si G est un graphe a composition, si C est une catégorie, si F;:G = C ,
F,:G—-C et F3:G—C sont trois foncteurs et si n:Fj=F:G—>C et
n:Fh=FK:G->C sont  deux  transformation  naturelles, on  note
nyeny : Fy = F3: G — C la transformation naturelle composée (latérale) de ny et ny ,

1.e. la transformation naturelle (évidemment bien définie) telle que :

- pour tout objet G € Ob(G) , on a (ny«n )(G) =ny(G)eni(G) .
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34. Composition longitudinale des transformations
naturelles et des foncteurs (entre graphes a
composition).

Si G et G' sont deux graphes a composition, si C est une catégorie, si
F:G—->G', F7:G'>C e F'5:G'->C sont trois foncteurs et si

n''F'1= F'y:G'— C est une transformation naturelle, on note :
n'OFZF'10F2>F'20FZG—)C

la transformation naturelle composée (longitudinale) de n' et F , 1i.e. la transformation

naturelle (évidemment bien définie) telle que :

- pour tout objet G € Ob(G) ,ona (n'oF)(G) =n'(F(G)) .

3.5. Transformations naturelles entre foncteurs d'une
catégorie vers une autre et transformations naturelles
entre foncteurs d'un graphe a composition vers une
catégorie.

Evidemment, toute transformation naturelle n: F; = F, : B — C entre deux

foncteurs d'une catégorie B vers une catégorie C s'identifie a une transformation
naturelle, encore notée n:F = F,:B — C , entre les deux foncteurs, auxquels

s'identifient Fj et F, , du graphe a composition auquel s'identifie B vers la catégorie
C .

4. Catégories de foncteurs (d'un graphe a composition
vers une catégorie) et foncteurs induits.

4.1. Catégories de foncteurs (d'un graphe a composition vers
une catégorie).

Si G est un graphe a composition petit et si C est une catégorie localement
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petite, on note Fonct(G,C) la catégorie, évidemment localement petite, dont les objets

sont les foncteurs de G vers C , dont les fleches sont les transformations naturelles
entre ces foncteurs de G vers C et ou la composition est la composition latérale des

transformations naturelles.

4.2. Foncteurs induits entre catégories de foncteurs.

Si G et G' sont deux graphes a composition petits, si C est une catégorie

localement petite et si F': G — G ' est un foncteur, on note :
Fonct(F,C) :Fonct(G',C) > Fonct(G,C)

le foncteur induit par F , c'est-a-dire le foncteur composition par F , i.e. le foncteur
(évidemment bien défini) tel que :

- pour tout objet F''e Ob(Fonct (G',C)) , i.e. pour tout foncteur F':G'— C ,ona:
Fonct(F,C)YF')=F'oF:G > C ,

- pour toute fleche n'e F1(Fonct(G',C)) , i.e. pour tous foncteurs F'j:G'— C et
F'5:G'— C et toute transformation naturelle n': F'1= F'5:G'—>C ,ona:

Fonct(F,C)(n')=n'oF:F'|oF =>F'2F:G—C .

5. Familles projectives et familles inductives.

5.1. Définition des familles projectives de fleches (d'un
graphe a composition).

Si G est un graphe a composition, une famille projective f de fleches de G
est constituée par :

- une classe d'indexation, i.e. une classe Index(f) ,
- une famille de base, i.e. une famille d'objets :

Base([f) = (Base(f)x € Ob(G)) xerndex(f) >

- un sommet, i.e. un objet Somm(f)e Ob(G) ,



- une famille de projections, i.e. une famille de fleches :

proj(f) =(proj(f)x :Somm(f) = Base(f)x € FLG)) xerndex(f) -

5.2. Notations simplifiées pour les familles projectives de
fleches.

Si G est un graphe a composition et si f est une famille projective de fleches

de G , pour tout élément X € Index(f) , on note :

proi(f)x = fx
et (en identifiant f a sa famille de projections) on note aussi :
f =(fx :Somm(f) = Base(f)x € F1(G)) xerndex(f)

ou encore

[ =(fx :Somm(f) = Base(f)x)xerndex(f) -

53. Image d'une famille projective de fleches par un
foncteur.

Si G et G' sont deux graphes a composition, si F': G — G' est un foncteur et

si f est une famille projective de fleches de G , on note F(f) 1'image de f par F
1.e. la famille projective de fleches de G' telle que :

- Index(F(f)) =Index(f) ,
- pour tout élément X € Index(f) ,ona Base(F(f))x = F(Base(f)x) .
- pour tout élément X € Index(f) ,ona proj(F(f))x = F(proi(f)x
de sorte que, si f =(fy :S = By € F1(G))ycx .ona:

F(f)=(F(fx): F(S) = F(Bx)€ F1(G))xcy -
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54. Définition des familles inductives de fleches (d'un graphe
a composition).

Si G est un graphe a composition, une famille inductive f de fleches de G est
constituée par :

- une classe d'indexation, i.e. une classe Index(f) ,
- une famille de base, i.e. une famille d'objets :

Base([f) = (Base(f)x € Ob(G)) xerndex(f) >
- un sommet, i.e. un objet Somm(f)e Ob(G) ,

- une famille d'insertions, i.e. une famille de fleches :

insert(f)=(insert(f)y :Base(f)y — Somm(f)e Fl(G))XGIndex(f) .

5.5. Notations simplifiées pour les familles inductives de
fleches.

Si G est un graphe a composition et si f est une famille inductive de fleches

de G , pour tout élément X € Index(f) , onnote :
insert(f')x = f'yx
et (en identifiant f a sa famille d'insertions) :
f=(fx :Base(f)x — Somm(f)€ FL(G)) xerndex(f)
ou encore :

f=(fx :Base(f)x — Somm(f))xerndex(f) -

56. Image d'une famille inductive de fleches par un

foncteur.

Si G et G' sont deux graphes a composition, si F :G — G' est un foncteur et

si f est une famille inductive de fleches de G , on note F(f) limage de f par F ,
i.e. la famille inductive de fleches de G' telle que :
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- Index(F(f)) =Index(f) ,

- pour tout élément X € Index(f) ,ona Base(F(f))x = F(Base(f)x) .

- pour tout élément X € Index(f) ,ona insert(F(f))y = F(insert(f))y ,

de sorte que, si f =(fy :By - S€F1(G))xcx -ona:
F(f)=F(fx):FBx) > F($)eFLG ))xex -

5.7.  Familles projectives et familles inductives petites.

Si G est un graphe a composition, on dit qu'une famille projective (resp.
inductive) f de fleches de G est petite si, et seulement si :

- sa classe d'indexation ITndex(f) est un ensemble.

6. Cones projectifs et cones inductifs.

6.1.  Définition des cones projectifs (d'un graphe a
composition).

Si G est un graphe a composition, un céne projectif ¢ de G est constitué par :
- un graphe a composition d'indexation, i.e. un graphe a composition GIndex(c) ,
- un foncteur de base, i.e. un foncteur FBase(c) : GIndex(c) > G ,
- un sommet, i.e. un objet Somm(c) € Ob(G) ,
- une famille de projections, i.e. une famille de fleches :
proj(c) = (proj(c)p : Somm(c) = FBase(c)(D) € F1(G)) peop(GIndex(c)) »
et, ce, de sorte que :

- pour tous objets Dj;e Ob(GIndex(c)) et D, e Ob(GIndex(c)) et toute fleche
d:Dy — D, e F1(GIndex(c)) ,ona:

((FBase(c))(d),pro j(c)D1 )€ CComp(G)

et:
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(FBase(©)(d).proic)p, = proic)p, -

6.2.  Notations simplifiées pour les cones projectifs.

Si G est un graphe a composition et si ¢ est un cone projectif de G , pour tout
objet D € Ob(GIndex(c)) , on note aussi :

projlc)p =cp

et (s'il n'y a pas risque de confusion quant a son foncteur base, i.e. en ne mentionnant
que ses valeurs sur les objets de GIndex(c) et en se contentant de mentionner - en

indice - qu'elles "varient selon les fleches de GIndex(c) "), on note :
¢ =(cp :Somm(c) > FBase(c)p € F1(G)) pegndex(c)
ou encore :

¢ =(cp :Somm(c) = FBase(C)D)DeGIndex(c) .

6.3.  Image d'un cone projectif par un foncteur.

Si G et G' sont deux graphes a composition, si F': G — G "' est un foncteur et

si ¢ est un cone projectif de G , alors on note F(c) l'image de ¢ par F ,i.e.le cone
projectif de G' (évidemment bien défini) tel que :

- GIndex(F(c)) =GIndex(c) ,

- FBase(F(c)) = FoBase(c) ,

- Somm(F(¢)) = F(Somm(c)) ,

- pour tout objet D € Ob(GIndex(F(c)) =0b(GIndex(c)) ,ona:
proj(F(c))p = F(projc)p) .

de sorte que, si ¢ =(cp:S = Bp € F1(G))pep -0na:

F(e) = (F(cp): F(S) = F(Bp) € FLG ) pep -
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6.4. Cones inductifs (d'un graphe a composition).

Si G est un graphe a composition, un cone inductif ¢ de G est constitué par :
- un graphe a composition d'indexation, i.e. un graphe a composition GIndex(c) ,
- un foncteur de base, i.e. un foncteur FBase(c) : GIndex(c) > G ,
- un sommet, i.e. un objet Somm(c) € Ob(G) ,
- une famille d'insertions, i.e. une famille de fleches :

insert(c) = (insert(c)p :FBase(c)p — Somm(c) € F1(G)) peop(GIndex(c)) »

et, ce, de sorte que :

- pour tous objets Dj;e Ob(GIndex(c)) et D, e Ob(GIndex(c)) et toute fleche
d:Dy — D, e F1(GIndex(c)) ,ona:

(insert(c)D2 ,(FBase(c))(d))e CComp(G)

et:

insert(c)D2 .(FBase(c))(d) = insert(c)D1 .

6.5.  Notations simplifiées pour les cones inductifs.

Si G est un graphe a composition et si ¢ est un cone inductif de G , pour tout
objet D € Ob(GIndex(c)) , on note aussi :

insert(c)p =c¢p

et (s'il n'y a pas risque de confusion quant a son foncteur base, i.e. en ne mentionnant
que ses valeurs sur les objets de GIndex(c) et en se contentant de mentionner - en

indice - qu'elles "varient "selon les fleches de GIndex(c) "):
¢ =(cp :FBase(c)(D) = Somm(c) € Fl(G))DGGIndex(c)
ou encore :

¢=(cp:FBase(c)p = Somm(c))DeGIndeX(c) .
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6.6. Image d'un cone inductif par un foncteur.

Si G et G' sont deux graphes a composition, si F': G — G' est un foncteur et

si ¢ est un cone inductif de G , alors on note F(c) limage de ¢ par F ,i.e. le cone
inductif de G' (évidemment bien défini) tel que :

- GIndex(F(c)) =GIndex(c) ,

- FBase(F(c)) = FoBase(c) ,

- Somm(F(¢)) = F(Somm(c)) ,

- pour tout objet D € Ob(GIndex(F(c)) =0b(GIndex(c)) ,ona:
insert(F(c))p = F(insert(c)p) ,

de sorte que, si ¢ =(cp :Bp - Se€F1L(G))pep -0na:

F(¢)=(F(cp): F(Bp) = F(S)€FLG ) pep -

6.7.  Cones projectifs et cones inductifs petits.

Si G est un graphe a composition, on dit qu'un cone projectif (resp. inductif) ¢

de G est petit si, et seulement si :

- son graphe a composition d'indexation GIndex(c) est petit.

6.8. Cones et limites.

Parmi tous les cones projectifs (resp. inductifs) d'une catégorie C certains
peuvent évidemment étre des cones limites projectives (resp. des coénes limites

inductves) : nous n'en rappelons pas la définition !
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7. Esquisses.

7.1.  Définition des esquisses.

Une esquisse E est constituée par :

- un graphe a composition support Supp(E) ,
- une classe CPDist(E) de cones projectifs de Supp(E) , dits distingués ,

- une classe CIDist(E) de cones inductifs de Supp(E), dits distingués.

7.2. Notations simplifiées pour les esquisses.

Si E est une esquisse, on note :
Ob(E) = Ob(Supp(E))
et on dit de tout objet de Supp(E) que c'est un objet de E .
De méme, on note :
FL(E) =F1(Supp(E)) ,
F1Id(E)=F1Id(Supp(E))

et on dit de toute fleche de Supp(E) que c'est une fleche de E et de toute fleche
identité de Supp(E) que c'est une fleche identité de E .

Pareillement, on note :

CComp(E) = CComp(Supp(E)) ,
CConsec(FE) =CConsec(Supp(E))

et on dit de tout couple composable de Supp(E) que c'est un couple composable de E
et de tout couple de fleches consécutives de Supp(E) que c'est un couple de fleches
consécutives de E .

Enfin, on dit de toute famille projective (resp. inductive) de Supp(E) que c'est une

Sfamille projective (resp. inductive) de E et de tout cone projectif (resp. inductif) de
Supp(E) que c'est un cone projectif (resp. inductif) de E .
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7.3. Esquisses petites.

On dit qu'une esquisse E est petite si, et seulement si :
- son graphe a composition support Supp(E) est petit,
- la classe de ses cones projectifs distingués CPDist(E) est un ensemble,
- la classe de ses cones inductifs distingués CIDist(E) est un ensemble,

N

- le graphe a composition d'indexation GIndex(c) de tout cOne projectif distingué
ce CPDist(E) est petit,

-le graphe a composition d'indexation GIndex(c) de tout cone inductif distingué
ce CIDist(E) est petit.

8. Homomorphismes entre esquisses.

8.1.  Définition des homomorphismes entre esquisses.

Si E et E' sont deux esquisses, un homomorphisme H : E — E' de E vers

E' est constitué par :
- un foncteur support Supp(H) : Supp(E) = Supp(E") ,

et, ce, de sorte que :

- pour tout cOne projectif distingué ce CPDist(E) ,ona:
(Supp(H))(c)e CPDist(E") ,
- pour tout cone inductif distingué ce CIDist(E) ,ona:

(supp(H))(c)e CIDist(E") .
8.2.  Notations simplifiées pour les homomorphismes entre
esquisses.

Si E et E' sont deux esquisse et si H : E — E' est un homomorphisme, on
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note :
Ob(H) = Ob(Supp(H))
et, pour tout objet E € Ob(E) :
H(E) = Supp(H )(E) .
De méme, on note :
F1(H)=F1(Supp(H)) ,
F1Id(H)=F1Id(Supp(H))
et, pour toute fleche e F1(E) :
H(e) = Supp(H )(e) .
Enfin, on note :

CComp(H) = CComp(Supp(H)) .

8.3. Homomorphismes identités et composition des
homomorphismes entre esquisses.

Si E est une esquisse, on note 1d(E): E — E 1'homomorphisme identité en

E ,ie. 'homomorphisme (évidemment bien défini) tel que :
- Supp(id(E)) = id(Supp(E)) : Supp(E) — Supp(E) .

Si E, E'et E" sont trois esquissesetsi H: E > E' et H:E'— E" sont
deux homomorphismes, on note H'cH : E — E" I'homomorphisme composé de H' et
H ,i.e. 'homomorphisme (évidemment bien défini) tel que :

- Supp(H 'oH) = Supp(H ')eSupp(H) : Supp(E) — Supp(E") .

On note Esq la catégorie dont les objets sont les esquisses petites, dont les

fleches sont les homomorphismes entre ces esquisses petites et ol la composition est
cette composition des homomorphismes.

17



9. Modeles.

9.1. Définition des modeles.

Si E est une esquisse et si C est une catégorie, un modele M : E — C de E

dans C est constitué par :
- un foncteur sous-jacent SSJac(M) : Supp(E) > C ,
et, ce, de sorte que :

- pour tout cone projectif distingué ce CPDist(E) , son image (SSJac(c))(c) est un
cone limite projective de C

- pour tout cone inductif distingué ce CIDist(E) , son image (SSJac(c))(c) est un
cone limite inductive de C .

9.2.  Notations simplifiées pour les modéles.

Si E est une esquisse, si C est une catégorie et si M : E — C est un modele,
pour tout objet E € Ob(E) , on note :

M(E)=5SSJac(M)(E)
et, pour toute fleche e F1(E) , on note :
M (e) =SSJac(M)(e) .

De méme, pour tout cone projectif (resp. inductif) ¢ de E - qu'il soit distingué ou non -
on note :

M(c)=SSJac(M)(c) .

9.3. Composition (longitudinale) des modeles et des
homomorphismes (entre esquisses).

Si E et E' sont deux esquisses, si H : E — E' est un homomorphisme, si C
est une catégorie et si M ': E'— C est un modele, on note M 'oH : E — C le modele

composé (longitudinal) de M' et H ,1i.e. le modele (évidemment bien défini) tel que :
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- SSJac(M 'eH)=SSJac(M ")eSupp(H) ,

autrement dit, tel que :

- pour tout objet £ € Ob(E) ,ona (M '-H)E)=M'(H(E)) ,
- pour toute fleche e F1(E) ,ona (M 'oH)(e) =M '(H(e)) .

10.  Limites potentielles.

10.1.  Définition des limites potentielles.

Si E est une esquisse, on dit de tout cone projectif (resp. inductif) distingué de
E que c'est une limite projective (resp. inductive) potentielle, puisque son image par

tout modele est un cone projectif (resp. inductif) "vraiment" limite !

10.2. Produits et sommes potentiels.

On désigne par 2 le graphe a composition (évidemment petit) n'ayant que deux
objets 1 et 2 et aucune fleche.

Si E est une esquisse, si Ej€ Ob(E) , E, € Ob(E) et F € Ob(E) sont trois
objets et si ¢ : F' = Eje F1(E) et ey : F = E) e F1(E) sont deux fleches, on dit et
on écrit que :

E<«4 F—%2 LF,
est un produit potentiel de E
si, et seulement si :

- il existe un cone projectif distingué c € CPDist(E) (nécessairement unique) tel que :
GIndex(c)=2,
FBase(c)(1)=E ,
FBase(c)2)=E, ,

Somm(c) =F ,

19



projc) =e ,
projc)y =€ ,
autrement dit si, et seulement si :
-c=(ep:F > Ep)pep € CPDist(E) .
Dualement, si E est une esquisse, si Ej € Ob(E) , E; € Ob(E) et F € Ob(E)

sont trois objets et si ¢j : E} > Fe F1(E) et ep : Ey — F e F1(E) sont deux fleches,
on dit et on écrit que :

E—A SF2 E
est une somme potentielle de E
si, et seulement si :
- il existe un cone inductif distingué ce CIDist(E) (nécessairement unique) tel que :
GIndex(c)=2 ,
FBase(c)(l)=E ,
FBase(c)2)=E, ,
Somm(c) =F ,
insert(c); =¢ ,
insert(c)y =ep ,
autrement dit si, et seulement si

-c=(ep:Ep —> F)Deg € CIDist(E) .

10.3. Monomorphismes et épimorphismes potentiels.

On désigne par V le graphe a composition (évidemment petit) n'ayant que trois
objets 0 , 1 et 2 etdeux fleches vj:1—=>0etvy:2—-0.

Si E est une esquisse, si E€ Ob(E) et Fe Ob(E) sont deux objets et si
j:E — FeF1(E) estune fleche, on dit et on écrit que :

J:E—>F
est un monomorphisme potentiel de E
si, et seulement si :

- il existe un cone projectif distingué c e CPDist(E) tel que :

20



GIndex(c)=V ,
FBase(c)(v) = j = FBase(c)(vy)
somm(c) = E
proi(c); € F1IA(E)
proi(c), € FLIA(E) .

Dualement, on désigne par A le graphe a composition (évidemment petit)
n'ayant que trois objets 0 , 1 et 2 et deux fleches 4 :0 —>1let 4,:0—>2 .

Si E est une esquisse, si Ee€ Ob(E) et Fe Ob(E) sont deux objets et si
e: F — EeF1(E) estune fleche, on dit et on écrit que :

e:F > F
est un épimorphisme potentiel de E
si, et seulement si :

- il existe un cone inductif distingué ce CIDIst(E) tel que:
GIndex(c)=A44,
FBase(c)(4) =e =FBase(c)(4) ,
Somm(c) =F ,
insert(c); e F1IA(E) ,

insert(c), e F1IA(E) .

11. Transformations naturelles entre modeles.

11.1. Définition des transformations naturelles entre modéles.

Si E est une esquisse, si C est une catégorie,si M\{:E -C et My : E - C
sont deux modeles, une transformation naturelle m: M; = M, :E — C de M; vers

M, est constituée par :

-la donnée, d'une transformation naturelle sous-jacente (entre les foncteurs sous-
jacents) :

SSJac(m):SSJac(M) = SSJac(M,): Supp(E) = C .
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11.2. Notations simplifiées pour les transformations naturelles
entre modeles.

Si E est un graphe a composition, si C est une catégorie, si M| : E = C et
M, :E — C sont deux modeles et st m: M|y = M, : E — C est une transformation

naturelle, on note (selon le degré de précision nécessaire et/ou le contexte) :
m:My =M, ,
m:My—>M,:E—>C,
m:M; —-> M, ,

m = (m(E)) geon(E) = (ME) Eeon(E) = (SSTac(m) g) Eeon(E) -

11.3. Transformations naturelles identités et composition
(latérale) des transformations naturelles (entre modeles).

Si E est un graphe a composition, si C est une catégorieetsi M : E — C est
un modele, on note id(M): M = M : E — C la transformation naturelle identité de

M ,i.e. la transformation naturelle (évidemment bien définie) telle que :

- SSJac(id(M))=id(SSJac(M)) ,

autrement dit, telle que :

- pour tout objet E€ Ob(E) ,ona (idM))(E)=1dM(E)):M(E) > M(E) .

Si E est une esquisse, si C est une catégorie, si Mj:E -C , M,:E - C
et Mz:E—C sont trois modeles et si m:M;=>M,:E—->C et

my My =>My:E —C sont deux transformations naturelles, on note

my.my : My = M3 : E — C la transformation naturelle composée (latérale) de my, et
my , 1.e. la transformation naturelle (évidemment bien définie) telle que :

- pour tout objet £ € Ob(E) ,ona (myem)(E) =my(E)em(E) .
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11.4. Composition (longitudinale) des transformations
naturelles entre modeles et des homomorphismes (entre
esquisses).

Si E et E' sont deux esquisses, si C est une catégorie, si H : E — E' est un
homomorphisme, si M':E'-C et M':E'—-C sont deux modeles et si
m':M''=M'y: E'— C estune transformation naturelle, on note :

m‘OHZM'10H2>M'20HZE -»C

1

la transformation naturelle composée (longitudinale) de m' et H , ie. la
transformation naturelle (évidemment bien définie) telle que :

- SSJac(m'o-H)=S5SJac(m')oSupp(H) ,
autrement dit, telle que :

- pour tout objet E€ Ob(E) ,ona (m'e-H)E)=m'(H(E)) .

12.  Catégories de modeles et foncteurs induits.

12.1.  Catégories de modeles.

Si E est une esquisse petite et si C est une catégorie localement petite, on
note Mod(E,C) la catégorie, évidemment localement petite, dont les objets sont les

modeles de E vers C , dont les fleches sont les transformations naturelles entre ces

modeles de E vers C et ou la composition est la latérale des morphismes.

12.2. Foncteurs induits entre catégories de modeles.

Si E et E' sont deux esquisses petites, si C est une catégorie localement

petiteet si H : E — E' est un homomorphisme, on note :
Mod(H,C):Mod(E',C) = Mod(E,C)

le foncteur induit par H , c'est-a-dire le foncteur composition par H , i.e. le foncteur
(évidemment bien défini) tel que :
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- pour tout objet M 'e Ob(Mod(E"',C)) , i.e. pour tout modele M": E'—- C ,ona:
Mod(H,C)YM')=M'-H :E - C ,

- pour toute fleche m'e F1(Mod(E',C)) , i.e. pour tous modeles M': E'=C et
M'5: E'— C et toute transformation naturelle m''M'1=> M '5,: E'>C ,ona:

Mod(H,C)(m')=m'oH :M'joH = M'yoH :E —>C .

13.  Catégories esquissables et foncteurs esquissables.

13.1.  Catégories esquissables.

Si M est une catégorie, on dit que M est esquissable si, et seulement si :

- il existe une esquisse petite E telle que les catégories M et Mod(E, Ens) sont
équivalentes.

13.2. Foncteurs esquissables
Si M et M, sont deux catégories et si U : M| — M, est un foncteur, on dit

que U est esquissable si, et seulement si :

- il existe une esquisse petite Ej , il existe une esquisse petite E, et il existe un
homomorphisme H:E, — E; tels que les foncteurs U:M;—M, et
Mod(H, Ens) : Mod(E|, Ens) — Mod(E,, Ens) sont équivalents.

14. Foncteurs évaluation.

14.1. Définition des foncteurs évaluation.

Si E est une esquisse petite et si £ € Ob(E) est un objet, on note :
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evg. g 1 Mod(E, Ens) — Ens
le foncteur évaluation en E , i.e. le foncteur (évidemment bien défini) tel que :
- pour tout objet M € Ob(Mod(E, Ens)) , i.e. pour tout modele M : E — Ens ,ona:
evg p(M)=M(E) ,

- pour toute fleche me F1(Mod(E, Ens)) , i.e. pour tous modeles M| :E — Ens et
M, : E — Ens et toute transformation naturelle m: My = M, : E — Ens ,ona:

evg g(m)=m(E) .

14.2.  Notation simplifiée pour les foncteurs évaluation.

Si E est une esquisse petite et si £ € Ob(E) , on note (s'il n'y a pas risque
d'ambiguité quant a l'esquisse E ) :

evg =evg g :Mod(E, Ens) — Ens .

14.3. Esquissabilité des foncteurs évaluation.

On désigne par 1 1'esquisse (évidemment petite) telle que :
- Supp(l) =1 est le graphe a composition ayant pour seul objet 1 et aucune fleche,
- CPDist({) =0,
- CIDist(l)=0 .
Alors, il est clair que Ens et Mod(l, Ens) sont isomorphes, de sorte que la catégorie
Ens est une catégorie esquissable !
Si E est une esquisse petite et si £ € Ob(E) , on désigne par :

select(E,E):1 > E

I'homomorphisme sélection de E dans E , i.e. 'homomorphisme (évidemment bien
défini) tel que :

-sel(E,EX1)=E .
Alors, il est clair que les foncteurs :

evg g :Mod(E, Ens) — Ens
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et
Mod(select(E, E), Ens) : Mod(E, Ens) — Mod(1, Ens)

sont équivalents (et méme "isomorphes") de sorte que le foncteur
evg g Mod(E, Ens) — Ens est esquissable !

15. Extensions d'esquisses.

15.1. Graphe a composition et foncteurs canoniquement
associés a un modele.

Si E est une esquisse petite et si M : E — Ens est un modele, on désigne

par GCano(M)) le graphe a composition canoniquement associé a M, , i.e. le graphe
a composition (évidemment petit) défini comme suit :

- I'ensemble Ob(GCano(M())) de ses objets est I'ensemble des (E,X) ou E € Ob(E)
et Xe My(E) ,

- I'ensemble F1(GCano(M)) de ses fleches est 'ensemble des :
((Ep, X1),e,(Ep, X)) : (Ep, Xp) — (Ep, X))

ol (El’Xl)E Ob(GCaHO(Mo)) , (E2,X2)E Ob(GCal’lO(Mo)) , €. El - E2 c Fl(E)
et Mo(e)(Xl) = X2 s

- I'ensemble F1Id(GCano(M()) de ses fleches identités est I'ensemble des :
((E,X),e,(E,X)):(E,X) = (E,X)e F1(GCano(M))
ole:E—>FEeF1Id(E),
- I'ensemble CComp(GCano(M)) de ses couples composables est 1'ensemble des :
(((Ey, X5),e9,(E3, X3)),((Ey, X1),e1,(Ea, X5)) )€ CConsec(GCano(M))
ou (ep,e;) e CComp(E) et, ce, de sorte que :
((E2, X7),e2,(E3, X3))«((Ey, X1), €1, (En, X)) = ((Ey, X1),ep €1,(E3, X3) .

Alors, on désigne par FCano(M():GCano(My)— Supp(E) le foncteur

canoniquement associé a M , i.e. le foncteur (évidemment bien défini) tel que :

- pour tout objet (E, X) e Ob(GCano(M)) ,ona FCano(My)E,X)=E ,
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- pour toute fleche ((Ej, X}),e,(E,, X5)) € F1(GCano(M())) ,ona:

FCano(My)((Ey, X)),e,(Ey, Xp)) =€ .

15.2. Extension d'une esquisse par un modele.

Si E est une esquisse petite et si M : E — Ens est un modele, on désigne

par Ext(E, M) l'esquisse extension de E par My , i.e. I'esquisse (évidemment petite)
obtenue en ajoutant a E :

- un objet supplémentaire FM0 € Ob(Ext(E,My)) ,
- pour tout objet (E, X) € Ob(GCano(M)) , une fleche supplémentaire :
PMy(E.X) * Fu, = (E=FCano(M()(E, X)) e FL(ExL(E, My)) ,

- pour toute fleche ((Ej, Xj),e,(Ep, X5)) e F1(GCano(M)) , un couple composable
supplémentaire :

((Er, X1), e, (B, X2)), Pagy (E,. x,) )€ CComp(EXE(E, M)

- une limite projective potentielle supplémentaire (autrement dit, un cdne projectif
distingué supplémentaire), i.e. le cone projectif (évidemment bien défini) :

pMO = (pMO,(E,X) :FMO - E)(E,X)GGCano(MO) € CPDiSt(EXt(E,Mo)) .
Alors, on note :
E cExt(E.M): E — Ext(E,My)

I'homomorphisme injection canonique.

15.3. [Extension d'une esquisse par une transformation
naturelle (entre modeles).

Si E est une esquisse petite, si My: E — Ens et Ny: E — Ens sont deux
modeles et si my : My = Ny:E — Ens est une transformation naturelle, on désigne
par Ext(E,my) l'extension de E par my , 1.e. I'esquisse (évidemment petite) obtenue

en ajoutant a la réunion Ext(E,Mq)UExt(E,Ny) (qu'on laisse au lecteur le soin

d'expliciter) :
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- une fleche supplémentaire fNo 1 Fy, = Fy, € FLEXU(E, mp)) ,
- pour tout objet (E, X )€ Ob(Ext(E,M()) , un couple composable :
(PMy.x s fmy) € CComp(Ext(E,mg))

et, ce, de sorte que pys. x «finy) = PNy.my(E)X) -
Alors, on note :

E cExt(E,my): E — Ext(E,mp) ,
Ext(E,My) C Ext(E,my): Ext(E,My) — Ext(E,mg) ,
Ext(E,Ny) C Ext(E,my) :Ext(E,No) = Ext(E,mg) ,

les homomorphismes injections canoniques.

154. Extension d'une esquisse par un ensemble de
transformations naturelles (entre modeles).

Si E est une esquisse petite et si my < F1(Mod(E, Ens)) est un ensemble de
transformations naturelles entre modeles de E dans Ens , on désigne par Ext(E,m)

l'extension de E par l'ensemble my , i.e. I'esquisse (évidemment petite) :

Ext(E.my) = | Ext(E.mp) .

moe mo
Alors, on note :

E cExt(E,my): E = Ext(E,m) ,
et, pour toute fleche my : My = Ny : E = Ens € my c F1(Mod(E, Ens)) :
Ext(E,Mqy) c Ext(E,m) :Ext(E,My) = Ext(E,m) ,
Ext(E,Ngy) C Ext(E,my) :Ext(E,Ny) = Ext(E,m) ,
Ext(E,my) C Ext(E,mg):Ext(E,my) = Ext(E,m)
les homomorphismes injections canoniques.
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16.  Prolongements canoniques de modéeles.

16.1. Prolongement canonique a l'extension par un modéele.

Si E est une esquisse petite, si M : E — Ens est un modele ("fixé").et si
M : E — Ens est un modele ("variable"), on désigne par :
Prolg p,(M):Ext(E,Mq) — Ens
le modele prolongement canonique de M : E — Ens le long de 'homomorphisme

injection canonique E C Ext(E,M): E — Ext(E,M) , i.e. le modele (évidemment
bien défini) tel que :

- (Prolg y(M))(Fyp,) = Homyoa(E, Ens) (Mo, M) :

- pour tout objet (E, X )€ Ob(GCano(M())) , autrement dit pour tout objet £ € Ob(E)
ettout X € My(E) ,ona:

(ProlE’MO (M))(pM(),(E,X)) . HomMod(E’Ens)(Mo,M)—>M(E)
(m:My=M :E = Ens)— m(E)(X)
(de sorte que - classiquement - le cone projectif :
Prolg m, (M) Py E X)) Homyod(E, Ens)(Mo, M) = M(E))(E, X )eccano(M,)

est bien un cdne projectif limite - "canonique" - de Ens et, donc, que Prolg y o M)

est bien un modele).

16.2. Prolongement canonique a I'extension par une
transformation naturelle (entre modeles).

Si E est une esquisse petite, si My: E — Ens et Ny: E — Ens sont deux

modeles ("fixés"), si my: My = No:E — Ens est une transformation naturelle
("fixée") et si M : E — Ens est un modele, on désigne par :

ProlEmo (M) :Ext(E,my) — Ens
le modele prolongement canonique de M : E — Ens le long de l'homomorphisme

injection canonique E C Ext(E,mg): E = Ext(E,mg) , i.e. le modele (évidemment
bien défini) tel que :
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- PrOlE,mo (M) :Ext(E,my) — Ens prolonge ProlE,MO (M) :Ext(E,Mqy) — Ens

le long de I'homomorphisme injection canonique :

Ext(E,My) C Ext(E,my): Ext(E,My) — Ext(E,mg) ,

- PrOlE,mo (M) :Ext(E,my) — Ens prolonge ProlE7N0 (M) :Ext(E,Ng) — Ens

le long de I'homomorphisme injection canonique :

EXt(E,No) c EXt(E,mo) : EXt(E,No) - Ext(E,mO) ,

- (Prolg my (M) fi,) = Homyod(E  Ens) (Mo, M)

16.3. Prolongement canonique a l'extension par un ensemble
de transformations naturelles (entre modeles).

Si E est une esquisse petite et si my < F1(Mod(E, Ens)) est un ensemble de

transformations naturelles entre modeles de E dans Ens et si M : E — Ens est un

modele, on désigne par :

Prolg m,(M):Ext(E,my) — Ens

le modele prolongement canonique de M : E — Ens le long de 'homomorphisme
injection canonique E C Ext(E,m): E — Ext(E,m) , i.e. le modele (évidemment

bien défini) tel que :

- pour toute fleche mg € m , le modele Prolg , (M):Ext(E,my) — Ens prolonge
le modele Prol E.m (M) : Ext(E,my) — Ens le long de 'homomorphisme injection

canonique Ext(E,my) C Ext(E,my) :Ext(E,my) = Ext(E,mg) .
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17. Catégories de modeles et catégories de leurs
prolongements canoniques.

17.1. Catégories de modeles et catégories de leurs
prolongements canoniques aux extensions par un
modéle.

Si E est une esquisse petite et si M : E — Ens est un modele ("fixé"), on
désigne par :
Prolg pm, (=) :Mod(E, Ens) — Mod(Ext(E, M), Ens)
le foncteur prolongement canonique le long de l'homomorphisme injection canonique :
E cExt(E,My):E — Ext(E, M) ,
i.e. I'unique foncteur (évidemment bien défini) tel que :

- pour tout objet M € Ob(Mod(E, Ens)) , i.e. pour tout modele M : E — Ens ,ona:
(ProlE’M0 =)M) = ProlE’M0 (M) .
Alors, il est clair que ce foncteur prolongement canonique :
Prolg p, (=) :Mod(E, Ens) — Mod(Ext(E, M), Ens)
et le foncteur induit par l'injection canonique:
Mod(E Cc Ext(E, M), Ens) : Mod(Ext(E, M), Ens) — Mod(E, Ens)

constituent une équivalence de catégories.

17.2. Catégories de modeles et catégories de leurs
prolongements par une transformation naturelle (entre
modéeles).

Si E est une esquisse petite, si My: E — Ens et Ny: E — Ens sont deux

modeles ("fixés") et si my: My = Ny:E — Ens est une transformation naturelle
("fixée"), on désigne par :

ProlE,mO (=) : Mod(E, Ens) — Mod(Ext(E,mg), Ens)
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le foncteur prolongement canonique long de l'homomorphisme injection canonique :
E c Ext(E,mg) : E — Ext(E,m) ,
1.e. 'unique foncteur (évidemment bien défini) tel que :
- pour tout objet M € Ob(Mod(E, Ens)) , i.e. pour tout modele M : E — Ens ,ona:
(Prolp m,(-)(M)=Prolg ,, (M) .
Alors, il est clair que ce foncteur prolongement canonique :
Prolp m,(-):Mod(E, Ens) — Mod(Ext(E,my), Ens)
et le foncteur induit par 1'injection canonique:
Mod(E C Ext(E,my), Ens) : Mod(Ext(E,mgy), Ens) — Mod(E, Ens)

constituent une équivalence de catégories.

17.3. Catégories de modeles et catégories de leurs
prolongements canoniques par un ensemble de
transformations naturelles (entre modeles).

Si E est une esquisse petite, et si my C F1(E) est un ensemble ("fixé") de
transformations naturelles, on désigne par :
ProlEm0 (=) : Mod(E, Ens) — Mod(Ext(E,mg), Ens)
le foncteur prolongement canonique long de l'homomorphisme injection canonique :
E c Ext(E,mg): E — Ext(E,m) ,
1.e. 'unique foncteur (évidemment bien défini) tel que :

- pour tout objet M € Ob(Mod(E, Ens)) , i.e. pour tout modele M : E — Ens ,ona:
(PrOlE,mO(_))(M):PrOlE,mO(M) .

Alors, il est clair que ce foncteur prolongement canonique :

ProlEm0 (=) : Mod(E, Ens) — Mod(Ext(E,m), Ens)

et le foncteur induit par l'injection canonique:

Mod(E c Ext(E,mg), Ens) : Mod(Ext(E,m(), Ens) — Mod(E, Ens)

constituent une équivalence de catégories.
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18. Ensembles de solutions.

18.1. Définition des ensembles de solutions.

Si M; et M, sont deux catégories localement petites, si U : M| — M, est un
foncteur, si X est un ensemble, si L =(Ly € Ob(M))xcx est une famille d'objets, si
S e Ob(M,) estun objetetsi p=(py :S >U(Ly)€e F1(M5,))xcx est une famille
projective de fleches, on dit que la famille projective de fleches p présente la famille
d'objets L comme un ensemble de solutions pour l'objet S relativement au foncteur U
si, et seulement si :

- pour tout objet M € Ob(M) et toute fleche m: S = U(M)e F1(M,) il existe au
moins) un X € X et (au moins) une fleche my : Ly — M € F1(M/) tels que :
Ulmy).px =m .

18.2. Existence d'ensembles de solutions.

On peut montrer que :

-si M| et M, sont deux catégories localement petites et si U : M; — M, est un
foncteur esquissable, alors a tout objet S € Ob(M,) on peut associer une famille
d'objets L=(Ly € Ob(M|))xcx et une famille projective de fleches
p=(px:S »>U(Ly)eF1(M,))xcx de sorte que la famille projective de fleches p
présente la famille d'objets L comme un ensemble de solutions pour l'objet S
relativement au foncteur U .

En particulier, ceci vaut si M; = Mod(E, Ens) est la catégorie des modeles
d'une esquisse petite E ,si M, = Ens etsi:

U=evgp:(M; =Mod(E, Ens)) — (Ens = M»)

est le foncteur évaluation en un quelconque objet E € Ob(E) (et plus spécifiquement
encore,s1 S =A= {5} est une ensemble, choisi arbitrairement, a un seul élément).

33



