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 Introduction. 

On sait caractériser sémantiquement certaines sous-catégories pleines de la 

catégorie des modèles d'une théorie du premier ordre (i.e. d'une esquisse) en exprimant 

que leurs classes d'objets constituent des classes de satifaction (en particulier, des 

classes d'injectivité) relativement à des familles projectives de flèches de la catégorie 

initiale. On sait aussi caractériser syntaxiquement ces sous-catégories pleines comme les 

catégories de modèles des sur-théories obtenues en ajoutant à la théorie initiale des 

axiomes supplémentaires (mais pas d'autres données). 

Par exemple, un ensemble X  est (évidemment) non vide si, et seulement si, il vérifie 

l'axiome : 

xxx =∈∃ X  ; 

mais, on peut dire aussi que X  est non vide si, et seulement si, en tant qu'objet de la 

catégorie Ens  de tous les ensembles et de toutes les applications entre eux, il est injectif 

relativement à la flèche { }OO /→/:q  , i.e. si et seulement si : 

- pour toute application XO →/:a  (évidemment, il n'y en a qu'une ! ) , comme 

représentée ci-dessous : 

 

 
X  O/  

{ }O/  

a  

q  

 

 

il existe (au moins) une application { } XO →/:'a  telle que  aqa =o'  , comme 

représentée ci-dessous : 
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X  O/  

{ }O/  

a  

'a  q  

 

De même, un groupe abélien G  (noté additivement) est de torsion s'il vérifie l'axiome  : 

0
*

=∨∈∀
∈

ngg
n N

G  ; 

mais on peut dire aussi que G  est de torsion si, et seulement si, en tant qu'objet de la 

catégorie Ab  de tous les groupes abéliens et de tous les homomorphismes entre eux, il 

satisfait la famille projective */ NZZZ ∈→ nn nq ):(  de flèches de Ab  (où les nq  sont 

les passages aux classes), i.e. si et seulement si : 

- pour tout homomorphisme G→Z:h  , comme représenté ci-dessous : 

          

 h  
G  Z  

ZZ n/  

nq  

 

il existe (au moins) un *N∈n  et au moins un homomorphisme G→ZZ nh n /:'  tel 

que hqh nn =o'  , comme représenté ci-dessous : 

          

 h  
G  Z  

ZZ n/  

nh '  nq  

 

Ceci, pour ne citer que deux exemples, parmi une multitude d'autres que le lecteur a 

certainement déjà en tête ...  

Disons maintenant qu'une sous-catégorie d'une catégorie est co-pleine si, et 

seulement si, elle a les mêmes objets . Alors, dans le présent travail, nous caractérisons 

sémantiquement certaines sous-catégories co-pleines d'une catégorie de modèles d'une 

quelconque esquisse (i.e. d'une théorie du premier ordre) en exprimant que leurs classes 

de flèches constituent des classes qui équilibrent des ensembles de cônes projectifs de la 
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catégorie initiale (en particulier, des classes "d'orthogonalité"). Et nous les caractérisons 

aussi syntaxiquement en prouvant que ce sont les catégories de modèles des sur-

esquisses obtenues en ajoutant à l'esquisse initiale des compléments à des sous-objets 

qui y sont spécifiés. 

Par exemple, la catégorie Ens  de tous les ensembles et de toutes les applications entre 

eux est (équivalente à) la catégorie des modèles de l'esquisse : 

 

 

S  SS ×  

1p  

2p  

d  

 

 

(où 1p  et 2p  sont les deux projections et d  est la diagonale). Sa sous-catégorie co-

pleine EnsInj  , de tous les ensembles et des seules applications injectives, est la 

catégorie des modèles de la sur-esquisse : 

 

          

 

S  )( SSSS ¬+=×  

1p  

2p  

d  

S¬  

d¬  

 

 

(où d  et d¬   sont les deux co-projections) ; mais on peut dire aussi qu'une application 

YX →:f  est injective si, et seulement si, en tant que flèche de la catégorie Ens  , elle 

est "orthogonale" à l'application { }{ } { }OOO /→// ,:r  , i.e. si et seulement si : 

- pour tout carré commutatif d'applications tel que ci-dessous : 
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X  

Y  

{ }{ }OO // ,  

{ }O/  

f  

b  

c  

r  

 

il existe (au moins) une application { } Xb →/O:'  telle que brb =o'  , comme 

représentée ci-dessous : 

 
X  

Y  

{ }{ }OO // ,  

{ }O/  

f  

b  

c  

'b  r  

 

De même, la catégorie Ab  de tous les groupes abéliens et de tous les homomorphismes 

entre eux est (équivalente à) la catégorie des modèles d'une esquisse où on peut toujours 

faire figurer (parmi d'autres ingrédients que nous laissons au lecteur le soin de détailler) 

un monomorphisme : 

 

T  S  
j  

 

où S  représente l'ensemble sous-jacent au groupe abélien ainsi esquissé et T  le sous-

ensemble de ses éléments de torsion. Alors, si on dit qu'un homomorphisme HG →:k  

entre deux groupes abéliens est de torsion si, et seulement si, un quelconque élément de 

G  est de torsion dès que son image par k  est de torsion, on voit que la sous-catégorie 

co-pleine AbTor  de Ab  , constituée de tous les groupes abéliens et des seuls 

homomorphismes de torsion, est la catégorie des modèles de la sur-esquisse obtenue en 

rajoutant à l'esquisse des groupes abéliens précédente la somme représentée ci-dessous : 
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T  )( TTS ¬+=  
j  

j¬  

T¬  
 

(où j  et j¬  sont les deux co-projections) ; mais on peut dire aussi que HG →:f  est 

de torsion si, et seulement si, en tant que flèche de la catégorie Ab  , il équilibre la 

famille projective */ NZZZ ∈→ nn nq ):(  de flèches de Ab  , i.e. si et seulement si : 

- pour tout *N∈m  et pour tout carré commutatif d'homomorphismes tel que ci-

dessous : 

 
G  

H  

Z  

ZZ m/  

mq  f  

h  

mk  
 

il existe au moins un *N∈n  et au moins un homomorphisme G→nnh Z:'  tel que 

hqh nn =o'  , comme représentés ci-dessous : 

 
G  

H  

Z  

ZZ n/  

ZZ m/  

mq  
nq  

f  

h  

mk  

nh '  

 

Ceci, pour ne citer que deux exemples, parmi une multitude d'autres que nous laisserons 

au lecteur le soin de détailler ... 
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Pour rendre la lecture aussi aisée que possible, nous présentons les choses 

sous-forme de trois fascicules disctincts : 

- dans le présent Fascicule 1 , le lecteur trouvera l'exposé détaillé des résultats obtenus et 

de leurs démonstrations, 

- dans le Fascicule 2 , "l'Atlas des Figures", le lecteur trouvera toutes les figures 

auxquelles il est fait allusion dans le Fascicule 1 (il pourra donc consulter d'autant plus 

facilement les Fascicules 1 et 2 simultanément pour mettre en regard chaque figure et la 

partie correspondante du texte où elle est mentionnée), 

- dans le Fascicule 3, "l'Appendice", il trouvera les prérequis (terminologie, notations, 

constructions, résultats fondamentaux ... ), essentiellement de Théorie des Esquisses, 

que nous utilisons systématiquement dans le Fascicule 1 (il pourra donc consulter 

d'autant plus facilement les Fascicules 1 et 3 simultanément pour mettre en regard 

chaque définition, chaque terme, chaque construction et chaque résultat fondamentaux 

et la partie correspondante du texte où ils sont mentionnés). 

1. Sous catégories complémentantes. 

1.1. Sur-esquisses complémentantes. 

Supposons que E  est une esquisse petite (voir l'Appendice - Fascicule 3). 

Si FEj →:  est un monomorphisme potentiel (voir l'Appendice - Fascicule 3) 

de E  , on note ),( jECompl  la sur-esquisse de E  complémentant j  , i.e. l'esquisse 

petite obtenue, par complémentation potentielle de j , en ajoutant à E  (voir la Figure 

1 - Fascicule 2): 

- un objet ),( jE¬  , 

- une flèche FjEj →¬¬ ),(:  , 

- la somme potentielle (voir l'Appendice - Fascicule 3) ci-dessous : 

),( jFE
jj

E¬ ← →
¬

 . 

Plus généralement, si j  est un ensemble de tels monomorphismes potentiels j  

de E  , on note ),( jECompl  la sur-esquisse de E  complémentant j  , i.e. l'esquisse 

petite réunion des ),( jECompl  quand j  varie dans j  . 

Alors, on dispose de l'homomorphisme (voir l'Appendice - Fascicule 3) injection 

canonique : 
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),(:),( jEEjEE ComplCompl →⊆  , 

donc du foncteur : 

),()),,((:),),(( EnsEEnsjEEnsjEE ModComplModComplMod →⊆  , 

induit (voir l'Appendice - Fascicule 3) par ),( jEE Compl⊆  , entre les catéories de 

modèles dans Ens  de E  et ),( jECompl  (voir l'Appendice - Fascicule 3). 

Dans ces conditions, il est facile de vérifier que : 

- le foncteur )),,(( EnsjEE ComplMod ⊆  a pour image une sous-catégorie 'M  de 

),( EnsEM Mod=  ayant les mêmes objets que M  , 

- le foncteur )),,(( EnsjEE ComplMod ⊆  définit (par restriction) une équivalence sur 

sa catégorie image 'M  . 

1.2. Définition des sous-catégories complémentantes. 

Si M  est une catégorie esquissable (voir l'Appendice - Fascicule 3) et si 'M  est 

une sous-catégorie de M  ayant les mêmes objets que M  , nous dirons que 'M  est une 

sous-catégorie complémentante de M  si, et seulement si : 

- il existe une esquisse petite E  et un ensemble j  de monomorphismes potentiels de E  

tels que le foncteur injection canonique : 

MMMM →⊆ ':'  

soit équivalent (voir l'Appendice - Fascicule 3) au foncteur : 

),()),,((:)),,(( EnsEEnsjEEnsjEE ModComplModComplMod →⊆  . 

2. Sous-catégories résolvantes. 

2.1. Résolutions. 

Supposons que M  est une catégorie localement petite et que 'M  est une sous-

catégorie de M  ayant les mêmes objets que M  . 
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Une résolution de M  dans 'M  consiste en la donnée (voir la Figure 2 - 

Fascicule 2) : 

- d'un ensemble (d'indices) I  , 

- pour tout I∈I  , d'un objet )(MOb∈IR  , 

- pour tout I∈I  , d'un ensemble (d'indices) IX  , 

- pour tout I∈I  , d'une famille 
IXXII PP XM ∈∈= ))(( , Ob  d'objets, 

- pour tout I∈I  , d'une famille 
IXXIIXII PRpp XM ∈∈→= ))(:( ,, Fl  de flèches, 

et, ce, de sorte que : 

- la condition suivante est vérifiée : 

Résol. 1 : pour tout I∈I  , la famille de flèches : 

IXXIIXII PRpp XM ∈∈→= ))(:( ,, Fl  

présente la famille d'objets : 

IXXII PP XMM ∈=∈= ))()'(( , ObOb  

comme un ensemble de solutions dans 'M  pour l'objet )(MOb∈IR  relativement au 

foncteur injection canonique MM ⊆'  (voir l'Appendice - Fascicule 3 et/ou la Figure 

3 - Fascicule 2), 

- la condition suivante est vérifiée : 

Résol. 2 : pour tout objet )(MOb∈M  , pour tout objet )(MOb∈N  , pour toute 

flèche )(: MlF∈→ NMm  , pour tout objet I∈I  et pour toute flèche 

)(: MFl∈→ MRr II  , l'assertion Assert. 1 ci-dessous implique l'assertion Assert. 2 

ci-dessous (voir la Figure 4 - Fascicule 2) : 

Assert. 1 : on a )'(: MFl∉→ MRr II  , 

Assert. 2 : on a )'(: MFl. ∉→ NRrm II  . 

- la condition suivante est vérifiée : 

Résol. 3 : pour tout objet )(MOb∈M  , pour tout objet )(MOb∈N  et pour toute 

flèche )(: MFl∈→ NMm  , l'assertion Assert. 3 ci-dessous implique l'assertion 

Assert. 4 ci-dessous (voir la Figure 5 - Fascicule 2) : 

Assert. 3 : pour tout objet I∈I  et pour toute flèche )'(:' MFl∈→ MRr II  , on 

a )'(:' MFl. ∈→ NRrm II  , 

Assert. 4 : on a )'(: MFl∈→ NMm  . 

Formellement, on notera : 

)))((,))((,)(,)(,( ,, IXIXII XIR ∈∈∈∈∈∈= IXXIIXXIIIII II
pPR  
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une telle résolution de M  dans 'M  . 

2.2. Définition des sous-catégories résolvantes. 

Si M  est une catégorie localement petite et si 'M  est une sous-catégorie de 

M  ayant les mêmes objets que 'M  , nous dirons que 'M  est une sous-catégorie 

résolvante de M  si, et seulement si : 

- il existe une résolution de M  dans 'M  . 

3. Sous-catégories équilibrantes. 

3.1. Equilibre. 

Supposons que M  est une catégorie localement petite. 

Si Y  est un ensemble et si YM ∈∈→= YYY QQqq ))(:( Fl  est une famille 

projective petite (voir l'Appendice - Fascicule 3) de flèches, on dit qu'une flèche 

)(: MFl∈→ NMm  équilibre q  si, et seulement si, la condition suivante est vérifiée : 

Equil. 1 : pour toute flèche )(: MFl∈→ MQs  , l'assertion Assert. 5 ci-dessous 

implique l'assertion Assert. 6 ci-dessous (voir la Figure 6 - Fascicule 2): 

Assert. 5 : il existe un Y∈1Y  et il existe une flèche )(:
11

MFl∈→ NQt YY  tels 

que 
11 YY qtsm .. =  , 

Assert. 6 : il existe un Y∈2Y  et il existe une flèche )(:
22

MFl∈→ MQs YY  tels 

que 
22 YY qss .=  . 

Plus généralement, si q  est un ensemble de telles familles projectives petites q   

de flèches de M  , on dit qu'une flèche )(: MFl∈→ NMm  équilibre q  si, et 

seulement si, m  équilibre toute famille q∈q  . 

Dans ces conditions, il est facile de vérifier que les flèches de M  qui équilibrent q  sont 

les flèches d'une sous-catégorie ),( qMEquil  de M  ayant les mêmes objets que M  . 



 

 10 

3.2. Définition des sous-catégories équilibrantes. 

Si M  est une catégorie localement petite et si 'M  est une sous-catégorie de 

M  ayant les mêmes objets que M  , nous dirons que 'M  est une sous-catégorie 

équilibrante de M  si, et seulement si : 

- il existe un ensemble q  de familles projectives petites de flèches de M  tel que 

),(' qMM Equil=  . 

4. Sous-catégories complémentantes, résolvantes et 

équilibrantes des catégories esquissables. 

4.1. Sous-catégories complémentantes et sous-catégories 

résolvantes des catégories esquissables. 

Montrons que : 

Proposition 1. Si M  est une catégorie esquissable et si 'M  est une sous-catégorie 

complémentante de M  , alors 'M  est une sous-catégorie résolvante de M  . 

Preuve. Supposons que E  est une esquisse petite et que j  est un ensemble de 

monomorphismes potentiels de E  . 

Posons : 

- ),( EnsEM Mod=  , 

- )),,((" EnsjEM ComplMod=  , 

- MMEnsJEEU →⊆= ":)),,Compl((Mod  . 

Alors, ')"( MMU =  est une sous catégorie de M  ayant les mêmes objets que M  , la 

restriction '":' MMU →  de MMU →":  est une équivalence, de sorte que 'M  est 

une sous-catégorie complémentante de M  . 

Il s'agit donc de montrer que 'M  est une sous-catégorie résolvante de M  . 

Etape 1 : construction d'un ensemble d'indices et d'une famille d'objets. 

Pour tout j∈→ jj FEj :  , à l'ensemble { }δ=∆∆∆∆  on sait associer une famille projective 

de flèches : 
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jHjHjHj FRf HEns ∈∈→ ))()(":( ,, Fl∆∆∆∆  

présentant la famille d'objets : 

jHHjR HMEnsjE ∈∈→ ))"(),(:"( , ObCompl  

comme un ensemble de solutions pour l'objet )(EnsOb∈∆  relativement au foncteur 

EnsM →":
jFev  évaluation en jF  , puisqu'il est esquissable (voir l'Appendice - 

Fascicule 3 et/ou la Figure 7 - Fascicule 2). 

Alors, pour tout j∈j  et tout jH H∈  , puisque : 

)(),(:" , MEnsJE ObCompl ∈→HjR  

est un modèle, on dispose de la somme dans Ens  ci-dessous (voir aussi la Figure 8 - 

Fascicule 2) : 

)(":)),((")(")(":)(" ,,,,, jRjERFRERjR HjjHjjHjjHjHj ¬¬←→  . 

Ainsi, l'application )(": ,, jHjHj FRf →∆  vérifie une et une seule des deux assertions 

Assert. 7 ou bien Assert. 8 suivantes (voir la Figure 9 - Fascicule 2) : 

Assert. 7 : il existe un (nécessairement unique) )(" ,, jHjHj ER∈δ  tel que : 

))((")( ,,, HjHjHj jRf δδ =  , 

Assert. 8 : il existe un (nécessairement unique) )),((" ,, jER jHjHj ¬∈¬δ  tel 

que : 

))((")( ,,, HjHjHj jRf ¬¬= δδ  . 

Alors, on note : 

{ }8Assert.vérifieetet),( ,Hjj fHjHj HjI ∈∈=  

et, pour tout I∈),( Hj  , on pose : 

)(:)"( ,),( MEnsEU Ob∈→= HjHj RR  . 

Etape 2 : vérification de la condition Résol. 1. 

Pour tout I∈),( Hj  , à l'objet )(:),( MEnsE Ob∈→HjR  on sait associer une famille 

projective de flèches : 

),(
))(:)"(:( ),,(),(),,( HjXXHjHjXHj PRp XMEnsEU ∈∈→⇒ Fl  

présentant la famille d'objets : 

),(
))"(),(:"( ),,( HjXXHjP XMEnsjE ∈∈→ ObCompl  



 

 12 

comme un ensemble de solutions pour l'objet )(:),( MEnsE Ob∈→HjR  relativement 

au foncteur MMU →":  , puisqu'il est esquissé  (voir l'Appendice - Fascicule 3 et/ou la 

Figure 10 - Fascicule 2). 

Alors, pour tout I∈),( Hj  et tout  ),( HjX X∈  , on pose : 

)(:)"(')"( ),,(),,(),,( MEnsEUU Ob∈→== XHjXHjXHj PPP  . 

Comme le foncteur '":' MMU →  est une équivalence, la famille de flèches : 

),(
))(:( ),,(),(),,( HjXXHjHjXHj PRp XM ∈∈⇒ Fl  

présente donc aussi la famille d'objets : 

),(
))()'(:( ),,( HjXXHjP XMMEnsE ∈=∈→ ObOb  

comme un ensemble de solutions pour l'objet : 

)(:),( MEnsE Ob∈→HjR  

relativement au foncteur injection canonique MMMM →⊆ ':'  (voir la Figure 11 - 

Fascicule 2). 

Ainsi, la condition Résol. 1 est établie. 

Etape 3 : vérification de la condition Résol. 2. 

Supposons que )(:,, MEnsE Ob∈→NMR  sont trois modèles et que 

)(:: MEnsE Fl∈→⇒ MRr  et )(:: MEnsE Fl∈→⇒ NMm  sont deux 

transformations naturelles. 

Notons )"(),(:","," MEnsjE ObCompl ∈→NMR  trois modèles prolongeant les 

trois modèles )(:,, MEnsE Ob∈→NMR  le long de l'homomorphisme injection 

canonique ),(:),( jEEjEE ComplCompl →⊆  , i.e. tels que RR =)"(U  , 

MM =)"(U  et NN =)"(U  : pour ce faire, pour tout  j∈j  , il suffit de prendre 

successivement (voir la Figure 12 - Fascicule 2) : 

)\)\) jjjjjj FRERjRFRFRERjRFRjR ())()(((:)())()((()(" )( →⊆=¬  , 

)\)\) jjjjjj FMEMjMFMFMEMjMFMjM ())()(((:)())()((()(" )( →⊆=¬  , 

)\)\) jjjjjj FNENjNFNFNENjNFNjN ())()(((:)())()((()(" )( →⊆=¬  . 

Si, par hypothèse, Assert. 1  (où on remplace MRr II →:  par MRr →:  ) est vérifiée, 

i.e. si  

)'(:: MEnsE Fl∉→⇒ MRr  , 

c'est qu'il n'existe pas de transformation naturelle : 

)"(),(:"":" MEnsjE FlCompl ∈→⇒ MRr  
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telle que : 

rrr == )"(')"( UU  . 

Par conséquent, il existe au moins un j∈0j  pour lequel l'application : 

)),((")("

)(")(

)),((")("

)(")(

:)(

00 00

00

00

00

0
jEMEM

FMFM

jERER

FRFR

Fr

jj

jj

jj

jj

j

¬+
=

=
 →

¬+
=

=
 , 

qui admet la restriction : 

)()(:)(
000 jjj EMEREr →  , 

n'admet pas de restriction de la forme (voir la Figure 13 - Fascicule 2) : 

))((")),(("
000 ,0 jjj EMjER ¬→¬  . 

Autrement dit, il existe )),((" 00 jER ¬∈ε  et )("
0j

EM∈ϕ  tels que (voir la Figure 14 - 

Fascicule 2) : 

))(())((")])((")[( 0000
ϕϕε jMjMjRFr j ==¬  . 

Il en résulte qu'il existe )()("))((
000 jjj ENENEm =∈= ϕψ  tel que : 

))(())((")])((")[)(( 0000
ψψε jNjNjRFrm j ==¬.  . 

Par conséquent, l'application : 

)),((")("

)(")(

)),((")("

)(")(

:))((

00 00

00

00

00

0
jENEN

FNFN

jERER

FRFR

Frm

jj

jj

jj

jj

j

¬+
=

=
 →

¬+
=

=
.  , 

qui admet la restriction : 

)()(:))((
000 jjj ENERErm →.  , 

n'admet pas de restriction de la forme (voir la Figure 15 - Fascicule 2) 

)),((")),((" 00 00
jENjER jj ¬→¬  . 

C'est donc qu'il n'existe pas de transformation naturelle : 

)"(),(:"":")( MEnsjE FlCompl. ∈→⇒ NRrm  

telle que (voir la Figure 16 - Fascicule 2) : 

rmrmrm ... == ))"((')")(( UU  . 

Ce qui permet d'affirmer que )'(:: MEnsE Fl. ∉→⇒ NRrm  , i.e. que Assert. 2 

(où on remplace NRrm II →:�  par NRrm →:.  ) est vérifiée. 

Ainsi, la condition Résol. 2 est vérifiée (si on se contente de prendre pour : 
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)'(\)(:: MMEnsE FlFl∈→⇒ MRr  

une quelconque : 

)'(\)(:: ),(),( MMEnsE FlFl∈→⇒ MRr HjHj  , 

pour un quelconque I∈= ),( HjI  ). 

Etape 4 : début de la vérification de la condition Résol. 3. 

Supposons que )(:, MEnsE Ob∈→NM  sont deux modèles et que 

)(:: MEnsE Fl∈→⇒ NMm  est une transformation naturelle vérifiant Assert. 3 , 

i.e. telle que, pour tout I∈),( Hj  et toute flèche : 

)'(:: ),(),( MEnsE Fl∈→⇒ MRr HjHj  , 

on a : 

)'(:: ),(),( MEnsE Fl. ∈→⇒ NRrm HjHj  . 

Notons )"(),(:"," MEnsjE ObCompl ∈→NM  deux modèles prolongeant les deux 

modèles )(:, MEnsE Ob∈→NM  le long de l'homomorphisme injection canonique 

),(:),( jEEjEE ComplCompl →⊆  , i.e. tels que MM =)"(U  et NN =)"(U  : 

pour ce faire, pour tout j∈j  , il suffit de prendre successivement (voir la Figure 17 - 

Fascicule 2) : 

)\)\) jjjjjj FMEMjMFMFMEMjMFMjM ())()(((:)())()((()(" )( →⊆=¬  , 

)\)\) jjjjjj FNENjNFNFNENjNFNjN ())()(((:)())()((()(" )( →⊆=¬  . 

Alors, si j∈→
00

:0 jj FEj  et si )),((" 00 jEM ¬∈θ  , on dispose de l'application 

"sélectionnant θ  " : 

{ }
θδ

δ∆θ
a

)()),((": 00,0
EnsFl∈¬→= jEMs j  . 

Comme construite dans l'Etape 1 précédente, la famille projective de flèches : 

jHjHjHj FRf HEns ∈∈→ ))()(":(
000 ,, Fl∆∆∆∆  

présente la famille d'objets : 

jHHjR HMEnsjE ∈∈→ ))"(),(:"( ,0
ObCompl  

comme un ensemble de solutions pour l'objet )(EnsOb∈∆  relativement au foncteur  

EnsM →":
0

jFev  "évaluation en 
0j

F  ". Il existe donc un 
0j

H H∈θ  et une flèche : 

)"(),(:"":" ,, 00
MEnsjE FlCompl ∈→⇒ MRr HjHj θθ

 

tels que (voir la Figure 18 - Fascicule 2) : 
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θθθ ,0,, 0000
)(")(" jHjjHj sjMfFr oo ¬=  . 

Il en résulte que 
θHjf ,0

 vérifie l'assertion Assert. 8 de l'Etape 1 précédente, i.e. qu'il 

existe un unique )),((" 0,, 000
jER jHjHj ¬∈¬ θθ

δ  tel que (voir la Figure 19 - Fascicule 

2) : 

))((")( ,0,, 000 θθθ
δε HjHjHj jRf ¬¬=  

ce qui implique évidemment que θδ
θθ

=¬ ¬ )))(,((" ,0, 000 HjjHj jEr  . 

En vertu de la construction de I  effectuée à l'Etape 1 précédente, on a donc  

I∈),( 0 θHj  . De sorte qu'Assert. 3 s'applique, en y prenant : 

),(),( 0 θHjHj =  

et : 

)'(:)"()"(:)"( ,),(,),( 0000
MEnsEUUU Fl∈→=⇒== MMRRrr HjHjHjHj θθθθ

 . 

Ainsi on a )'(:: ),(),( 00
MEnsE Fl. ∈→→ NRrm HjHj θθ

 . Par conséquent, il existe 

une unique transformation naturelle : 

)"(),(:"":")( ,),( 00
MEnsjE FlCompl. ∈→⇒ NRrm HjHj θθ

 

telle que ),(),( 00
)")((

θθ HjHj rmrm .. =U  . 

Etape 5 : fin de la vérification de la condition Résol. 3. 

Supposons toujours, comme à l'Etape 4 précédente (dont on reprend toutes les notations, 

toutes les hypothèses et toutes les conclusions), que )(:, MEnsE Ob∈→NM  sont 

deux modèles et que )(:: MEnsE Fl∈→⇒ NMm  est une transformation naturelle 

telle que, pour tout I∈),( Hj  et toute  flèche : 

)'(:: ),(),( MEnsE Fl∈→⇒ MRr HjHj  , 

on a : 

)'(:: ),(),( MEnsE Fl. ∈→⇒ NRrm HjHj  . 

Alors, pour tout j∈0j  , l'application : 

)(")(

)),((")),((":)),(("

,),(

000

00

000

θθ
δθ HjHj

jjj

rm

jENjEMjEm

¬

¬→¬¬
.a

  

vérifie évidemment l'équation : 

)),((")(")("( 000 00
jEmjNjMFm jj ¬¬=¬ ..)  

(i.e. rend commutatif le "parallélogramme" P de la Figure 20 - Fascicule 2). 
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Autrement dit, la transformation naturelle EnsE →⇒ :: NMm  possède un (unique) 

prolongement EnsjE →⇒ ),(:"":" ComplNMm  le long de l'homomorphisme 

injection canonique ),( jEE Compl→  . C'est dire que mm =)"(U  , de sorte que 

)'(:: MEnsE Fl∈→⇒ NMm  . 

Ainsi, l'assertion Assert. 3 de Résol. 3 implique l'assertion Assert. 4 de Résol. 3 et donc 

Résol. 3 est vérifiée. 

Fin de la preuve. 

4.2. Sous-catégories résolvantes et sous-catégories équili-

brantes. 

Montrons que : 

Proposition 2. Si  M   est une catégorie localement petite et si  'M   est une sous-

catégorie résolvante de  M  , alors  'M   est une sous-catégorie équilibrante de M  . 

Preuve. Supposons que 'M  est une sous-catégorie résolvante de M  et donc que : 

)))((,))((,)(,)(,( ,, IXIXII XIR ∈∈∈∈∈∈= IXXIIXXIIIII II
pPR  

est une résolution de M  dans 'M  . 

Etape 1 : construction d'un ensemble de familles projectives de flèches. 

Pour tout I∈I  , posons successivement : 

{ })'(:'' ',', MXX Fl∈→∈= XIIXIII PRpX  , 

{ })'(:"" ",", MXX Fl∉→∈= XIIXIII PRpX  

et : 

IXXIIXII PRpp """,", ))'(:(" XM ∈∉→= Fl  , 

de sorte que U III "' XXX =  est une réunion disjointe et que Ip"  est une famille 

projective de flèches de M  (voir la Figure 21 - Fascicule 2). 

Alors, { }Ip ∈= Ip I""  est un ensemble de familles projectives de flèches de M  et  

les sous-catégories 'M  et )",( pMEquil  de M  ont, par hypothèse et par 

construction, même ensemble d'objets que M  . 

Pour montrer que  'M  est une sous-catégorie équilibrante de M  , il suffit donc de 

montrer que )",(' pMM Equil=  , i.e. que ))",(()'( pMM EquilFlFl =  . 
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Etape 2 : les flèches de 'M  équilibrent "p  . 

Etablissons que toute flèche )'(: MFl∈→ NMm  équilibre "p  , i.e. équilibre, pour 

tout I∈I  , la famille projective 
IXXIIXII PRpp """,", )(:(" XM ∈∈→= )Fl  de 

flèches de M  . 

Pour ce faire, supposons que (voir la Figure 22 - Fascicule 2) : 

- )'(: MFl∈→ NMm  , 

- I∈I  , 

- IX ""1 X∈  , 

- )(: MFl∈→ MRs I  , 

- )(:
11 ",", MFl∈→ NPt XIXI  , 

- 
11 ",", XIXI ptsm �� =  . 

Par construction, comme  IX ""1 X∈  , on a )'(:
11 ",", MFl∉→ XIIXI PRp  . Il en 

résulte, d'après Résol. 2 (où M  devient 
1",XIP  , m  devient 

1",XIt  et Ir  devient 

1",XIp  ), que l'assertion suivante est vérifiée (voir la Figure 23 - Fascicule 2) : 

Assert. 9 : on a )'(:
11 ",", MFl∉→= NRptsm IXIXI ��  . 

Maintenant, en vertu de Résol. 1, il existe (au moins) un IX X∈  et (au moins) une 

flèche )'(: ,, MFl∈→ MPs XIXI  tels que XIXI pss ,, .=  (voir la Figure 24 - 

Fascicule 2). 

Si on avait )'(: ,, MFl∈→ XIIXI PRp  , comme )'(: ,, MFl∈→ MPs XIXI  , 

l'assertion suivante serait vérifiée : 

Assert. 10 : on a )'(:,, MFl∈→= MRpss IXIXI .  , 

et, puisque )'(: MFl∈→ NMm  , l'assertion suivante le serait, par conséquent, aussi : 

Assert. 11 : on a )'(:
11 ",", MFl∈→= NRptsm IXIXI ��  , 

mais Assert. 11 est en contradiction avec Assert. 9 qui est vérifiée (voir la Figure 25 - 

Fascicule 2). 

On a donc )'(: ,, MFl∉→ XIIXI PRp  . Ce qui signifie, par construction, que 

IXX ""2 X∈=  . Autrement dit, que )'(: MFl∈→ NMm  équilibre la (sous-) 

famille projective 
IXXIIXII PRpp """,", ))(:(" XM ∈∈→= Fl  (de la famille 

projective 
IXXIIXII PRpp XM ∈∈→= ))(:( ,, Fl  ) de flèches de M . 

Par conséquent, on a ))",(()'( pMM EquilFlFl ⊆  . 
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Etape 3 : les flèches de M  équilibrant "p  sont des flèches de 'M  . 

Etablissons que toute flèche )(: MFl∈→ NMm  , dès lors qu'elle équilibre, pour tout 

I∈I  , la famille projective 
IXXIIXII PRpp """,", ))(:"(" XM ∈∈→= Fl  de flèches 

de M  , est nécessairement une flèche de 'M  . 

Pour ce faire, supposons que (voir la Figure 26 - Fascicule 2) : 

- ))",((: pMEquilFl∈→ NMm  , 

- I∈I  , 

- )'(:' MFl∈→ MRr II  . 

En vertu de Résol. 1, il existe (au moins) un IX X∈  et (au moins) une flèche 

)'(: ,, MFl∈→ NPt XIXI  tels que XIXII ptrm ,,' .. =  (voir la Figure 27 - 

Fascicule 2). 

Si on avait )'(' MFl∉Irm.  , on aurait nécessairement )'(: ,, MFl∉→ XIIXI PRp  

(voir la Figure 28 - Fascicule 2), faute de quoi, XIXII ptrm ,,' .. =  serait une flèche de 

'M  puisque composée de deux flèches de 'M  . Par construction, on aurait donc 

IXX ""1 X∈=  et, puisque ))",((: pMEquilFl∈→ NMm  équilibre, en particulier, 

la famille projective 
IXXIIXII PRp """,", ))'(:(" XMp ∈∉→= Fl  , il existerait au 

moins un (autre) IX ""2 X∈  et (au moins) une flèche )(:'
22 ",", MFl∈→ MPr XIXI  

tels que 
22 ",",'' XIXII prr .=  , où )'(:

22 ",", MFl∉→ XIIXI PRp  (voir la Figure 29 - 

Fascicule 2) . Finalement, de Résol. 2 (où M  devient 
2",XIP  , N  devient M  et 

)'(: MFl∈→ MRr II  devient )'(:
22 ",", MFl∉→ XIIXI PRp  ) on déduirait que 

)'(:' MFl∉→ MRr II  , en contradiction avec l'hypothèse (voir la Figure 30 - 

Fascicule 2). 

On a donc )'(' MFl∈Irm.  . 

Ainsi, toute flèche ))",((: pMEquilFl∈→ NMm  vérifie l'assertion Assert. 3 de 

Résol. 3 et donc, d'après Résol. 3, elle vérifie aussi l'assertion Assert. 4. C'est dire que 

toute flèche ))",((: pMEquilFl∈→ NMm  vérifie )'(: MFl∈→ NMm  . 

par conséquent, on a )'())",(( MpM FlEquilFl ⊆  . 

Fin de la preuve. 
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4.3. Sous-catégories équilibrantes et sous-catégories complé-

mentantes des catégories esquissables. 

Montrons que : 

Proposition 3. Si M  est une catégorie esquissable et si 'M  est une sous-catégorie 

équilibrante de M  , alors 'M  est une sous-catégorie complémentante de M  . 

Preuve. Supposons que E  est une esquisse petite, que )Mod EnsEM ,(=  , que q  est 

un ensemble de familles projectives petites YM ∈∈→= YYY QQqq ))(:( Fl  et que 

),(' qMM Equil=  . 

Etape 1 : construction et propriétes fondamentales d'une extension de E  . 

Posons : 

{ }''')(:()(' YYYY qqYQQqqq =∈∃∈→=∃∈= ∈ YMMq YFlOb~  

(de sorte que q~ est l'ensemble des flèches figurant au moins une fois dans au moins une 

des familles projectives appartenant à q  ). 

On dispose donc de l'esquisse petite ),(),( qEqE ~ExtExt =  , extension de E  par 

l'ensemble q~ (voir l'Appendice - Fascicule 3). 

Ainsi, par construction, on peut affirmer que (voir l'Appendice - Fascicule 3 et/ou la 

Figure 31 - Fascicule 2): 

- E  est une sous-esquisse de ),( qEExt  , 

- à toute famille projective de flèches qM Y ∈∈→= ∈YYY QQqq ))(:( Fl  correspond 

une famille inductive de flèches YqE ∈∈→= YQQqq FFff
YY

))),((:( ExtFl  

(n'appartenant pas à E  et où les QF  et 
YQF  sont les sommets de limites projectives 

potentielles "canoniques" à bases dans E  ). 

On dispose également du foncteur induit par l'homomorphisme injection canonique 

(voir l'Appendice - Fascicule 3) : 

MEnsE

EnsqE

EnsqEE

=
↓

⊆=− ∪

),(

)),,((
:

)),,(()(

Mod

ExtMod

ExtMod

 

qui, à tout modèle EnsqE →),(: ExtT  , associe sa restriction EnsE →∪ :T  . 

Mais, on dispose aussi du foncteur prolongement canonique (voir l'Appendice - 

Fascicule 3) : 
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)),,((

),(
:

)()( ,

EnsqE

EnsEM

qE

ExtMod

Mod

Prol ~

↓
=

−=− ∩

 

qui, naturellement en tout modèle EnsE →:M  , associe son prolongement canonique 

EnsqE →∩ ),(: ExtM  , i.e. l'unique modèle prolongeant M  et tel que (voir 

l'Appendice - Fascicule 3 et/ou la Figure 32 - Fascicule 2), notamment : 

- pour toute famille projective de flèches qM Y ∈∈→= ∈YYY QQqq ))(:( Fl  et tout 

Y∈Y  , on a : 

),(),(:),:():( MQMQMQQqFFfM YYYQQq YY MMM HomHomHom →→=→∩  , 

Alors, on sait que les deux foncteurs : 

∪∩ −←
→=− )(:)),,((),(:)( EnsqEEnsEM ExtModMod  

définissent une équivalence de catégories (voir l'Appendice - Fascicule 3). 

Etape 2 : construction et propriétés fondamentales d'une sur-extension de E  . 

Désignons, maintenant, par ),( qESurExt  la sur-extension de E  par q  , i.e. l'esquisse 

petite obtenue en ajoutant à ),( qEExt  et, ce, pour toute famille projective de flèches 

qM Y ∈∈→= ∈YYY QQqq ))(:( Fl  , les éléments suivants (voir la Figure 33 - 

Fascicule 2): 

- la somme potentielle YqE ∈∈→= YqQYqq Y
F ))),((:( , SurExtFlΣσσ  , 

- la flèche )),((: qESurExtFl∈→ Qqq Fg Σ  , 

- l'épimorphisme potentiel )),((: qESurExtFl∈→ qqq Ee Σ  , 

- le monomorphisme potentiel )),((: qESurExtFl∈→ Qqq FEj  , 

- pour tout Y∈Y  , l'équation Yqqq gf
Y ,σ.=  , 

- l'équation qqq gej =.  . 

On dispose donc du foncteur induit par l'homomorphisme injection canonique : 

 

)),,((

)),,((
:

)),,(),(()(

EnsqE

EnsqE

EnsqEqE

ExtMod

SurExtMod

SurExtExtMod

↓

⊆=− ∨
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qui, à tout modèle EnsqE →),(:SurExtV  , associe sa restriction 

EnsqE →∨ ),(: ExtV  . 

Mais, on dispose aussi du foncteur prolongement canonique : 

)),,((

)),,((
:

)(

EnsqE

EnsqE

SurExtMod

ExtMod

↓

− ∧

 

qui, naturellement en tout modèle EnsqE →),Ext(:T  , associe son prolongement 

canonique EnsqE →∧ ),(:SurExtT  , i.e. l'unique modèle prolongeant T  tel que 

(voir la Figure 34 - Fascicule 2) : 

- pour toute famille projective de flèches qM Y ∈∈→= ∈YYY QQqq ))(:( Fl  , on a : 

{ })()(et),()(
YY QQYYq FTFTsYYsT =∈∈= ∧∧ YΣ  

(autrement dit, { }( ) { }( )UU
YY ∈∈

∧∧ ×=×=
Y

Q

Y

Qq YFTYFTT
YY

)()()(Σ  est bien une 

somme - précisément, la réunion disjointe - dans Ens  de la famille Y∈
∧

YQY
FT ))((  

d'ensembles), 

- pour toute famille projective de flèches qM Y ∈∈→= ∈YYY QQqq ))(:( Fl  , tout 

Y∈Y  et tout )()(
YY QQY FTFTs =∈ ∧  , on a : 

),())(( , YssT YYYq =∧ σ  

(autrement dit, ∑
∈

∧∧∧∧ =→
YY

QqQYq YY
FTTFTT )(()(:)( , )Σσ  est bien la co-

projection d'indice Y  ), 

- pour toute famille projective de flèches qM Y ∈∈→= ∈YYY QQqq ))(:( Fl  , tout 

Y∈Y  et tout )()(
YY QQY FTFTs =∈ ∧  , on a : 

( ) ))(())(())(()(),)(( , YqYqYYqqYq sfTsfTsTgTYsgT
YY

∧∧∧∧ === σ  

(autrement dit, on a bien )()()()( ,, YqYqqYqq fTgTTgT
∧∧∧∧ == σσ ..  , de sorte que 

l'application )()(:)( Qqq FTTgT
∧∧∧ →Σ  est bien l'unique factorisation du cône 

inductif à base discrète Y∈
∧∧∧ → YQQq FTFTfT

YY
))()(:)((  au travers du cône somme 

de même base Y∈
∧∧∧ → YqQYq TFTT

Y
))()(:)(( , Σσ  ), 
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- pour toute famille projective de flèches qM Y ∈∈→= ∈YYY QQqq ))(:( Fl  , on a : 

{ }sYsgTFTsYFTsET YqQYQq Y
=∈∃∈∃∈= ∧∧∧∧ ),)(()()()( Y  

(autrement dit, )QQq FTFTET ()()( =⊆ ∧∧  est l'image canonique de )( qT Σ∧  par 

l'application )()()(:)( QQqq FTFTTgT =→ ∧∧∧ Σ  ), 

- pour toute famille projective de flèches qM Y ∈∈→= ∈YYY QQqq ))(:( Fl  , tout 

Y∈Y  et tout )()(
YY QQY FTFTs =∈ ∧  , on a : 

),)((),)(( YsgTYseT YqYq
∧∧ =  

(autrement dit, )()(:)( qqq ETTeT
∧∧∧ →Σ  est bien un épimorphisme, puisque c'est la 

surjection canonique de )( qT Σ∧  sur son image )( qET
∧  par l'application 

)()()(:)( QQqq FTFTTgT =→ ∧∧∧ Σ  ), 

- pour toute famille projective de flèches qM Y ∈∈→= ∈YYY QQqq ))(:( Fl  , 

l'application )()()(:)( QQqq FTFTETjT =→ ∧∧∧  est l'injection canonique de 

)()()( QQq FTFTET =⊆ ∧∧  vers )()( QQ FTFT =∧  (c'est donc bien un 

monomorphisme). 

Dans ces conditions, il est facile de vérifier que les deux foncteurs : 

∨∧ −←
→− )(:)),,(()),,((:)( EnsqEEnsqE SurExtModExtMod  

définissent une équivalence de catégories. 

Par conséquent, par composition avec celle obtenue à l'Etape 1, les deux foncteurs : 

∪∨∧∩ −←
→=− ))((:)),,((),(:))(( EnsqEEnsEM SurExtModMod  

définissent une équivalence de catégories. 

Etape 3 : complémentation potentielle de la sur-extension de E  . 

Posons { }qjq ∈= qjq  . Alors, par construction, qj  est un ensemble de 

monomorphismes potentiels de ),( qESurExt  , de sorte qu'on peut construire par 

complémentation potentielle la sur-esquisse petite )),,(( qjqESurExtCompl  de 

),( qESurExt  complémentant qj  . 
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On dispose donc du foncteur : 

)),,((

)),),,(((
:

)),),,((),(()(

EnsqE

EnsjqE

EnsjqEqE

q

q

SurExtMod

SurExtComplMod

SurExtComplSurExtMod

↓

⊆=− ¬/

 

qui, à tout modèle EnsjqE q →)),,((: SurExtComplΩ  , associe sa restriction 

EnsqE →¬/ ),(:SurExtΩ  . 

A l'inverse, à tout modèle EnsqE →),(:SurExtV  , on peut associer son 

prolongement canonique  )),,((: EnsjqE q →¬
SurExtComplV  , i.e. le modèle tel 

que (voir la Figure 35 - Fascicule 2) : 

- pour toute famille projective de flèches qM Y ∈∈→= ∈YYY QQqq ))(:( Fl  , on a : 

{ }
{ }sYsgVFVsYFVs

sYsgVFVsYFVsjEV

YqQYQ

YqQYQqq

Y

Y

≠∈∀∈∀∈=

≠∈∀∈∀∈=¬ ¬¬¬¬

),)(()()(

),)(()()()),((

Y

Y
 

et )()()),((:)( QQqqq FVFVjEVjV =→¬¬ ¬¬¬  est l'injection canonique (autrement 

dit : 

))()((\)()),(( qqQqq EVjVFVjEV
¬¬¬¬ =¬  

et )()),(()()),(()()( QqqqqqqQ FVjEVEVjEVEVFV =¬+=¬+= ¬¬¬¬  est bien une 

somme). 

Par contre, un quelconque homomorphisme EnsqE →⇒ ),(:: SurExtWVv  ne 

possède pas nécessairement de prolongement : 

EnsjqE q →⇒
¬¬¬ )),,((:: SurExtComplWVv  . 

Evidemment, il en possède un (unique) si, et seulement si, il vérifie la condition 

suivante (voir la Figure 36 - Fascicule 2) : 

Prolong. 1 : pour toute famille qM Y ∈∈→= ∈YYY QQqq ))(:( Fl  et tout 

)( QFVs ∈  , l'assertion Assert. 12 ci-dessous implique l'assertion Assert. 13 ci-

dessous : 

Assert. 12 : pour tout Y∈Y  et pour tout )(
YQY FVs ∈  , on a : 

sYsgVsfV YqYqY
≠= ),)(())((  , 

Assert. 13 : pour tout Y∈Y  et pour tout )(
YQY FWt ∈  , on a : 

))((),)(())(( sFvYtgWtfW QYqYqY
≠=  . 
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ou de manière équivalente (par contraposition) si, et seulement si, la condition suivante 

est vérifiée : 

Prolong. 2 : pour toute famille qM Y ∈∈→= ∈YYY QQqq ))(:( Fl  et tout 

)( QFVs ∈  , l'assertion Assert. 14 ci-dessous implique l'assertion Assert. 15 ci-

dessous : 

Assert. 14 : il existe un Y∈1Y  et il existe un )(
11 YQY FWt ∈  tels que : 

))((),)(())(( 1111
sFvYtgWtfW QYqYqY

==  , 

Assert. 15 : il existe un Y∈2Y  et il existe un )(
22 YQY FVs ∈  , on a : 

sYsgVsfV YqYqY
== ),)(())(( 2222

 . 

Par conséquent, notant ')),,(( EnsqESurExtMod  la sous-catégorie de 

)),,(( EnsqESurExtMod  ayant les mêmes objets mais seulement pour flèches les 

homomorphismes EnsqE →⇒ ),(:: SurExtWVv  vérifiant Prolong. 2 (i.e. 

possédant un prolongement EnsjqE q →⇒
¬¬¬ )),,((:: SurExtComplWVv  ), on 

voit que : 

- le foncteur )),,(()),),,(((:)( EnsqEEnsjqE q SurExtModSurExtComplMod →− ¬/  

a pour image la sous-catégorie  ')),,(( EnsqESurExtMod  , de sorte qu'il possède une 

restriction : 

')),,(()),),,(((:')( EnsqEEnsjqE q SurExtModSurExtComplMod →− ¬/  , 

- on dispose du foncteur prolongement canonique : 

)),),,(((')),,((:)( EnsjqEEnsqE qSurExtComplModSurExtMod →− ¬  . 

- ces deux foncteurs : 

')(:)),),,(((')),,((:)( ¬//¬ −←
→− EnsjqEEnsqE qSurExtComplModSurExtMod  

définissent une équivalence de catégories. 

Ainsi, ')),,(( EnsqESurExtMod  est une sous-catégorie complémentante de la 

catégorie )),,(( EnsqESurExtMod  . 

Etape 4 : retour à l'équilibre. 

Pour montrer que )),,((),(' qEnsEqMM ModEquilEquil ==  est une sous-

catégorie complémentante de ),( EnsEM Mod=  , il suffit de montrer, d'après l'Etape 3 

précédente, que l'équivalence de l'Etape 2 définie par les deux foncteurs : 



 

 25 

∪∨∧∩ −←
→=− ))((:)),,((),(:))(( EnsqEEnsEM SurExtModMod  

se restreint en une équivalence définie par les deux foncteurs restriction : 

'))((:')),,((':'))(( ∪∨∧∩ −←
→− EnsqEM SurExtMod  . 

Or, si EnsE →⇒ :: NMm  est un homomorphisme, on voit que le double 

prolongement canonique EnsqE →⇒
∧∩∧∩∧∩ ),(:))(())((:))(( SurExtNMm  

admet un prolongement : 

EnsjqE q →⇒
¬∧∩¬∧∩¬∧∩ )),,((:)))((()))(((:)))((( SurExtComplNMm  

si, et seulement si, ∧∩))((m  vérifie la condition Prolong. 2 de l'Etape 3 précédente, où 

on prend donc : 

- ∧∩= ))((MV  , 

- ∧∩= ))((NW  , 

- ∧∩= ))((mv  , 

puis, compte tenu de la construction du foncteur prolongement canonique ∩−)(  de 

l'Etape 1  et de la construction du foncteur prolongement canonique ∧−)(  de l'Etape 2 : 

- ),()())(()( MQFMFV QQ MHom)== ∧∩  , 

- ),())())(()(
1

NQFNFW QQY MHom== ∧∩  , 

- ),())())(()(
1

NqfNfW
11YY Yqq MHom== ∧∩  , 

- ),())())(()(
111

mQFmFv YQQ YY MHom== ∧∩  , 

- ),())())(()(
222

MQFMFV YQQ YY MHom== ∧∩  , 

- ),())())(()(
222

MqfMfV Yqq YY MHom== ∧∩  , 

mais cela signifie, terme pour terme, que EnsE →⇒ :: NMm  vérifie la condition 

Equil. 1 . 

Autrement dit , l'homomorphisme EnsE →⇒ :: NMm  équilibre q  si, et seulement 

si l'homorphisme EnsqE →⇒
∧∩∧∩∧∩ ),(:))(())((:))(( SurExtNMm  possède un 

prolongement EnsjqE q →⇒
∧∩∧∩∧∩ )),,((:'))(('))((:'))(( SurExtComplNMm  . 
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Par conséquent, l'équivalence de l'Etape 2 définie par les deux foncteurs : 

∪∨∧∩ −←
→=− ))((:)),,((),(:))(( EnsqEEnsEM SurExtModMod  

se restreint bien en une équivalence définie par les deux foncteurs restriction : 

'))((:')),,((':'))(( ∪∨∧∩ −←
→− EnsqEM SurExtMod  . 

D'où il résulte que 'M  est une sous-catégorie complémentante de ),( EnsEM Mod=  . 

Fin de la preuve. 

4.4. Conclusion. 

Des propositions 1, 2 et 3 résulte évidemment que : 

Théorème. Dans toute catégorie esquissable, les sous-catégories complémentantes, les 

sous-catégories résolvantes et les sous-catégories équilibrantes sont les mêmes. 

                

 

 

 

 

 

 

 


