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NOTE SUR LA SUPPRESSION
DES ETIQUETTES EN PROGRAMMATION (*)

par F. H. Raymonp (1)

Communiqué par M. Nivat

La définition et les propriétés d’une algébre formelle dite algébre des fonctions ont fait
I’objet d’une note antérieure, ref. [7], la présente note en donne une extension par l’intro-
duction d’un opérateur d’empaquetage, par celle des fonctions permettant d’en sortir et
de celles permettant d’en répéter 1’exécution. En limitant 1’'usage de I’empaquetage aux
fonctions boucles (exprimant la sémantique de boucles de programme), I’approche proposée

rejoint celle de J. Arsac et exprime la sémantique des instructions composées contenant
des instructions EXIT (i), i/ entier.

1. INTRODUCTION

Cette note fait suite (*) a [7] en introduisant dans I’algébre des fonctions &/
un nouvel opérateur, appelé opérateur d’empaquetage, et dans 1’ensemble
des fonctions qui expriment dans 7 le concept d’instruction EXIT (i) d’une
part, et celui de branchement amont ou de boucle d’autre part.

Rappelons la définition de & :

DEFINITION : &/ est une algébre a opérateurs dont les termes forment
I’ensemble F (ensemble des fonctions) et les opérateurs I’ensemble S :
S = { COND, REC, §°, S', 8%, ...},
COND, REC, S°% S', ... sont des symboles atomiques. A </ est associée
I’algebre formelle dénotée o comme cela est classique. Si f3, ..., f,,e.sf alors :

fi-. . fyS"edd, f, f, /s COND e o/, % ¢ (x) RECe .
Dans ¢ ¢ (x) REC, ¢ (y) évoque un schéma fonctionnel de of ayant au moins
une occurrence d’un schéma fonctionnel y quelconque.

DEFINITION : Soit F, un sous-ensemble non vide de F, s, ro, la sous-algébre
fonctionnelle engendrée par F,, nous appelons fonction tout membre de la
cloture fonctionnelle de F,.

REMARQUE : Nous convenons d’exprimer par fe .« ’appartenance d’une
fonction f a o/ ou l’appartenance d’un schéma fonctionnel a o

(*) Regu en janvier 1976.
(*) Conservatoire National des Arts et Métiers.

(*) Le lecteur voudra bien corriger 1’énoncé de la propriété 1 du paragraphe 6 de [7] en
supprimant « et seulement si».
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4 F. H. RAYMOND

Le produit de fonctions, dénoté f; o f, habituellement et composé par
Popérateur S? selon f; f, S? dans I’algébre des fonctions, peut étre considéré
de deux maniéres.

Selon la premiére f; o f, et f; f> S%, sont des objets de méme nature que
f1 et f, pris séparément et appréhendés comme tels par un exécutant. Ainsi
si le symbole S? est associé & f, comme suffixe, f, S? isolément n’a aucun
sens pour tout exécutant, mais acquiert une signification si f, S? est associé
a une autre fonction f; avec laquelle nous formons un produit : I’exécutant
comprend que f, est & appliquer & (ou aux) I’objet produit par f;.

Ce « passage » d’objets est inséparable de la séquentialité d’une structure
de commande, mais la séquentialité peut étre le principe premier si 1’exécutant
« comprend » dans f; o f, chacun des symboles ainsi : f; et f, lui désignent
des actions ou instructions et o lui ordonne aprés exécution de f; de poursuivre
par D’exécution de f,. Telle est la seconde maniére de considérer f; o f, et
fi f> S?, le concept de produit de fonctions (conduisant & celui de « produit
d’actions ») est donc conséquence de la séquentialité. Les deux voies
coincident si 1’environnement, dans lequel les actions de I’exécutant ont
lieu, est défini sans ambiguité et si entre les actions issues de la compré-
hension de f; et celles issues de f, il n’y a pas d’effets de bords.

La fonction f] ... f, S” conduit a une analyse analogue mais de plus elle
met en €vidence que ne s’impose pas — soit comme principe premier, soit
comme conséquence — la séquentialité puisque des exécutants distincts
peuvent prendre en charge les actions a associer & chacune des fonctions
fi-..fa-y. Pareille, ou semblable, remarque s’applique a la fonction condition-
nelle. Si nous considérons une fonction récursive simple x ¢ (x) REC, telle que
définie dans [7], I’exécutant ’appréhende comme un tout et la premiére
directive qu’il regoit est d’exécuter ¢ (y) : nous sommes ramenés aux cas
précédents tout le temps qu’il n’a pas a exécuter la fonction x contenue
dans ¢ (). Lorsqu’il doit exécuter y il Iui est ordonné de lui substituer la
fonction x ¢ (y) REC elle-méme et par conséquent de continuer I’exécution
telle que nous venons de ’expliquer.

¥ joue donc un rdle de repére dans le corps ¢ (x) dés lors que la fonction
soumise a I’exécutant est la fonction y ¢ (x) REC, rdle explicité par y en
premiére position a gauche dans toute fonction formée avec I’opérateur
binaire REC.

Il est clair que le concept de structure de commande ne s’impose pas en
premier lieu, mais nous avons la liberté d’agir autrement et c’est ainsi que
s’est effectué le développement parallele des ordinateurs et des langages
de programmation. Dés lors nous sommes amenés a penser que des progrés
pourraient peut-étre étre accomplis si le choix d’une structure de commande
ne précéde pas toute analyse conceptuelle. C’est la démarche que nous avons
suivie dans [7] et qui caractérise également la présente note.

R.ALR.O. Informatique théorique/Theoretical Computer Science



NOTE SUR LA SUPPRESSION DES ETIQUETTES EN PROGRAMMATION 5

Le paragraphe 2 définit une extension de I’algébre des fonctions, le para-
graphe 3 en fait I’application aux fonctions-boucles et en suivant J. Arsac [1]
restreint 1’opérateur dit d’empaquetage introduit dans le paragraphe 2 a ces
seules fonctions. Le paragraphe 4 propose une bréve conclusion.

2. EXTENSION DE L’ALGEBRE DES FONCTIONS

2.1. Dans cette note o/ évoque 1’algebre formelle des fonctions dont, selon
la définition (§2.1 de [7]), I’ensemble des opérateurs est :

S = {EMP, COND, REC, S°, S%, ...}

il contient un nouvel opérateur EMP défini ci-aprés, et dont I’ensemble F,
a pour sous-ensembles

{f*|vieN} et  {f**|VieN},

définis dans le paragraphe 2.3 plus bas.

2.2. Opérateur d’empaquetage

Il est désigné par le nom (symbole) propre EMP.

DEFINITION : Soit fe o/, alors fEMP e «.
f EMP est une fonction dite empaquetée.
f est le corps de fEMP.

Il est plus naturel du point de vue informatique de représenter par {f}
la fonction f EMP en convenant que dans o/ les accolades seront réservées
a cet usage.

Exemples : Soit

g fest, {ftest, {...{f}...}est, {f}{g}S’es.

i fois i fois
L’interprétation de 1’empaquetage est associée a I’interprétation des

fonctions f* et f **, introduites dans le paragraphe 2.3 qui suit et récipro-
quement.

DEFINITIONS : [ est a la profondeur O dans les fonctions f,...f...f, S",
Si-  Soets e fS" ffy f2 COND et f; f, f COND.

Une occurrence d’une fonction est & la profondeur 1 dans { ¢ } si elle est
a la profondeur 0 dans la fonction ¢ et en particulier f est a la profondeur 1
dans {f}.

Une occurrence d’une fonction est a la profondeur i+1 dans { ¢} si elle
est a la profondeur i dans ¢.

vol. 11, n° 1, 1977



6 F. H. RAYMOND

Exemples :

fis f2» f5, sont & la profondeur O dans les fonctions f, £, f3 S3 et
fif2fs COND et a la profondeur 2 dans { {f;f2/35°}}.

La fonction {f, } est a la profondeur 0 dans f; {f, } f3 S* et a la profon-
deur 1 dans {f, {f; }f» S*} alors que f; y est a la profondeur 2.

PROPRIETE : Une occurrence d’une fonction a la profondeur i dans une fonction
elle-méme a la profondeur j dans une fonction ¢ est a la profondeur i+ j dans ¢.

Démonstration : Si I’occurrence considérée de fest a la profondeur i dans g,
par définition de la profondeur cette occurrence de f est dans une fonction
formée avec i fois I'opérateur d’empaquetage.

g a la profondeur j dans ¢ a pour la méme raison toutes ses occurrences
dans une fonction ¢ formée avec j fois I’opérateur EMP, entre autres opéra-
teurs de S, par suite f a toutes ses occurrences dans la fonction ¢ formée
avec i+j fois 'opérateur EMP d’ou résulte la propriété.

Exemple : f, est a la profondeur 2 dans {f; {f, } S* } laquelle est & la

profondeur 1 dans { {1, {f,} S*}f3/o S }, donc f, est & la profondeur 3
dans cette derniére fonction.

2.3. Fonctions f¥ et /}**, indicées par i

Comme il est naturel dans &/ les fonctions de F, sont définies par Jeur
interprétation, il en est donc de méme des fonctions particuliéres f*, f#*.

DEFINITIONS : 1° Toute occurrence de la fonction f* ou de la fonction f **
a la profondeur j dans une fonction ¢ y est libre si i £ j et liée si i > j;

2° une fonction est bien formée si et seulement si toutes les occurrences
des fonctions f¥, f** qu’elle peut contenir y sont libres.

Exemples : f* est liée dans pf$SCOND (i =1,j=0);

f 1 est a la profondeur 1 dans {r i }, celle-ci est a la profondeur 0 dans
p{f* } COND donc f% est a la profondeur 1 dans cette derniére; i = 1;
Jj=1, f* y est libre;

[%* est liée dans { p f** fCOND } etlibre dans { { p f3* fCOND } f' 52 }

St est libre dans {p {f%}ff%S*CONDS' S}, cette fonction est
bien formée.

Interprétation : Dans toute interprétation des atomes de &, toute occurrence
libre de f¥, ie N, est comprise par I’exécutant comme lui enjoignant de
considérer comme achevée l'interprétation:de la fonction empaquetée dans
laquelle I’occurrence de f* y est a la profondeur .

R.ALR.O. Informatique théorique/Theoretical Computer Science



NOTE SUR LA SUPPRESSION DES ETIQUETTES EN PROGRAMMATION 7

Toute occurrence libre de f#*, i € N, est comprise par l’exécutant comme
lui enjoignant de substituer a f ** la fonction empaquetée dans laquelle I’occur-
rence de f** est a la profondeur i.

Exemples : Selon I’interprétation définie ci-dessus, nous avons 1’équivalence
{pfoff¥S*COND/' S?} = pf, f'S> fCOND.

Soit {f;pmyf,f**S? COND S?} ou avec I’autre maniére d’exprimer
COND (voir §2.8de [7]) :

{fl (p— mo, f2f1** SZ) s? },

Vinterprétation de f** conduit a I’équivalence :
{fx (p - 7o, fof* Sz)sz} = xf; (p— ™o, f:xsz)sz REC.

REMARQUE : Dans la suite pf; f, COND sera toujours représentée par

(P — f1, 12)-

Observation importante : L’interprétation de f* ne donne aucun sens a
une fonction empaquetée dans laquelle f* y est contenue par l'intermédiaire
d’une fonction de la forme f; .. .f *...f, £ S """, dans laquelle f ¥ est au rang j.
Cette fonction n’acquiert — si cela était utile — de sens (ou elle est inter-
prétable) que si ’exécutant est du type séquentiel dont le plus naturel est
celui qui explore la fonction considérée de gauche a droite.

Dans la suite une fonction sera bien formée si et seulement si elle répond
a la définition 2 précédente et n’a aucune occurrence de f* dans le corps
d’une fonction formée avec S" sauf en position terminale (dans ce cas (3)
fio - uof¥S =1 f, mo S"T'f* S? par une propriété de ).

Nous complétons les définitions des fonctions initiales et terminales dans
le paragraphe 3 de [7] par

DEFINITION : Toute fonction initiale (terminale) dans f est initiale (terminale)

dans {f}.

Conséquence : f est terminale dans {f,f, {@(f)}S*} et (p—fy,
{9 (f)}) sifest terminale dans @ (f).
2.4. Interprétation de ’empaquetage

L’interprétation proposée englobe celle des fonctions /¥ et f¥* x évoque
un objet de B ou B?, pe N.

La fonction v utilisée dans les points 2 et 3 ci-dessous est la fonction de
valuation de [7] :

(®) Rappelons que m, est la fonction identique, mo € &.

vol. 11, n° 1, 1977



8 F. H. RAYMOND

1° [x] {f} = [x]/si toutes les occurrences des fonctions £ * et f** dans f
sont a une profondeur au moins égale a i+1, (i =1,2,..).
2° [(x1{f} =[]/ si [[x]f]v ne dépend d’aucune fonction f** a la
profondeur i dans f sinon
[x]{s} = [x]/st;

3° [x] {f} = [x]/si [[x]/] v ne dépend d’aucune fonction f¥ a la pro-
fondeur 7/ dans f sinon ’application de v est arrétée conformément a I’inter-
prétation de f¥.

4° Les régles ci-dessus sont appliquées autant de fois qu’il est nécessaire
dans le corps f de {f} si f contient des fonctions empaquetées possédant
des occurrences libres de f} et fX**.

REMARQUE : Soit évoquée par le schéma ci-dessous une fonction bien formée
et supposons l’exécutant du type séquentiel I'interprétation de f¥* est alors
représentée par les branchements évoqués par les fléches :

B B B Ll EVE S S
(S { rL 1

Ces branchements (qu’il est préférable d’appeler des bifurcations) sont exprimés
par des instructions EXIT comme il a été proposé entre autres par
Bochmann [3], J. Arsac [1] leur donne comme noms o [1], o [2], ...
L’ensemble des fonctions f * généralise la fonction f * introduite antérieurement
par J. Kott [6] et nous-mémes.

De méme maniére, interprétation séquentielle de f** conduit au schéma
ci-dessous lorsque les fonctions f¥* sont toutes terminales

~ T
L e S B e /A B
== |

<«

Si chaque accolade ouvrante est dotée d’une étiquette I (selon le para-
graphe 4.2 de [7]), I’étiquette est dés lors celle de la fonction empaquetée
correspondante, la fonction f ¥* a la profondeur i dans / {... } est la séman-
tique dans ./ de l'instruction GOTO I

2.5. Axiomes de ./

Aux axiomes proposés dans [7] nous devons ajouter ceux qui concernent
linterprétation de EMP et des fonctions f¥* et f¥* (ils seront réfé-
rences a, a,,...). L’exposé précédant conduit naturellement &

ay, {f} =1 si et seulement si toutes les occurrences des fonctions f **
sont au moins & la profondeur i+ 1 dans { f} et toutes les occurrences de f ¥
sont libres, ou si f ne posséde aucune occurrence de ces fonctions;

R.A.LR.O. Informatique théorique/Theoretical Computer Science



NOTE SUR LA SUPPRESSION DES ETIQUETTES EN PROGRAMMATION 9

a,, pour toute fonction f et Vie N, f*fS? =

ay, toute occurrence terminale de m, (respectivement f *) a la profondeur i
dans une fonction empaquetée peut étre remplacée par f * (respectivement m,)
(on obtient une fonction équivalente);

a,, si fi <f, alors {f; } <{f; }.

' ,

REMARQUE : Les régles de calcul et propriétés de of s’appliquent a I’inté-
rieur de { ... } nous aurons a les étendre lorsque 1’opérateur d’empaquetage
est en jeu.

2° La deuxiéme partie du point 2 de D'interprétation de l’empaquetage
étant rapprochée de linterprétation de la fonction récursion simple (*)
x @ (x) REC, (§4.1 de [7]), nous obtenons immédiatement (°)

€] 19X REC = { (1) S+ }.
Le cas général nous conduira a ’axiome as; auparavant rappelons :

DEFINITION : 1° Toute fonction récursion simple est une fonction récursion
(générale) ;

2° soit une fonction représentée par ¢ (X, €, ..., &,) dans laquelle les fonc-
tions &, ..., &, sont des fonctions récursions et possédant toutes ou certaines
d’entre elles des occurrences de vy, alors :

xo(x, &y, ..., E)REC

est une fonction récursion;

3° il n’y a pas d’autres regles pour la définition des fonctions récursions.
L’axiome A,, de [7] s’énonce :

axiome Ay :

X‘P(X, E.vla RS ir)REC = (P(X’ &1’ RS &r)s:x«p(x)REC

€y ..., & toutes ou certaines d’entre elles pouvant posséder des occurrences
de y; on procéde de méme pour les fonctions &, ..., &,.

DEFINITION : fest la profondeur 1 dans y, ¢ (x) RECsi elle est a la profondeur 0
dans @, [y est a la profondeur j si elle est a la profondeur j— 1 dans @, ¢’est-a-dire
a la profondeur j—1 dans I’une des fonctions &, ..., E,.

(*) % ¢ (%) REC est une fonction récursion simple si ¢ (x) n’a aucune occurrencc de REC.
(°) S7. est I’opérateur de substitution; soitg e o7, g S% e o, g S} est déduite de g en
substituant la fonction f” A toutes les occurrences de f dans g.

vol. 11, n° 1, 1977



10 F. H. RAYMOND

DEFINITION : Toute fonction initiale (terminale) de ¢ est initiale (terminale)
de v ¢ REC.

La sémantique de la relation (I) est ’axiome as

axiome as : soit une fonction récursion de corps @ (y, &, ..., &) cette
notation rappelant que &, .., & sont des occurrences de fonctions
récursions alors :

xo()REC= {9},

ol ¢ est déduite de ¢ en remplagant toutes les occurrences de x a la
profondeur i—1 dans ¢ par f** et en procédant de méme maniére pour
les fonctions &, ..., & jusqu’a ce qu’il ne subsiste plus d’opérateur REC
dans ¢'.

2.6. Factorisation d’une fonction

PROPRIETE 1 : Soit une fonction ¢ dont les fonctions terminales sont f, f1, ..., [,
(Pordre n’est pas significatif) parmi lesquelles nous choisissons f, alors :

o={¢'fS*},

ol @' est déduite de ¢ par substitution :

— de la fonction m, a toutes les occurrences terminales de f (et en simplifiant
la fonction ainsi obtenue)

— des fonctions f, f ¥ S%,.. ., f, f ¥ S? aux occurrences terminales de f,,..., f,
respectivement.

Note : f, fy, ..., [, peuvent évidemment étre des fonctions empaquetées.
Preuve : Par la propriété 4 (§3.2 de [7]) :

0 fS*=¢ Srors? Sﬁfsz =¢'S? (axiomes Ay, et a,).
Puisque d’aprés la propriété 1 :
O =0(fifur - LS SFisise - - Shiptsn

O'SP=0(f fuff S . L LfES?),

d’ou
{(Plfsz} = {‘P(ﬁf1f1*52a .. )}
={o(ff, - S} (axiomes as et A;,)
=0, f1, - o) (axiome a,).

Exemple : Soit ¢ = (p—f,f,fS3 81 8, 5%, ses fonctions terminales
sont f et g,.

R.A.LR.O. Informatique théorique/Theoretical Computer Science



NOTE SUR LA SUPPRESSION DES ETIQUETTES EN PROGRAMMATION 11

Factorisons avec f selon la propriété ci-dessus, nous obtenons :
(p _’fxfzfssa 8182 52) = {(P - fifamo 83, 8182 Szfx* Sz)fSZ }

PROPRIETE 2: Soit ¢ une fonction dont toutes les occurrences de f¥* sont
au moins & la profondeur i+1, alors :

flo}s?={¢'}

ot ¢’ est déduite de ¢ en remplagant ses fonctions initiales par leur produit
avec f en facteur gauche.
La preuve résulte directement de a; et de la propriété 2 (§3.1[7]).

PrROPRIETE 3 : {9 } fS* = { @' fS?} out ¢ est déduite de ¢ en substituant
aux occurrences libres de f* a la profondeur i le produit ff ¥ S*.

Preuve : Soient fi, ..., f, les fonctions terminales de ¢, par construction
de ¢’ ce sont les fonctions terminales de ¢’ (si f * est terminale on applique
I’axiome a;). Celles de ¢’ fS? sont donc, propriété 4 (§3.2 [7]),
fifS? ... f,fS% Or chaque occurrence de f* a la profondeur i dans ¢
conduit a arréter la valuation de ¢ pour poursuivre par celle de f en facteur
droite; la valuation de { ¢’ fS? } s’achéve par ff * S? si f * intervient selon
I’interprétation de cette fonction, ceci achéve la preuve.

Exemple :
{(P_’fl*: g1 (g —»fl,fz)Sz}fSZ = {(p—»ffl*Sz, g:1)(q -’fl,fz)szfsz}-
3. FONCTIONS-BOUCLES

3.1. Les fonctions-boucles forment un sous-ensemble des fonctions récursions;
elles sont définies par :

DEFINITION 1 : 1° Une fonction-boucle simple est une fonction récursion
simple de corps ¢ (y) ou toutes les occurrences de y, sont terminales;

2° la fonction récursion de corps ¢ (x, &y, ..., &,) o &, ..., §, sont des fonctions-
boucles est une fonction-boucle si les occurrences de x sont terminales dans @.

Il en résulte que les occurrences de y dans &, ..., & sont des fonctions
terminales et que ces fonctions sont terminales dans .

Conséquence : L’axiome a, conduit a :
X‘P(X, (‘:519 ] gr)REC = {(p,}

¢’ est la fonction déduite de ¢ selon I’axiome as et toutes les occurrences
de f¥* dans ¢’ sont terminales, d’ou :

PROPRIETE 1 : Toute fonction-boucle est équivalente d une fonction empaquetée
dans laquelle toutes les fonctions f** sont terminales.

vol. 11, n° 1, 1977



12 F. H. RAYMOND

Exemple :

X (P1 = f1x 5% 1 (P2 > 2% 5% (ps —f3%1 5% f.)) REC)REC

est une fonction-boucle. Par a5 elle est équivalente a :

{(Pl - fi 1** SZ, {(Pz —’fzfz** Sz, (p3—/f3 1** Szyf4))})}-

Nous remarquons qu’elle se déduit directement de la forme étiquetée
proposée antérieurement (§4.2 [7]) :

Réservons maintenant en suivant J. Arsac [1, 2] I'usage de I’empaquetage
a la construction de fonctions-boucles; par conséquent il en est de méme des
fonctions f¥* et f¥*

De la propriété 1 ci-dessus il résulte donc que toutes les occurrences de
fonctions empaquetées dans une fonction empaquetée sont terminales.
Commengons par les fonctions-boucles simples.

3.2. Fonctions-boucles simples

Soient g, x S% ..., g1 xS% fi,., [, les fonctions terminales du corps
dénoté ¢ (g, % S% ..., gx S ..., f,) d’une fonction-boucle simple, selon
la définition rappelée au début du paragraphe 3.1. Par la propriété 1 (§2.6)
nous avons

(PE{(P,(EU cee gkaflfl*sza ---afnfl*Sz)XSZ}-
D’ou
e (X)REC = x{¢'xS*}REC
et par ’axiome as :

¢)) 19 () REC = {¢'f*S*}.

L’utilisation en premier lieu de I’axiome a5 donnant

(2) xe(W)REC= {(P’(glfl**52> cee gkfl**szaflfl*sz’ . "’fnfl*sz)}

nous en déduisons que la propriété 5 (§3.2 [7]) est valide compte-tenu de
I’axiome a,.

La relation (2) montre que 1’'une ou l’autre des régles suivantes peut &tre
adoptée.

Régle 1 : f** est implicite; alors dans le corps d’une fonction empaquetée
les fonctions terminales g,, ..., g, sont interprétées comme g, f¥* S2, ...,
g f3* S2.

Régle 2 : f* est implicite; alors dans.le corps d’une fonction empaquetée
les fonctions terminales f;, ..., f, sont interprétées comme f; f* S?, .. .,

fuf 1. 8%

R.A.IR.O. Informatique théorique/Theoretical Computer Science
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Il y a lieu de remarquer que la seconde régle exprime 1’axiome a; (§2.4.)
La régle appliquée a (1) conduit au méme résultat qu’appliquée a (2), alors
qu’il n’y a aucun sens a appliquer la régle 2 & (1), la propriété utilisée pour
établir (1) exprimant une propriété de f*.

Dans un langage de programmation ou les symboles BEGIN et END ne
sont pas réservés a la construction de suites d’instructions empaquetées un
symbole, REPEAT par exemple, peut annoncer que BEGIN et END jouent
les roles de {et} respectivement de telle sorte que I’instruction :

REPEAT BEGIN S END

a pour sémantique la fonction empaquetée { f; }, f; étant la fonction décrivant
la sémantique de S. L’instruction :
LOOP S REPEAT

serait équivalente et toute autre analogue, et { S} ce qui est plus simple,
comme 1’a proposé J. Arsac.

Exemples : 1° fonction-boucle primitive de corps (p —fy S?, mp)
§s5.1 [7) :
1 (p—fxS* n)REC = {(p~f 1)} (regle 1)

={(p-ff**S% np)}  (regle 2);

2° fonction-boucle de corps f, (p — 7y, f> % S%) S? qui est la sémantique
du schéma de programme n+ (1/2) de Dijsktra :

Xf1(P“’7to’f2XSZ)SZREC = {fl(p—>f1*,f2)52} (regle 1)

= {fi(p- 7o, f2f1*S")S*}  (régle 2).
Nous avons

{fl(P”fx*afz)SZ} = {fl(.p_)fl*’ ﬂo)SZfzsz},

cette derniére fonction décrivant la sémantique de D’instruction proposée
par N. Wirth [6] :

REPEAT BEGUIN S, ; WHEN p : EXIT; S, END
et de l’instruction proposée par O. Dahl [4] :
LOOP S;,; WHILE 71 p:S,,; REPEAT

Les suites d’instructions Sy, S, ayant f;, f, comme sémantique respectivement.
A noter que la premiére pourrait étre exprimée par

REPEAT BEGIN S, ; IF p THEN EXIT ELSE S,, END
et la seconde par

LOOP S,,; IF 1 p THEN EXIT; S,,; REPEAT.
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3.3. Fonctions-boucles générales

Par I’axiome as toutes les fonctions f #* dans le corps de la fonction empa-
quetée { ¢’ } équivalente & une fonction-boucle sont terminales, or il en est
de méme des fonctions-boucles &, ..., & évoquées dans I’axiome as et par
conséquent toutes les fonctions empaquetées dans ¢’ sont terminales. Les
fonctions terminales autres que f ** dans { f } a la profondeur j dans ¢’ sont
donc terminales dans ¢’. Par conséquent, nous pouvons, en application de
laxiome a; leur substituer leur produit avec f ¥, , en facteur terminal.

La fonction {f} ainsi obtenue ne posséde comme fonctions terminales
que frXet f¥* i=1,2, ...

Considérons une telle fonction {f’} a la profondeur 0 dans ¢ donc ala
profondeur 1 dans { ¢ }. Soit { "} la fonction obtenue en substituant & toute
occurrence de f** a la profondeur i—1 dans /' la fonction f# ;.

Il est immédiat que :

(1) {o({/"}f*sY)} = {0}

Nous procéderons de méme maniére au niveau de chaque occurrence des
fonctions empaquetées dans ¢ jusqu’a obtenir la disparition des fonctions f #*
dans le corps de chacune d’elles, elles cessent d’étre terminales, seule la fonc-
tion f}* en relation a (1) est terminale.

Nous avons donc :

PROPRIETE 4 : Toute fonction-boucle est équivalente a une fonction empaquetée
contenant des occurrences de fonctions empaquetées en facteur gauche avec

la seule fonction f¥*, les fonctions terminales de corps de chacune d’elles sont
les fonctions f¥*.

ExeMPLE : 1° Soit la fonction-boucle :

(2) {(ql g {(pl —’fle** Sz; (Pz _)jlfl** SZ’ f3))}a (q2 g h’ f]?k* SZ, hl))}
nous obtenons en premier lieu : (construction des fonctions { f "} dans I’exposé
ayant conduit a la propriété 4) :
{(‘11 - {(P1 > f1 3% 8%, (py = fof 1 S2, 1315 SZ))},
(92— hy 1**52, haofi Sz))}
et en second lieu [par (1) ci-dessus] :
{(ql - {(171 —’flfl* SZ, (p2 ‘*fzf;k*sz, f3f2*52))}f1**S2,
(92— hy 1**32, hszksz))}-
La régle 1 est applicable, d’ou
{(411 - {(Pl “’flfl*sz’ (Pz "fz:fsfz*sz))},

(g2 h, hofff Sz))}
alors que la régle 2 ne I’est pas.
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2° Remplagons dans la fonction (2) ci-dessus la fonction f; par

{(Ps —*fafs**SZ, (s = fuf* s?, fs))},

elle est a la profondeur 2 dans (2). Elle est remplacée par

{(Ps —>f3f3**52, (ps —’f4f2** SZ, fsfs* SZ))}
puis par
{(Ps _’fsfz* SZ, (ps “’f4f1f Sz’ fs13 SZ)) }fl** SZ:

d’ou la fonction

{(41 g {(P1 —’flfx*sze (p2 "fzfx**sz,
{(Pa ——>f3f2*5’2, (Pa —’f4f1* sz,fsfs*Sz))}fl**sz))}ffk*sz,
(q2—>h1fl**S2, hzfl*Sz))}-.

La régle 1 conduit & supprimer toutes les occurrences de f§*. La pro-
priété 4 a un corollaire immédiat.

PROPRIETE 5 : Si f ¥* est implicite (régle 1 du§3.2) 'opérateur d’empaquetage
et Densemble des fonctions (de sortie de I’empaquetage) f¥* suffisent a
construire I’ensemble des fonctions-boucles.

L’axiome a3, en rappelant que toute fonction empaquetée est terminale
dans toute fonction-boucle a toutes profondeurs, conduit de son coté a :

PROPRIETE : Si f ¥ est implicite (régle 2 du§3.2) I'opérateur d’empaquetage
et I’ensemble des fonctions (de bifurcations en amont) f ¥* suffisent a construire
I’ensemble des fonctions-boucles.

Observons dans ce cas que le recours aux fonctions de sortie est non seule-
ment implicite mais inutile en raison de l’axiome a;.

4. CONCLUSION

Dans la mesure ou la définition proposée des fonctions récursions seraient
considérées comme introduisant une « sorte d’étiquette », attachée a y dans
% ¢ (x) REC, et en se limitant aux fonctions-boucles nous avons proposé une
extension de ’algébre des fonctions mettant en évidence que ’empaquetage
sans étiquettes d’une fonction était possible moyennant I'introduction de
fonctions exprimant la sémantique d’une instruction de sortie d’'un empa-
quetage soit (régle 1) en aval, soit (régle 2) en amont (dans I’hypothése
d’un exécutant séquentiel). Le choix est arbitraire, mais il n’est pas évident
que la suppression des étiquettes rende toujours plus clairs et compréhensibles
des programmes et facilite nécessairement leur construction systématique.

Le premier choix (régle 1) correspond a la voie proposée par
G. Bochmann [3], J. Arsac [1], étudiée par J. Arsac et al. [2], S. R. Kosaraju
[5], Ruggiu [8] entre autres.
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Le second choix (régle 2) nous apparait tout aussi naturel en particulier
si nous imaginons la réalisation du concept d’exécutant séquentiel au niveau
de la microprogrammation, mais cela est un autre sujet et il n’est pas du propos
de cette note de I’aborder.
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