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SUR LES VARIATIONS NORMALES D�UN DOMAINE

D� BRESCH ET J� SIMON

R�esum�e� Les variations normales d�un domaine de r�ef�erence sont fr�e�
quemment utilis�ees dans les probl�emes d�optimisation de forme� On

montre que de telles variations ne pr�eservent pas la r�egularit�e du do�

maine� Plus pr�ecis�ement� on exhibe un domaine born�e � de classe Lipm�

m entier� et une variation � de classe C� telle que � 	 �n ne soit pas

de classe Cm�� � La variation � peut 
etre choisie aussi petite que l�on

d�esire�

Ceci montre que l�utilisation des variations normales dans une m�e�
thode it�erative d�approximation pour la recherche d�un domaine opti�

mal entra
�ne une perte de r�egularit�e �a chaque it�eration� de sorte qu�il

est pr�ef�erable d�utiliser les variations transverses qui� elles� conservent
la r�egularit�e du bord�

�� Introduction�

Dans les probl�emes d�optimisation de la forme d�un domaine et dans les
probl�emes de fronti�ere libre� on est amen�e �a d�eformer un domaine de r�ef�e�
rence ��

J� Hadamard 	
�� a consid�er�e� d�es 

��� les hhvariations normales ii� de la
forme �n� o�u � est une fonction scalaire d�e�nie sur le bord � de � et o�u n
est le champ de vecteurs unitaire normal �a � �orient�e vers l�ext�erieur�� Le
domaine d�eform�e a alors pour fronti�ere �voir �gure 
� �

� � �n � fz � ��z�n�z� � z � �g �

Cette m�ethode a �et�e utilis�ee par de nombreux auteurs� citons C� Bandle 	
��
C� Bardos et O� Pironneau 	��� R�H� Ghallagher et O�C� Zienkiewicz 	
��
T� Masanao et N� Fujii 	
��� B� Morel 	
��� O� Pironneau 	

� et �egalement
P��A� Raviart 	����

L�objet du pr�esent travail est d��etablir que cette m�ethode ne conserve pas
la r�egularit�e du bord � Si � est un graphe local qui est Lipm� m entier�
en g�en�eral � � �n n�est pas mieux que Cm�� �les lettres �a double baton
servent ici �a noter la r�egularit�e des surfaces� d�e�nie ci�dessous� donc C n�est
pas l�ensemble des complexes�� On le montre sur un exemple avec � de classe
C� et arbitrairement petit� On prouve �egalement que� en dimension deux�
seules les variations normales d�amplitude constante pr�eservent la r�egularit�e�
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��� D� BRESCH ET J� SIMON

Une alternative � les variations transverses� L�optimisation de forme avec
utilisation de m�ethodes it�eratives conduit �a des d�eformations successives du
domaine� Par des variations normales assez nombreuses� on s�exposerait �a
perdre toute la r�egularit�e �lorsqu�elle est d�ordre �ni��

Il est donc pr�ef�erable d�utiliser des variations scalaires � port�ees par un
champ de vecteurs w di��erent de la normale� Le domaine d�eform�e a alors
pour fronti�ere � � �w �voir �gure ��� Pour conserver la r�egularit�e de la
fronti�ere il su�t que w soit aussi r�egulier que � �et que � soit r�egulier et pas
trop grand� et pour pouvoir atteindre toute forme voisine de � il su�t que
w lui soit hhtransverse ii �c�est��a�dire qu�il ne soit nulle part tangent �a ���

On peut utiliser un champ w d�e�ni seulement sur �� par exemple une
approximation r�eguli�ere de la normale� On peut aussi utiliser un champ
d�e�ni dans tout l�espace� par exemple un champ radial si � est �etoil�e� ce
qui permet de le conserver lors de variations successives� tant qu�il reste
transverse�

Γ + α n

Γ Γ

Γ + α w

Figure 
 � Variations normales� Figure � � Variations transverses�

Les variations r�eparties� Au lieu de variations scalaires port�ees par un champ
donn�e� on peut aussi repr�esenter les variations par un champ de vecteurs u�
La fronti�ere du domaine d�eform�e est alors � � u � fz � u�z� � z � �g�
Lorsque u est d�e�ni dans tout l�espace� un puissant outil de d�emonstration
est fourni par le changement de variable I � u qui permet de ramener le
domaine variable � � u au domaine �xe �� cf� 	
�� et 	����

Ces variations pr�eservent la r�egularit�e� comme on le pr�ecisera �a la �n du
paragraphe �� Elles ont �et�e utilis�ees par de nombreux auteurs� en particu�
lier J� Bello� E� Fern�andez�Cara� J� Lemoine et J� Simon 	��� O� Bodart
et P� Demeest�ere 	��� D� Chenais� J� Monnier et J��P� Vila 	��� M� Chouilli
et A� Henrot 	��� P�R� Garabeddian et M�M� Schi�er 	
��� E� Fern�andez�
Cara 	��� P� Guillaume 	

�� M� Masmoudi 	
��� F� Mignot� F� Murat et
J��P� Puel 	
��� F� Murat et J� Simon 	
��� B� Rousselet 	�
�� J� Simon 	��� �
voir aussi� A� Henrot et M� Pierre 	
���

�� Perte de r�egularit�e pour un ouvert Lipm�

On dit que � � C
m s�il est localement le graphe d�une fonction de classe

Cm� Plus pr�ecis�ement on le d�e�nit de la fa con suivante�

D�efinition ���� Soit � � R
d et m � � un r�eel�
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SUR LES VARIATIONS NORMALES D�UN DOMAINE ���

�i� On dit que � � Cm s�il existe a � � et b � � tels que� pour tout v � ��
il existe �
! des coordonn�ees cart�esiennes �z�� � � � � zd� d�origine v� auxquelles on asso�
cie z� � �z�� � � � � zd��� et un cylindre " � fz � Rd � jz�j � a� jzdj � ag de
section "� � fz� � Rd�� � jz�j � ag
! une fonction # � Cm�"�� telle que #��� � �� k#kCm � b et� �z � "�

z � � �	 zd � #�z�� �

�ii� On dit que � � Lipm � si # � Lipm�"��� tu
Une fonction est dite Lipm pour m entier si elle estm

 fois di��erentiable

�a d�eriv�ees lipschitziennes�
Notons que � � C

m est �equivalent �a � est une vari�et�e Cm� si m � 
� et
� � Lipm est �equivalent �a � est une vari�et�e Lipm� si m � ��

Par contre� � � Lip� est plus fort que � est une vari�et�e Lip� �cf� 	
�� p�
II���� o�u l�on trouve un exemple d$u �a M� Zerner��

Le r�esultat principal de ce travail est le suivant�

Th�eor�eme ���� Soit m entier� m � 
� Il existe

� � Lipm� � � C��Rd�

tels que � �t � ��
� � t � n �� Cm�� � tu

Ce th�eor�eme donne en particulier

� � �n �� Cm�� �

Cette propri�et�e seule ne serait pas probante car on ne peut esp�erer de r�egu�
larit�e de � ��n que si � est hhassez petit ii �par exemple si� en chaque point
de �� j�j est inf�erieur au rayon de courbure de ���

La non r�egularit�e pour chaque t � � �enonc�ee au th�eor�eme ��� montre
qu�on ne peut esp�erer mieux que Cm�� � quelle que soit la hhtaille ii de la
variation normale� �a savoir t ��

D�emonstration du th�eor�eme ���� Il su�t de construire un exemple en di�
mension �� Le r�esultat g�en�eral� en dimension d� s�en d�eduit en consid�erant
�d � �� �Rd�� et �d�z�� z�� � � � � zd� � ���z�� z���

En dimension �� on choisit � �egale au graphe de la fonction f d�e�nie par

f�x� �

�
� si x � ��
xm�m si x � ��

���
�

et ��x� y� � 
 � x� Evidemment� � � Lipm�
Pour m � 
� la normale n �etant discontinue �a l�origine� � � t � n est

compos�ee �voir �gure �� de deux morceaux qui ne se raccordent pas de sorte
qu�il n�est m$eme pas C � �

Pour m � �� � � t � n est la courbe param�etr�ee d�e�nie par

� � t � n � f�X�x�� Y �x�� � x � Rg

ESAIM� Cocv� Juin ����� Vol� �� 	
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��� D� BRESCH ET J� SIMON

avec

X�x� �

���
x si x � ��

x
 t�
 � x�xm��p

 � x�m��

si x � ��

Y �x� �

���
t�
 � x� si x � ��
xm

m
�

t�
 � x�p

 � x�m��

si x � ��

�����

Quand m � �� �� t � n �� C � car la pente de cette courbe est discontinue
au point param�etr�e par x � � �voir �gure ��� En e�et� la pente vaut t �a
gauche et t��
 
 t� �a droite car� quand x � ��� on a Y �x�
 Y ��� 
 tx et
X�x�
X��� 
 �

 t�x�

Γ
Γ + t α n

Γ

Γ + t α n

t αt α

Figure � � Cas m � 
 �t � 
���� Figure � � Cas m � � �t � 
����

Quand m � �� � � t � n est� au voisinage du point param�etr�e par x � ��
le graphe de la fonction F d�e�nie par Y �x� � F �X�x��� Except�e au point
param�etr�e par x � �� F est ind�e�niment d�erivable et sa d�eriv�ee d�ordre
k � � vaut� comme on le v�eri�era au lemme ��
 ci�dessous�

dkF

dXk
�X �

Pk
�
dX
dx � � � � �

dk��X
dxk�� �

dY
dx � � � � �

dkY
dxk

��
dX
dx

��k�� 

dY
dx

dkX
dxk�

dX
dx

�k�� �����

o�u Pk est un polyn$ome� En x � �� les d�eriv�ees d�ordre 
 �a m 
 � de X et
les d�eriv�ees d�ordre 
 �a m 
 
 de Y sont continues de sorte que le premier

terme du second membre est continu� Par contre dm��X
dxm�� est discontinu � il

vaut � �a gauche et 
t�m 
 
�% �a droite� De plus� dX
dx ��� � 
 et dY

dx ��� � t�
Pour k � m
 
 le second membre est donc discontinu en x � �� puisqu�il

est la somme d�un terme qui est continu et d�un autre qui ne l�est pas� Comme

X est localement un hom�eomorphisme� dm��F
dXm�� est lui aussi discontinu en ��

c�est��a�dire que F n�est Cm�� dans aucun voisinage de ��
Il en r�esulte que � � t � n �� Cm�� � En e�et� comme F � Lip�� le lemme

��
 ci�dessous montre que dans aucun rep�ere cette courbe ne peut $etre le
graphe d�une fonction Cm�� au voisinage de �� tu
Domaine born�e� On a construit� dans la d�emonstration du th�eor�eme ���� un
domaine � qui n�est pas born�e� On peut en construire un qui soit born�e� en
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SUR LES VARIATIONS NORMALES D�UN DOMAINE ���

modi�ant la surface construite en dehors du voisinage de �� o�u se trouve la
singularit�e�

Optimalit�e� Le th�eor�eme ��� donne la perte de r�egularit�e la plus �elev�ee pos�
sible par des variations normales� En e�et� on a la propri�et�e suivante �

Soient � � Lipm et � � Lipm���Rd� o�u m � �� Alors� pour tout t assez
petit�

� � t � n � Lipm��� �����

Plus pr�ecis�ement� il su�t qu�en tout point z de � on ait tj��z�j � jR�z�j� o�u
R�z� est le rayon de courbure �ordinaire si d � �� hhminimal ii si d � �	 de �
en z�

�� Perte de r�egularit�e pour un ouvert C
m �

On peut compl�eter le th�eor�eme ��� par le r�esultat suivant� dont une d�emons�
tration abr�eg�ee a �et�e donn�ee dans 	���

Th�eor�eme ���� Soit m r�eel� m � 
� Il existe

� � Cm � � � C��Rd�

tels que � �t � �� �� � ��

� � t �n �� Cm���� � tu

Notons qu�ici m n�est pas n�ecessairement entier� Dans le cas entier� le
th�eor�eme ��� est plus fort car

Lipm�� � C
m � Lipm�

Signalons que pour 
 � m � �� on peut construire un domaine � � Lipm
tel que� pour tout t � �� � � t n ne soit m$eme pas un graphe �et donc
� � t n �� C ���
D�emonstration� On se ram�ene� comme au th�eor�eme ���� �a la dimension ��

Le cas m � � non entier� On reprend l�exemple utilis�e lors de la d�emonstra�
tion du th�eor�eme ���� �a savoir � est le graphe de la fonction f d�e�nie par
���
�� Comme m n�est plus entier� on a maintenant � � Cm �

On d�ecompose m � e � r o�u e est la partie enti�ere et � � r � 
� Les
expressions ����� montrent que X � Ce��

�
	�� 
�

�
et Y � Ce

�
	�� 
�

�
de sorte

que ����� permet d��ecrire

de��F

dXe��
�X�x� � &�x� � xr#�x�� #�x� �

t� �m
 
� � � � �m
 e� 
�

�
 � x�m���
�
dX
dx

�x�
�e

o�u & � C�
�
	�� 
�

�
� �Evidemment� 
�# � C�

�
	�� 
�

�
et �� � �� �a � �� xr ��

Cr���	�� a��� ce qui entra$'ne

de��F

dXe��
�X �� Cr���	�� a���

ESAIM� Cocv� Juin ����� Vol� �� 	
��	��



��� D� BRESCH ET J� SIMON

Comme X est un di��eomorphisme� il en r�esulte que F �� Cm�����	�� a�� ce
qui� gr$ace au lemme ��
� prouve que � � t � n �� Cm���� �
Le cas 
 � m � �� On choisit �a nouveau � �etant le graphe de la fonction f
d�e�nie par ���
�� par contre on choisit � � 
� Maintenant m � 
 � r et les
expressions ����� doivent $etre remplac�ees par

X�x� �

�
x si x � ��

x
 txrp

 � x�r

si x � ��

Y �x� �

���
t si x � ��
x��r


 � r
�

tp

 � x�r

si x � ��

Quand x � �� on a Y �x�
 Y ��� 
 
tx�r�� et X�x�
X��� 
 
txr donc
le point param�etr�e par x � � est un point de rebroussement de la courbe
� � t � n� Au voisinage de ce point� elle ne peut pas $etre un graphe local� ce
qui prouve que � � t �n �� C � �
Le cas m � � entier� Le r�esultat relatif au cas non entier entra$'ne que�
�� � �� il existe �� � Cm���� tel que � �t � �� �� � ��

�� � t � n� �� Cm�������� �

En prenant � � ��� c�est presque ce qu�on veut� sauf que � d�epend ici de ��
On construit � ind�ependant de � de la fa con suivante� On divise 	�� 
� en

une suite d�intervalles 	��k��� ��k� et on choisit une fonction f de classe Cm

telle que

f�x� �

�
� si ��k�� � x � �

��
�k�� ou si x ����� 
	�

�x
 �
��

�k���m���k si �
��
�k�� � x � �

��
�k���

La d�emonstration du cas non entier montre que la portion de courbe

relative �a l�intervalle 	��k��� ��k� v�eri�e �k � t � n �� C
m�����k�� donc�

�� � �� � � t � n �� Cm���� �
Le cas m � 
� Il r�esulte du cas 
 � m � �� tu

�� D�eriv�ees du graphe associ�e �a une surface param�etr�ee�

On se propose ici de d�emontrer la formule ������ En fait� nous allons d�emon�
trer la formule un peu plus pr�ecise ����� pour les besoins de la proposition ��
�

Lemme ���� Soit k entier� k � 
� Soit X � Ck�	
a� a��� une fonction

croissante telle que X�
a� � 
A�� X�a� � A et dX
dx � c � �� Soit Y �

Ck�	
a� a���
On d�e�nit une application F � Ck�	
A�� A�� par � �x � 	
a� a��

F
�
X�x�

�
� Y �x��

ESAIM� Cocv� Juin ����� Vol� �� 	
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Ses d�eriv�ees sont donn�ees par � �x � 	
a� a��

dF

dX
�X �

dY
dx
dX
dx

���
�

et� pour k � ��

dkF

dXk
�X �

Qk

�
dX
dx � � � � �

dk��X
dxk��

� dY
dx � � � � �

dk��Y
dxk��

��
dX
dx

��k�� �
dkY
dxk�
dX
dx

�k 
 dY
dx

dkX
dxk�

dX
dx

�k�� �����

o�u Qk est un polyn	ome homog�ene de degr�e k� tu
D�emonstration du lemme 
��� D�apr�es les hypoth�eses sur la fonction X � elle
admet un inverse 	 qui� par des formules classiques de d�erivation� est de
classe Ck� Par d�e�nition

F �X� � Y
�
	�X�

�
�

Les propri�et�es de d�erivabilit�e des applications compos�ees montrent que le
second membre est de classe Ck� ce qui prouve que F est de classe Ck sur
	
A�� A��

On va d�emontrer ����� par it�erations� Commen cons par le cas k � 
� En
d�erivant l��egalit�e Y � F �X � il vient

dY

dx
� �

dF

dX
�X�

dX

dx

ce qui �etablit ���
� puisque dX
dx � �� En d�erivant l�expression ���
�� on obtient

�
d�F

dX�
�X�

dX

dx
�

d�Y
dx�

dX
dx



dY
dx

d�X
dx��

dX
dx

�� �

ce qui �etablit ������ avec Q� � ��
Supposons maintenant que ����� soit v�eri��ee �a l�ordre k� En d�erivant il

vient

� dk��F
dXk��

�X� dX
dx

�

Rk

�
dX
dx � � � � �

dkX
dxk

� dY
dx � � � � �

dkY
dxk

��
dX
dx

��k��

 ��k
 
�

Qk

�
dX
dx � � � � �

dk��X
dxk�� �

dY
dx � � � � �

dk��Y
dxk��

�
d�X
dx��

dX
dx

��k
�

dk��Y
dxk���
dX
dx

�k 
 k
dkY
dxk

d�X
dx��

dX
dx

�k�� 
 d�Y
dx�

dkX
dxk � dY

dx
dk��X
dxk���

dX
dx

�k�� � �k � 
�
dY
dx

d�X
dx�

dkX
dxk�

dX
dx

�k��
o�u Rk�� � �� � d

dx

�
Qk�� � ��

�
est homog�ene de degr�e k� En divisant par dX

dx � on
en d�eduit l��egalit�e ����� �a l�ordre k � 
� tu
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�� Pr�eservation de la r�egularit�e�

Les r�esultats ci�dessus montrent� �a l�aide de contre�exemples� qu�on peut
perdre un ordre de r�egularit�e en utilisant des variations normales� mais ils ne
nous disent pas si cette perte est syst�ematique� Autrement dit� ne pourrait�
on pas trouver des variations qui pr�eservent la r�egularit�e (

Les seules possibilit�es hhg�en�erales ii de la pr�eserver sont� lorsque d � � et
m � �� les suivantes�
! La r�egularit�e C� � si � est C� � alors � � t � n est C� pour tout � de
classe C� d�es que t est assez petit�
! Les variations d�amplitude constante � si � est au moins Lip�� alors ��t n
est aussi r�egulier que � d�es que t est assez petit�

Hormis ces deux cas� les variations normales font perdre de la r�egularit�e
d�apr�es le r�esultat suivant�

Proposition 	��� Soit � � Cm dont aucune partie n�est Cm�� � avec d � �
et m r�eel� m � �� Les seules fonctions � de classe Cm et inf�erieures au

rayon de courbure telles que � � �n � Cm sont les constantes� tu
On se limite aux variations Cm car� sinon� on pourrait toujours en trouver

une dont l�irr�egularit�e compense exactement celle de � de sorte que �� �n
soit C� �en e�et� �etant donn�e �� de classe C� et voisin de �� il existe un
et un seul � tel que � � �n � ��%��

Mais une telle variation serait isol�ee au sens o�u aucune variation voisine ne
pr�eserverait la r�egularit�e de �� On suppose � inf�erieur au rayon de courbure
de � pour le m$eme motif�

D�emonstration� Supposons pour l�instant m entier� �Etant donn�e z � �� on
choisit un syst�eme de coordonn�ees �x� y� d�origine z tel que le plan d��equation
y � � soit tangent �a � en z� Dans ce rep�ere� � est le graphe d�une fonction
# � Cm�	
a� a��� a � �� Une portion de la courbe d�eform�ee est � � �n �
f�X�x�� Y �x�� � jxj � ag o�u

X�x� � x
 e��x�#��x�p

 � j#��x�j� � Y �x� � #�x� �

e��x�p

 � j#��x�j�

et e��x� � ��x�#�x���
Comme ��z� est inf�erieur au rayon de courbure en z� il existe un intervalle

	
a�� a�� dans lequel X � � c � �� De plus X et Y sont Cm�� et

X�m��	 � Sm�� 
 e�#�m	

�
 � j#��x�j����� � Y
�m��	 � Sm�� 
 e�#�m	#�

�
 � j#��x�j�����

o�u Sm�i d�esigne une fonction C� d�ependant des d�eriv�ees d�ordre 
 �a m
 

de e� et #� Il r�esulte donc du lemme ��
 que � � �n est le graphe d�une
fonction F � Cm���	
A�A��� L��egalit�e ����� donne

F �m��	 �X � Sm�� � e�#�m	
 ���
�

o�u 
 � �Y � 
X �#���
 � j#��x�j�������X ���m�
Par hypoth�ese� #�m	 n�est C� dans aucun voisinage de �� Au contraire� e�

et 
 sont C�� donc F �m��	 ne peut $etre C� dans un voisinage de � que si

ESAIM� Cocv� Juin ����� Vol� �� 	
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e���� ou 
��� � �� Cette derni�ere condition se r�eduit �a Y ���� � � �puisque
#���� � �� qui elle�m$eme donne e����� � �� Ceci ne peut $etre satisfait pour
tout point z de � que si � y est constant�

R�eciproquement� quand � est constant� 
��� � � donc ���
� montre que
F �m��	 est d�erivable en �� d�o�u � � �n � Cm �

Lorsque m n�est pas entier� on remplace dans ���
�m par sa partie enti�ere
M � Comme #�M	 n�est Cm�M dans aucun voisinage de �� F �M��	 ne peut
$etre C� que si� �a nouveau� e���� ou e����� � �� tu

Cette d�emonstration montre donc que la r�egularit�e n�est pr�eserv�ee qu�aux
points de � o�u � ou sa d�eriv�ee tangentielle est nulle� Dans les autres points�
on perd exactement un ordre de r�egularit�e�

Observons qu�en dimension d � �� le r�esultat de la proposition ��
 n�est
plus vrai� En e�et� si � est de la forme �� �Rd��� les variations � ind�epen�
dantes de z� et z� pr�eservent sa r�egularit�e� Pour la g�en�eraliser� il faudrait
imposer que � ne soit Cm�� dans hhaucune direction ii�

Rappelons� pour $etre complet� que les variations r�eparties pr�eservent la
r�egularit�e� Plus pr�ecis�ement on a le r�esultat suivant� cf� 	
�� � Soient � � Cm �
m � 
� et u � Cm�Rd�Rd� tels que ju�z� 
 u�z��j � c jz 
 z�j avec c � 
�
Alors�

� � u � Cm �
Dans ce r�esultat Cm et Cm peuvent $etre remplac�es respectivement par

Lipm et Lipm moyennant� lorsque m � 
� cf� 	��� l�hypoth�ese suppl�ementaire
c � c
 �� a alors la propri�et�e du c$one uniforme� et on peut choisir c
 �

��
 � ������ o�u � est la pente du c$one��

	� Annexe

L�objet du r�esultat suivant est de d�emontrer que l�ordre de r�egularit�e de la
fonction # ne d�epend pas du syst�eme de coordonn�ees utilis�e� pourvu que
l�on se place dans un rep�ere o�u # existe et est lipschitzienne �par contre la
fonction #� elle�m$eme� varie avec le rep�ere��

Lemme 
��� Soient m � 
� � � C
m � des coordonn�ees cart�esiennes �zi�

d�origine v � �� un cylindre " � fz � jz�j � a� jzdj � ag et une fonction

# � Lip��"�� tels que � �z � "�

z � � �	 zd � #�z���

Alors il existe b � � tel que

# � Cm�"��b��� tu

D�emonstration� La d�e�nition ��
 fournit un syst�eme de coordonn�ees �bzi�
d�origine v� un cylindre b" � fbz � j bz�j � ba� j bzdj � bag et une fonctionb# � Cm�c"�� tels que � � bz � b"�

bz � � �	 bzd � b#� bz��
ESAIM� Cocv� Juin ����� Vol� �� 	
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Les propri�et�es ci�dessus �etant conserv�ee par tout changement de variable qui
pr�eserve bzd� on peut se ramener au cas o�u

bz� � z�� � � � � dzd�� � zd���

On peut alors �ecrire �

bz� � z� cos�� zd sin��bzd � 
z� sin�� zd cos��

La propri�et�e z � � � "�ba� est donc �equivalente �a &�z� � � o�u

&�z� � 
z� sin �� zd cos � 
 b#�z� cos �� zd sin �� z�� � � � � zd����

Par hypoth�ese� elle est aussi �equivalente �a zd 
#�z�� � � si z � "�a�� Donc

&
�
z�� #�z��

�
� �

pour tout z� � "��b� o�u b � inf�a�ba�� Comme # � Lip��"���
��
�zd

�
z��#�z��

�
ne s�annule pas dans "��b�� Les propri�et�es de d�erivabilit�e de la solution d�une
�equation implicite montrent alors que # � Cm�"��b��� tu
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