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LOCALISATION DE VALEURS PROPRES
REGIONS DE GUDKOV

par Michéle CHAMBAT (1)

Résumé. — R. S. Varga [2] a introduit le domaine minimal de Gerschgorin de localisation
des valeurs propres d’une matrice complexe. L’objet principal de ce papier (partie IV) est
d’effectuer sur les régions de Gudkov (partie II) le méme travail que Varga sur des cercles de
Gerschgarin.

I. RAPPELS

Définition : la matrice A de taille n sur K (= R ou C) est & diagonale domi-
nante si

Iaii{ > Z Iaijl i= 1 e
J#Fi

Toute matrice a diagonale dominante est réguliére. Tout théoréme de régu-
larité sur les matrices correspond a un théoréme de localisation de valeurs
propres. Le plus ancien est d & Gerschgorin et on en a tiré depuis de nom-
breuses généralisations sous le nom de théoréme de type Gerschgorin. Nous
allons rappeler ici quelques résultats dus a Varga [2] et [3].

Soit A une valeur propre de 4. Soit x un vecteur de R" positif et X la
matrice diagonale associée, A est aussi valeur propre de X~ 14X. Pour tout x
positif de R", la matrice X~ (4 — A)X n’est pas réguliére, donc elle n’est pas
a diagonale dominante :

Vx>0 3ie[l,n: ’7\—%| < Z%I‘W = A,(x)

Ly

Jj#Fi
Posons

Gix)=1{z GC/P\—aiil < A(x) }

M 669 = U 6.6

(1) Lyon I, S.A.N.T.L., U.E.R. de Mathématiques, Villeurbanne.
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LOCALISATION DES VALEURS PROPRES 83

C’est le domaine de Gerschgorin associé a la matrice X ~14X.

Toutes les valeurs propres de A appartiennent a G(x) pour tout x de R".
Considérons le domaine de matrices

Q= {B:(bij)/bii:aiiizl- lb”, |a,-j| Vi;éj}

le domaine de Gerschgorin défini par (1) associé a chaque matrice de Q 4 est
le méme; Varga a donc donné le résultat :

Théoréme 1 : Toutes les valeurs propres des matrices de 2 , sont contenues
dans le domaine minimal de Gerschgorin :

@ GQ,) = GE)

x>0

II. REGIONS DE GUDKOV

Définition [5] : On appelle G-matrice (ou matrice de Gudkov) toute matrice

A4 telle que |a;| > R; i=1..no0u:
[ R, = Z lay|
j=2
3) JR= lay| 2+ 3 fay|  i=2.n—1
= ey Jl &
R, = z la"1|| l

Gudkov a prouvé que toute matrice vérifiant ces n conditions était non
singuliére (condition G).

Définition : la matrice 4 = (g;;) est dite H-matrice si la matrice de Jacobi
J associée & A existe et est telle que p(|J]) < 1

0 4
a;;
J= 0
%i 0
a

avec la notation :
|B] = (|by])  si B = (by)

n° R-3, 1971.



84 M. CHAMBAT

F. Robert [5] 2 montré le théoréme suivant :

Théoréme 2-1 : la classe des H-matrices contient celle des G-matrices qui
contient celle des matrices & diagonale dominante.

la condition G s’écrit Scoco((I —|L|)~1|U]) < 1

ot L et U sont les matrices triangulaires respectivement inférieure et supérieure
de J, matrice de Jacobi associée a A.

Les théorémes de type Gerschgorin s’appuient sur la négation de la diago-
nale dominance, d’ou I’idée d’introduire des domaines plus fins de localisation
en niant la propriété G.

Si A est valeur propre de A4, la matrice A — Al n’est pas réguliére, donc ce
n’est pas une G-matrice et il existe un indice i tel que

lai; — A < RO

(ou Ry(7) est la quantité définie par des équations identiques & (3) pour la
matrice A — AJ).

Introduisons les ensembles :
) K1={Z€C/|au—z| < Rl(z)}
i=2—n—1 K ={zeCl|a;— ZIUHR(Z) —LZlaUI—R(Z)}

Ri(z
Kn = {Z GC/,(ZM - Zl S z lanj[ _;L(—L' = Rn(z)}
i<n |a; — 2|
D’ou le :
Théoréme 2-2 : les valeurs propres de A sont contenues dans le domaine de
Gudkov n
k= Uk,
i=1
De plus ce domaine est inclus dans celui de Gerschgérin.

KCG:UGi oﬁGiz{ZEC/Ia“—ZISZ’aij]}
iFi

i=1

REMARQUE : C’est uniquement cette deuxiéme affirmation qui justifie
Iintroduction du domaine de Gudkov car il perd la propriété la plus remar-
quable de celui de Gerschgorin : sa simplicité.

EXEMPLE : n = 3.
[—1 1 o
A= I 1 1{PRN)=—0GQ—DA—1—4/50—1+53)
2 0 3
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LOCALISATION DES VALEURS PROPRES 85

G, = cercle de centre — 1 et de rayon 1
G, = cercle de centre 1 et de rayon 2

G, = cercle de centre 3 et de rayon 2

Régions de Gudkov : K; = G,

K, = {z/]z—1|st—}r—l~|+1}

={zeC/lc—DE+ 1| —|z+1|—1<0}

K3={z/|z—3] < - ‘21

Iz T |}=’Z€C/|ZZ—22—3I <2}

Plan "complexe

On voit nettement sur ce schéma le gain apporté par le domaine de Gudkov
(région hachurée) sur celui de Gerschgorin (réunion des cercles Gy, G, et G3).

REMARQUE. Contrairement au cas de Gerschgorin, les régions de Gudkov
dépendent de ’ordre des lignes de la matrice 4. Il pourra donc &tre intéres-
sant de considérer des permutations sur les lignes de la matrice.

On retrouve sur cet exemple quelques propriétés immédiates de ces régions :

— Sur ce schéma, l’intersection des deux premiers cercles est contenue
dans KX, :

(,01 G,->C(J_QK,-)CK,. i=1..n

n° R-3, 1971.



86 M. CHAMBAT

— Seule la troisi¢éme région K, est en deux morceaux et posséde un mor-
ceau disjoint du reste du domaine.

Vj < i, a;; appartient a K; dés que g;; est non nul.
a;; appartient toujours a K.

Donc le domaine ne sera jamais formé de morceaux disjoints si la matrice
ne posseéde aucun élément hors de la diagonale nul.

Ces régions sont assez compliquées et il ne saurait étre question en général
d’avoir leur forme géométrique. Notons cependant que 1’on peut trés facilement
savoir si un point z appartient 3 X ou non. Elles peuvent donc étre utilisées
simplement numériquement comme régions d’exclusions.

Nous aurons par la suite besoin du résultat suivant :

III. UNE CARACTERISATION DES H-MATRICES

Soit A une matrice (n, n) quelconque, A une matrice diagonale réguliére,
L et U les matrices triangulaires inférieure et supérieure de la matrice de
Jacobi J associée a A.

Montrons la caractérisation :

Théoréme 3 : Les trois propositions suivantes sont équivalentes :
(a) A est une H-matrice.

(b) 1l existe une matrice diagonale réguliére A telle que A~ AA soit a diago-
nale dominante.

(¢) Il existe une matrice diagonale réguliére A, telle que A7*AA, soit une
G-matrice.

Démonstration :

(b) = (¢) car la classe des matrices & diagonale dominante est inclue dans la
classe des G-matrices.

(¢) = (a) 1a classe des G-matrices est contenue dans celle des H-matrices
donc A;'AA, est une H matrice, c’est-a-dire p(|J5' 4a,]) < 1.

Or cette matrice de Jacobi n’est autre que la transmuée de celle de 4 par A,,
elles ont donc méme rayon spectral et 4 est une H matrice
(@) = (D).
D’aprés M!e Odiard [7], pour toute matrice positive ou nulle M, on a :
p(M) = inf S o (A~ MA")
A
A’ diagonale positive
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La matrice |L|

+ |U| est positive ou nulle, donc :
o(|L] + |U]) = inf Suo(A" "X (L[ + |UPAY)
A’ positif

Dire que ce rayon spectral est inférieur a 1, c’est dire qu’il existe une dia-
gonale positive A, donc réguliere telle que

SeaA7H|L| + |UDA) < 1

REMARQUE : Dans la caractérisation précédente, on peut se restreindre a
des diagonales positives.

IV. LE DOMAINE MINIMAL DE GUDKOV

Si P’on considére la famille de matrices Q , définie dans 7, les domaines de
Gudkov associés aux matrices B de Q , sont encore tous identiques

Soit A une valeur propre de 4. Pour toute diagonale positive réguliére A

la matrice A ~1 AA — AT est singuliére, donc elle n’est pas une G-matrice
Si on pose :

R\, x) = Z _;c_; |a1j|

j=2

R(2,
i=2—n—1 R, x) = % R, x)

J
e R Y

n—1

x; R\ x
Rn()" x) = Z = J( ) Ian jI
4% Jay— ]
ou x est le vecteur formé de la diagonale de A

V A diagonale > 0,3/ €(l,n] |a; — 2| < R}, x)
En introduisant les ensembles de Gudkov
K((x)={z ec/lall —‘Z| <

R((z,x) } = G1(x)
Ki(x)={z€Clla;—z| <
et

Rfz,x)}i=2—n

K(x) = q k)

Les valeurs propres de 4 appartiennent 2 K (x) pour tout x positif; donc
aussi K* = [) K(x), appelé domaine minimal de Gudkov

x>0
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88 M. CHAMBAT

Théoréme 4 : Le domaine minimal de Gudkov coincide avec le domaine mini-
mal de Gerschgorin.

Démonstration : Toute matrice A diagonale dominante étant une G-matrice,
on a K* C G(Q ).

Réciproquement si z est un complexe de G(Q2,), pour toute matrice diago-
nale positive A, la matrice A™! 4A — zI n’est pas diagonale dominante;
c’est dire d’aprés le théoréme 3 qu’elle n’est pas non pius une G-matrice, ce
qui démontre le théoréme.

REMARQUE. On retrouve dans ce théoréme le résultat montré par Levinger [4]
dans un article faisant suite 4 celui de Varga, et doanant une nouvelle
caractérisation de G(Q )

G(Q,) = { ze C/A — zI n’est pas une H matrice }.
Ce résultat est immédiat d’aprés 1’équivalence (a) <> (b) du théoréme 3.
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