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REND. SEM. MaT. UNIV. PADOVA, Vol. 53 (1975)

Algebraische Geometrien.

KARL STRAMBACH (*)

Einleitung.

Seit zwanzig Jahren untersucht man intensiv die Struktur topolo-
gischer Geometrien. Ist ihre Punktmenge ein lokal kompakter zusam-
menhiingender topologischer Raum einer Dimension <2 (fiir projek-
tive Ebenen reicht es <4 zu fordern), so kann man weitgehende Struk-
turaussagen machen, indem man tiefe Ergebnisse der Theorie der
Lieschen Transformationsgruppen und der algebraischen Topologie
anwendet (Salzmann [1967], [1970], [1971], Breitsprecher [1971] und
[1972], Strambach [1970], [1972], Groh [1968], [1970] und [1973]).

In dieser Arbeit wollen wir dagegen untersuchen, welchen Einflufl
die Algebraische Geometrie auf geometrische Strukturen ausiibt. Eine
abstrakte Geometrie G besteht aus einer Menge # von Punkten, in
der ein System & von Teilmengen, den sogenannten Blocken, so aus-
gezeichnet ist, dall gewisse Inzidenzaxiome gelten. Wir werden von
einer algebraischen Geometrie sprechen, wenn ¢ von den algebraischen
Punkten einer k-Varietdt V gebildet wird (k ist ein kommutativer
algebraisch abgeschlossener Korper), © ein System algebraischer irre-
duzibler Kurven (manchmal auch nur irreduzibler Untervarietéiten)
auf V ist, deren algebraische Punkte die jeweiligen geometrischen
Axiome erfiillen, und die auf B realisierte Geometrie als Unterstruk-
turen gewisse affine bzw. dual affine Ebenen besitzt, in denen die
Parallelperspektivitidten birationale Abbildungen sind. Fir projektive

(*) Indirizzo dell’A.: Mathematisches Institut der Universitit, Bismarck-
strasse 11/2 D-852 Erlangen, Rep. Fed. Tedesca.
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Ebenen sind die Parallelperspektivititen etwa dann birational, wenn
sowohl die Punktmenge als auch die Geradenmenge aus den algebra-
ischen Punkten von Varietiten bestehen und die das Verbinden zweier
Punkte bzw. das Schneiden zweier Geraden beschreibenden Abbil-
dungen algebraische Morphismen zwischen der Varietidt der Punkte
und der der Geraden sind. (vgl. Breitsprecher [1972]). Analoges trifft
auch fiir M6bius- und Laguerreebenen zu. Anstatt verlangen zu miis-
sen, daf} alle geometrischen Operationen algebraische Morphismen sind,
sind die Parallelprojektivititen bereits dann algebraische Morphismen,
wenn die folgenden Abbildungen birational ausfallen: Einerseits die
Zuordnungen, die jedem Punkt den durch ihn gehenden Kreis eines
Beriihrbiischels zuweisen, andererseits die Abbildungen, die jedem
Kreis eines beliebigen Beriihrbiischels X mit dem Triger p den von p
verschiedenen Schnittpunkt dieses Kreises mit einem durch p gehen-
den nicht zu X gehdrenden Kreis L zuordnen. Auch die Voraussetzung,
dafl die Blocke algebraische Kurven sein sollen, ist fiir projektive
Ebenen sowie Mobius- order Laguerreebenen jedenfalls dann ent-
behrlich, wenn sowohl die Punktmenge, als auch die Blockmenge
dieser Geometrien algebraische Varietiten bilden und die geometri-
schen Operationen algebraische Morphismen sind: Verlangt man dann
namlich von den Geraden bzw. XKreisen, dal} sie vollstindige Teil-
varietidten der Varietdt der Punkte sind, 148t sich zeigen, daBl es Kurven
sein miissen und V eine Fliche ist.

Wir zeigen in dieser Arbeit, daf die eben genannten algebraischen
Forderungen schon so einschneidend sind, dafl sie jeweils die stirksten
Schliefungssitze (Satz von Pappos, Satz von Miquel) erzwingen und
zu klassischen Modellen der betrachteten Geometrien fiihren.

Wiirde man fiir die Punktmenge 3 einer Geometrie statt aller alge-
braischen nur die rationalen Punkte einer k-Varietdt iiber einem
(nicht notwendig algebraisch abgeschlossenen) Koérper k und als Blocke
statt absolut irreduzibler nur relativ zu k irreduzible Kurven nehmen,
80 wiirde man, wie die von Segre und Kuiper gefundenen, iiber der
Punktmenge der reellen Eben realisierten Beispiele nichtdersargues-
scher algebraischer projecktiver und affiner Ebenen zeigen, eine viel
grofere Fiille von Geometrien erfassen; doch die Rationalitdtsfragen
sind in der Algebraischen Geometrie erst andiskutiert, und es scheint,
daB einem zur Beschreibung algebraischer Geometrien von diesem
allgemeineren Ansatz her kein anwendungsreife Theorie der Alge-
braischen Geometrie zur Verfiigung steht. L&a8t man hingegen, wie
wir es getan haben, alle algebraischen Punkte einer Varietdt (iiber
enim algebraisch abgeschlossenen Korper) als Punkte der Geometrie
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zu, so kann man reichlich aus dem iiberquellenden Fiillhorn der
Ergebnisse der klassischen Algebraischen Geometrie schopfen.

In dieser Arbeit betrachten wir konkret algebraische projektive,
affine und dual affine Ebenen sowie algebraische Mobius-und Laguer-
regeometrien (). Es zeigt sich, dafl diese geometrischen Strukturen,
wenn iiberhaupt, nur auf rationalen quasiprojektiven Flichen F dar-
stellbar sind (6.3); der algebraische AbschluB F ist vielmehr eine
Veronesesche Fliche des n-dimensionalen projektiven Raumes oder
eine ihrer Projektionen.

Ist auf einer Varietdt (iiber einem algebraisch abgeschlossenen
Korperk) eine algebraische projektive, affine oder dual affine Ebene
realisiert, so ist diese algebraisch isomorph zur projektiven bzw. affinen
Ebene iiber k. Auch die projektiven AbschlieBungen der algebraische
Geometrien tragenden Varietiten sowie die zuldssigen Systeme von
Blocken werden von uns bestimmt, und zwar nicht nur bis auf alge-
braische Isomorphie, sondern sogar bis auf die (viel engere) projektive
Aquivalenz.

Trigt eine Varietit F eine projektive Ebene, deren Blocke irredu-
zible algebraische Kurven sind und die eine affine Unterebene besitzt,
in welcher die Parallelperspektivititen zwischen Punktreihen und
Parallelklassen algebraische Morphismen sind, so ist F projektiv
dquivalent zur projektiven Ebene P,, zur Veroneseschen Fliche V"
des m-dimensionalen projektiven Raumes oder zu einer bireguliren
Projektion von V" in einen niederdimensionalen projektiven Raum.
Die Geraden der Geometrie sind im Falle der Charakteristik von k&
ungleich 2 stets Bilder der gewdhnlichen Geraden unter einem alge-
braischen Isomorphismus «, der P, auf ¥ abbildet; hat k¥ die Charakte-
ristik 2, so kann das System der Geraden auBlerdem nur das Bild der
im § 5 durch die Gleichungen (1) beschriebenen Kurven unter einem
algebraischen Isomorphismus von P, auf F sein. Sind die Geraden

(*) Man hitte in unserem Rahmen auch algebraische Minkowskiebenen
(vgl. BENz (1973)) definieren und behandeln kénnen. Obgleich wir darauf
verzichtet haben, wird jedem Leser klar, daBl auch jede algebraische auf
einer Varietdt (iiber einem algebraisch algeschlossenen Korper) realisierte
Minkowskiebene, deren Blocke irreduzible algebraische Kurven sind, miquelisch
sein muf, denn fiir algebraische Minkowskiebenen kann man ebenfalls eine
aus algebraischen Morphismen bestehende dreifach transitive Gruppe von
Projektivititen einen Blocks auf sich definieren, die sich wegen § 3 als scharf
dreifach transitiv herausstellt.
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der projektiven Ebene ebene Kurven, so ist F' sogar projektiv dquiva-
lent zur projektiven Ebene P,.

Ist auf der Varietdt F eine affine Ebene dargestellt, die sich
nicht durch Hinzufiigung einer algebraischen irreduziblen Kurve
des projektiven Abschlusses F zu einer algebraischen projektiven
Ebene erginzen liBt, so ist die projektive AbschlieBung F das Bild
einer Veroneseschen Fliche V der Ordnung »? unter einer solchen
Projektion o, die aullerhalb einer nichtsinguldren Kurve K der Ord-
nung n auf V biregulir ist. Ist & eine bireguldre Abbildung von V auf
die projektive Ebene P,, bei der den Kurven n-ter Ordnung die projek-
tiven Geraden entsprechen und K* die « uneigentliche » Gerade von P,
ist, so gilt = (F\K)°, und die Blocke der affinen Ebene sind Bilder
der Kurven eines solchen Kegelschnittsystems unter der Abbildung g1,
welches dem im Satz 5.1 (2) beschriebenen projektiv dquivalent ist.
Ist F eine Regelfliche (und darunter zihlen wir auch die Kegel), so
ist F projektiv aquivalent zum Bild einer Normregelfliche einer der
Klassen % (r—1), 1(r—2), 1(r—3) mit »>3 unter einer im Satz 8.1
beschriebenen Projektion. Und als Regelfliche erweist sich der projek-
tive AbschluB F von F etwa schon dann, wenn er nicht algebraisch
isomorph zur projektiven Eben P, ausfillt und singularitdtenfrei oder
in einem projektiven Raum normal (Bertini 8. 217) ist. Sind die Geraden
einer zu einer algebraischen projektiven Ebene nicht ergénzbaren af-
finen Ebene insbesondere ebene Kurven, so ist der projektive Abschluf}
F der die affine Ebene tragenden Fliche ' entweder in den dreidi-
mensionalen oder in den vierdimensionalen projektiven Raum einbett-
bar. Liegt der AbschluB F im dreidimensionalen projektiven Raum,
so ist er, falls er nicht zur projektiven Ebene projektiv dquivalent ist,
entweder eine regulidre Quadrik oder ein quadratischer Kegel oder die
Regelfliche von Chasles-Cayley (Bertini S. 347). Ist F ein Kegel, so
entsteht die Fliche F aus F durch die Herausnahme einer Erzeugenden,
und die Geraden der affinen Ebene werden zusammen mit den Spuren
aller Mantellinien von F in F von genau den Schnitten solcher Ebenen
mit F gebildet, die durch einen (und denselben) auf L liegenden nicht-
singuliren Punkt von F gehen. Ist F eine regulire Quadrik, so ent-
steht F aus F durch Entfernung zweier verschiedener einander treff-
ender Erzeugenden L, und L,, und die Geraden der affinen Ebene
sind genau alle Schnitte von F mit solchen Ebenen, die durch L, N L,
gehen. Ist schlieBlich F die Regelfliche dritter Ordnung von Chasles-
Cayley, so entsteht F aus F durch die Herausnahme der minimalen
Leitgeraden L sowie einer von ihr verschiedenen Erzeugenden G; die
Geraden von F sind dann entweder die Spuren aller Schnitte von F
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in F mit solchen Ebenen, die durch G gehen, oder die Spuren aller
Schnitte von ¥ in F mit Ebenen, die L enthalten. L#ft sich dagegen
der AbschluB F nicht in den dreidimensionalen projektiven Raum
einbetten, so ist er das Bild der Veroneseschen Fliche des fiinfdimen-
sionalen Raumes unter einer Projektion, die kein algebraischer Iso-
morphismus ist und als Zentrum einen auBerhalb von F befindlichen
Punkt hat. F ist vielmehr so algebraisch isomorph zur projektiven
Ebene P,, in der aber Punktepaare der uneigentlichen Geraden @
mittels einer Involution aus PGL,(k) identifiziert worden sind, dal
den Blocken von F die affinen Geraden von P,\G entsprechen.

Die Klassifikation der dual affinen Ebenen, die sich auf einer Varie-
tat so darstellen lassen, dafl die Blocke irreduzible algebraische Kurven
sind, 146t sich auf die Bestimmung der affinen algebraischen Ebenen
zuriickfiihren: Fafit man ndmlich die Klassen paarweise paralleler
Punkte als Gesamtheiten algebraischer Punkte von neuen, eine Pa-
rallelenschar bildenden Blocken auf, so erhidlt man eine algebraische
affine Ebene.

Mobiusebenen sind in vielerlei Hinsicht seltene Geometrien. So
kennt man nur zweierlei Sorten endlicher Mdébiusebenen (vgl. Dem-
bowski, Kap. 6) und von den auf topologischen Mannigfaltigkeiten
realisierbaren nur solche, die auf der 2-Sphére darstellbar sind (Stram-
bach [1970], [1972]). Groh hat neuerdings [1973] bewiesen, dal die
2-Sphére die einzige topologische kompakte Mannigfaltigkeit ist, die
topologische Mo6biusebenen tragen kann. Dieser Aspekt des seltenen
Vorkommens von Mobiusebenen aufBlerhalb der 2-Sphire wird fiir
algebraische Mobiuebenen vollauf bestitigt. Auf keiner Varietit I’
laBt sich ndmlich eine Mo6biusebene so realisieren, dafl ihre Blocke
irreduzible Kurven von F wiren.

Fir Laguerre-Ebenen fillt dagegen die Realisierbarkeit auf Varieté-
ten giinstiger aus. Sind die Blocke der auf einer Varietit F realisierten
algebraischen Laguerregeometrie ebene irreduzible Kurven oder l4(¢
sich F in den dreidimensionalen projektiven Raum iiber einem alge-
braisch algeschlossenen Korper k einbetten, so existiert (zu jedem
algebraisch abgeschlossenen) Korper k bis auf projektive Transforma-
tionen genau eine Laguerre-Ebene, deren Blocke algebraische irredu-
zible Kurven auf F sind: Sie 146t sich auf einem quadratischen Kegel
iiber ¥ mit herausgenommenem singuldrem Punkt p (Spitze) darstellen;
ihre Blocke sind genau die Schnitte von F mit solchen Ebenen, die p
nicht enthalten, und die algebraischen Punkte der Spuren von Mantel-
linien des Kegels in F bilden die Klassen paralleler Punkte. (Hat der
Korper k die Charakteristik 2, so folgt die Einzigkeit des quadrati-
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schen Kegels iiber k etwa nach Arf, Satz 6, S. 157.) Ist der projektive
AbschluB F der eine algebraische Laguerreebene tragenden Varietit F
singularititenfrei oder in einem projektiven Raum normal (Bertini
S. 217), so ist F algebraisch isomorph zu einer Normregelfliche der
Klasse }(r—3) mit ungeradem r>3, wobei im Falle der Regularitat
von F sogar r>5 gilt. Ist nun der projektive Abschlu F der eine
algebraische Laguerregeometrie tragenden Varietit F Aeine Regel-

fliche, so ist sie Bild einer rationalen Normregelfliche F der Klasse
4 (r —3) mit >3 unter einer im Satz 9.1 genauer beschriebenen Projek-
tion o; F entsteht aus F, indem man das Bild der Minimalleitkurve M

von F unter ¢ entfernt. Die Blocke von der auf F realisierten Laguer-
reebene sind Urbilder der Kreise der isotropen Ebene (Benz-Méurer § 5)
unter einer im Satz 9.1 beschriebenen birationalen Abbildung; desglei-
chen gilt fir die Klassen paralleler Punkte.

In der Theorie der topologischen Geometrien, die sich auf einer
topologischen Mannigfaltigkeit darstellen lassen, spielen bei vielen
Untersuchungen die Kollineationsgruppen dieser Geometrien, die sich
in allen bislang betrachteten Fillen als Liegruppen herausgestellt haben,
eine entscheidende Rolle. In unseren Untersuchungen iibernimmt hin-
gegen diese herausragende Stellung die Gruppe der Projektivitdten
eines Blocks auf sich; sie besteht ndmlich aus algebraischen Auto-
morphismen einer irreduziblen algebraischen Kurve, und die Auto-
morphismengruppen algebraischer Kurven sind bestens bekannt (Ro-
senlicht). Mit Hilfe der Projektivitdtengruppe ist es nicht schwer, das
Geschlecht der projektiven Abschliefungen von Blocken zu bestimmen
und zu beweisen, dall jede algebraische Geometrie extrem strengen
SchlieBungssidtzen geniigt (Satz 3.2, Satz 3.3, Korollar 6.2).

Zum SchluBl méchten wir nochmals hervorheben, dafl die Klassi-
fikation der Geometrien tragenden Varietiten und der zuldssigen
Systeme von Blocken meistens bis auf projektive Aquivalenz durch-
gefiihrt wird.

BEZEICHNUNGEN UND FESTSETZUNGEN. Mit I" IR bzw. I, bezeich-
nen wir die Standgruppe der auf einer Menge IR operierenden Trans-
formationsgruppe I'; es ist genau die Untergruppe von I, die I (als
Ganzes) bzw. die sowohl den Punkt x als auch den Punkt y festliBt.
Die (algebraische) Isomorphie zweier Varietiten wird manchmal durch
~ kenntlich gemacht.

Eine quasiprojektive Varietdt ist eine beziiglich der Zariski-Topo-
logie offene (und daher dichte) Teilmenge einer projektiven Varietét.
Es sei k ein kommutativer algebraisch abgeschlossener Korper. Ist
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dann a ein Ideal des Polynomringes k[ X], so nennen wir die Nullstel-
lenmenge von a eine abgeschlossene algebraische Menge in k* (vgl.
Mumford 8. 11). Unter einer projektiven bzw. affinen irreduziblen
Varietdt V iiber dem algebraisch abgeschlossenem Korper k verstehen
wir in dieser Arbeit die Nullstellenmenge eines (im projektiven Fall
homogenen) Primideals von k[X] im #n-dimensionalen projektiven bzw.
affinen Raum &8 iiber einem Universalkorper 2 (Zariski-Samuel,
Chop VII, §3, S. 167, Cor. 1 and van der Waerden [1959] § 118).
Da bekanntlich die algebraischen Punkte (d.h. Punkte, deren Koordi-
natenringe Quotientenkérper haben, die algebraische Erweiterungen
von k sind) dicht in V liegen (vgl. etwa Lang S. 76) und V daher durch
sie bestimmt ist, werden wir manchmal stillschweigend die Gesamtheit
der algebraischen Punkte von V schon mit V identifizieren und eine
(affine bzw. projektive) irreduzible Varietit V auch als die Nullstel-
lenmenge eines (im projektiven Fall homogenen) Primideals p von
k[X] im n-dimensionalen projektiven bzw. affinen Raum 8’ iiber
dem algebraisch abgeschlossenen Korper k auffassen (vgl. Zariski
[1947], 8. 5-6). Eine Privarietit (X, oy) ist ein topologischer Raum X
zusammen mit einer Garbe oy von k-Algebren auf X, so daf die Halme
dieser Garbe lokale Ringe sind und X eine endliche Uberdeckung durch
offene Mengen U besitzt, so dal die Restriktionen von o, auf die Men-
gen U affine Varietiten sind. (Diese Definition stimmt mit der von
Borel 8. 23 iiberein und unterscheidet sich von der in Mumford S. 48
gegebenen nur dadurch, dal X nicht zusammenhingend sein muf.)
Ist der einer Privarietit B zugrundeliegende topologische Raum
zusammenhéngend, so nennt man 9B irreduzibel. Unter einer (ab-
strakten) Varietdt V verstehen wir (vgl. Mumford S. 68) eine Pri-
varietdt, so dal die Diagonale in V' XV abgeschlossen ist (Mumford
S. 69). Eine Varietdt V heit vollstindig, wenn fir alle Varietdten Y
der Projektionsmorphismus von VX Y auf Y eine abgeschlossene
Abbildung ist (Mumford S. 103); sie heifit irreduzibel, wenn sie als
Privarietit irreduzibel ist.

Die algebraischen Gleichungen, die eine affine (projektive) irre-
duzible Varietdt V beschreiben, sind iiber dem algebraisch abge-
schlossenen Koéper k irreduzible Polynome (Formen) (Hodge-Pedoe S. 6)
Zwischen affinen Varietiten und ihren projektiven Abschliissen besteht
ein kanonischer Zusammenhang (Zariski-Samuel, Chap. VII, § 3-§86,
vgl. aber auch Zariski [1969] S. 1-4 oder Weir S. 9-14 oder Mumford
S. 11-22); aus einer projektiver Varietit erhdlt man durch Heraus-
nahme der Hyperebene X,= 0 eine affine und aus einer affinen Va-
rietéit durch Homogenisierung ihres assozierten Ideals (Zariski-Samuel,
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Chap. VII, §5) den projektiven AbschluB dieser Varietdt. Daher ist
es zuléssig, zwischen affinen und projektiven Koordinaten einer Va-
rietdt, je nach Lage des Problem hin und her zu pendeln.

Als Punktmenge einer auf einer k-Varietit V realisierten alge-
braischen Geometrie wird stets die Gesamtheit aler algebraischen
(nulldimensionalen) Punkte von V angesehen.

Eine Veronesesche Fliche der Ordnung »* wird in den homogenen
Parametern w,, ,, 2, durch die Parameterdarstellung x;;; = o} @i x
mit ¢, 4 ¢, + i,= n und 0 # p €k gegeben, wobei rechts simtliche Mo-
nome #n-ten Grades in den z stehen (Burau [1950], S. 21). Eine aus-
gezeichnete Rolle unter den Veroneseschen Flichen spielt die Vero-
nesesche Fliche V vierter Ordnung im finfdimensionalen projektiven
Raum, die mittels (§) #;;= oy;y; (¢<j und 0 # g € k) definiert werden
kann (vgl. auch Bertini S. 363). Die Geraden der projektiven Ebene
gehen unter der Abbildung (§) in irreduzible Kegelschnitte iiber. Dies
trifft auch dann zu, wenn die Charakteristik des Korpers k gleich 2
ist; so kann z.B. das Bild einer Geraden y,= by, + cy, unter (§), in-
dem man der Beziehungen z,, = (by, -+ cy,)>= (b%y? + c®y?) gedenkt, als
Durchschnitt der folgenden Hyperebenen beschrieben werden:

Zor = by, + €Xyy Loy = b1, + Cyy

24
Zoo= b2®y1 + C*Typ T, = X11 Ty .

Man kann (auch im Falle beliebiger Charakteristik von k) von der
Veroneseschen Fliche V des fiinfdimensionalen Raumes als der nor-
malen Bildfliche aller Kegelschnitte sprechen, denn die irreduziblen
Kegelschnitte werden unter (§) auf Kurven vierter Ordnung von V
abgebildet. AuBerdem gilt, dall jede Fliche, die eine Fliche von
Kegelschnitten (co® Kegelschnitte) enthilt, die Veronesesche Fliche
vierter Ordnung oder einer ihrer Projektionen ist (Bertini S. 369).
Hat der Korper k eine von 2 verschiedene Charakteristik, so kann
man alles niitzliche iiber Veronesesche und Steinersche Flichen Ber-
tini Kap. 15 und 16 oder Burau [1950], S. 23-33 entnehmen. Die
Steinersche Fliche kann man aber auch ohne Riicksicht auf die Charak-
teristik von %k als Projektion der Veroneseschen Fliche V des fiinfdi-
mensionalen projektiven Raumes von einer zur V disjunkten Geraden
auf einen dreidimensionalen projektiven Raum definieren (Bertini
S. 370).
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1. Geometrische Axiome.

Es sei eine Menge M gegeben; ihre Elemente wollen wir Punkte
nennen. Wir sagen dall auf M eine Geometrie realisiert ist, wenn dort
ein System & von Teilmengen, wir wollen sie Blocke nennen, so aus-
gezeichnet ist, dall gewisse Axiome erfiillt sind.

Auf M liegt eine projektive Ebene vor, wenn gilt:

(¢1) Mit zwei verschiedenen Punkten inzidiert genau ein Block.
(e 2) Zwei verschiedene Blocke haben genau einen Punkt gemeinsam.

(¢ 3) Es gibt vier verschiedene Punkte, von denen keine drei in einem
Block enthalten sind.

Ist M die Gesamtheit der algebraischen Punkte einer k-Varietit
(k ein beliebiger kommutativer algebraisch abgeschlossener Kérper) und
sind die Blocke (aus &) algebraische Punkte algebraischer irredu-
zibler Kurven von M (d.h. irreduzible Untervarietiten von M der
Dimension 1), so sprechen wir genau dann von einer algebraischen
projektiven Ebene, wenn aullerdem eine affine Unterebene von M alge-
braisch ist in dem in diesem Abschnitt noch zu definierenden Sinn.
(Oft werden wir aber auch die Kurven, deren algebraische Punkte
einen Block bilden, selbst als Blocke bezeichnen.)

Ist die Punktmenge M die projektive Ebene iiber k, so besteht &
aus lauter ebenen algebraischen Kurven, und wegen des Satzes von
Bezout (vgl. etwa Fulton S. 112) haben dann je zwei Blocke stets
mindestens einen Punkt gemeinsam; daher kann man im Fall der
projektiven Ebene als Punktmenge die Forderung (e 2) durch die
folgende, zu (a 2) #quivalente, ersetzen:

(a2') Zwei verschiedene Blocke haben hochstens einen Punkt gemein-
sam.

Auch (a 3) kann fiir algebraische projektive Ebenen formal etwa
wie folgt abgeschwicht werden.

(@ 3") Nicht alle Punkte von M liegen auf einem Block.
Es seien L; und L, zwei verschiedene Blocke und p ein Punkt, der
weder mit L, noch mit L, inzidiert. Zu jedem Punkt x auf L, existiert

genau ein p enthaltender Block B,, der mit « inzidiert.
Durch die Zuordnung c¢:xz+>B,N L, werden dann die Punkte

12
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von L, umkehrbar eindeutig auf die Punkte von L, abgebildet. ¢ hei3t
die Perspektivitdt zwischen L, und L, mit dem Zentrum p. Durch
Hintereinanderausfiihrung von Perspektivitidten entstehen Projekti-
vititen. Die Projektivititen eines Blocks G auf sich bilden eine Grup-
pe II(@), die auf den Punkten von G dreifach transitiv operiert (Pick-
ert S. 9). Sind @, und @, zwei Blocke, so sind die Gruppen /7(G,) und
I1(@,) isomorph, denn ist b eine beliebige Perspektivitit von @, auf @,,
so gilt v-I1(@,) v = I1(G,) (vgl. etwa Dembowski S. 160). Die Grup-
pe II(@) ist genau dann scharf dreifach transitiv, wenn auf M eine
pappossche Ebene realisiert ist (Pickert S. 139).

Wir sagen, daBl auf M eine affine Ebene vorliegt, wenn die folgen-
den Axiome erfiillt sind:

(b1) Durch zwei verschiedene Punkte geht genau ein Block.

(62) Durch jeden nicht auf einem beliebigen Block G liegenden
Punkt p geht genau ein Block 7', der mit G keinen Punkt gemein-
sam hat; man sagt, T ist die Parallele zu @ in p.

(b3) Es gibt vier Punkte, die nicht in einem Block enthalten sind.

Blécke, die entweder gleich sind oder keinen Punkt gemeinsam
haben, nennt man parallel. Diese Parallelititsrelation ist eine Aquiva-
lenzrelation und fiihrt zur Einteilung der Menge aller Geraden in Paral-
lelscharen. Es seien L, und L, zwei Blocke und % eine Parallelenschar,
zu der weder L, noch L, gehért; dann geht durch jeden Punkt z € L,
genau ein Block G, aus ¥ und die Abbildung «: z+> G, N L, definiert
eine Parallelperspektivitdt zwischen L, und L,. Durch Hintereinan-
derausfithrung von Parallelperspektivitéiten erhélt man Parallelprojek-
tionen, und die Parallelprojektionen eines Blocks B auf sich bilden eine
Gruppe I'(B), die auf den Punken von B zweifach transitiv operiert.
Die Gruppen I'(B,) und I'(B,) zweier Blocke B, sind stets isomorph.
Die Gruppe [I'(B) ist genau dann scharf zweifach transitiv, wenn die
auf M realisierte affine Ebene desarguessch (aber nicht notwending
pappossch) ist. Aus der scharfen zweifachen Transitivitit von I'(B)
folgt zunichst, und zwar auf zweierlei Weise, dal die affine Ebene E
eine Translationsebene ist. Einmal 1468t sich in ibr mit Hilfe von I'(B)
ein Abstandsverhiltnis definieren (vgl. Schleiermacher §1, S. 314 und
Lemma 5), und zum zweiten wird die Gruppe I'(B) der Projektivititen
schon durch die Menge der Abbildungen # — aox + b mit a, b € B dar-
gestellt, wenn @ als die V-Gerade eines Bezugsystems (vgl. Pickert 1.5)
genommen wird und « o » sowie « 4 » die ternéren Operationen bedeuten
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(Pickert, 8.5). Dafl die Translationsebene E den Rang 2 iiber ihrem
Kern hat, folgt sofort nach Schleiermacher, Korollar auf S. 315.

Man spricht von einer dual affinen Ebene auf M, wenn auf den
Punkten von M eine Parallelititsrelation, die eine Aquivalenzrelation
ist, so gegeben ist, daB} gilt:

(¢1) Durch zwei nicht parallele Punkte geht genau ein Block.
(c2)=(b2).

(¢3) Ist p ein Punkt und G ein Block, so existiert auf G genau ein
zu p paralleler Punkt.

(c4) Es gibt drei nicht parallele Punkte, die nicht in einem Block
enthalten sind.

Falt man jede Klasse paralleler Punkte als einen Block auf, so
wird jeBe dual affine zu einer affinen Ebene. Sind nun L, und L, zwei
verschiedene Blocke und 9 eine Schar paralleler Blocke, so da8 keines
der L; zu A gehort, so kann man wiederum die Parallelperspektivitit
zwischen L, und L, beziiglich % definieren, und von der Gruppe X(Q)
von Projektivititen eines Blocks G auf sich sprechen. 2X(G) operiert
auf den Punkten von G zweifach transitiv. Scharf zweifach transitiv
ist sie genau dann, wenn die auf M realisierte dual affine Ebene desar-
guessch ist.

Ist M die Gesamtheit aller algebraischen Punkte einer k-Varietit
(k ist ein algebraisch abgeschlossener Korper) und sind die Bloche
(iiber Klassen paralleler Punkte wird nichts ausgesagt) einer auf M
realisierten affinen bzw. dual affinen Ebene algebraische Punkte alge-
braischer irreduzibler Kurven von M, so sprechen wir von einer auf
M realisierten algebraischen affinen bzw. algebraischen dual affinen
Ebene genau dann, wenn die folgenden Abbildungen birational sind:
Jede Perspektivitit, die den Punkten eines Blocks S die mit ihnen
inzidenten Blocke einer 8 nicht enthaltenden Klasse paralleler Blocke
zuordnet sowie jede Perspektivitét, die den Blocken einer Parallel-
klasse X von Blocken ihre Schnittpunkte mit einem nicht zu X geho-
renden Block zuweist; dabei trage die Parallelklasse X die zu einem
Block isomorphe Struktur einer algebraischen Varietidt, die ihr durch
die Schnittpunkte mit einem festen nicht zu X gehérendem Block
aufgeprigt wird. Es ist klar, daBl die eben geschilderten Abbildungen
genau dann birational sind, wenn die affinen Perspektivititen bira-
tionale Abbildungen sind. (Oft werden wir aber auch die Kurven,



176 Karl Strambach

deren algebraische Punkte einen Block bilden, selbst als Blocke be-
zeichnen.)

Ist auf M eine projektive, affine oder dual affine Ebene dargestellt,
80 sagen wir, auf M liegt eine Geometrie vom Typ 2 vor. Auf M ist
eine algebraische Geometrie vom Typ 2 realisiert, wenn dort eine
algebraische projektive, affine oder dual affine Ebene vorliegt.

Die Punktmenge M trigt eine Mobiusebene, wenn das System &
von Blocken den folgenden Bedingungen geniigt:

(d1) Durch drei verschiedene Punkte geht genau ein Block.

(d2) Ist T ein beliebiger Block und ¢q ein Punkt auf 7, so existiert
zu jedem nicht mit 7 inizidenten Punkt p genau ein Bolck B,
der durch p geht und mit 7' genau den Punkt ¢ gemeinsam hat.
Man sagt, B, ist der Beriihrblock von p an T im Punkt q.

(d 3) Es gibt vier verschiedene nicht auf einem Block liegende Punkte.

Eine Laguerre-Ebene ist auf M genau dann realisiert, wenn dort
eine Parallelitdtsrelation so gegeben ist, daf} fiir die Blocke gilt:

(¢1) Durch drei paarweise nicht parallele Punkte geht genau ein
Block.

(¢2) Ist T ein beliebiger Block und ¢ ein Punkt auf 7, so existiert
zu jedem nicht mit 7 inzidenten Punkt p, der zu ¢ nicht parallel
ist, genau ein Block B,, der durch p geht und mit 7' genau den
Punkt ¢ gemeinsam hat. Man sagt, B, ist der Beriihrblock
von p an T in gq.

(¢ 3) Ist H ein beliebiger Block und p ein Punkt, so existiert auf H
genau ein Punkt ¢, der zu p parallel ist. (Inzidiert p mit H,
so ist p=4q.)

(e 4) Es gibt vier paarweise nicht parallele Punkte, die nicht in einem
Block enthalten sind.

Sei p ein Punkt einer Mdbius- bzw. Laguerrebene M. Entfernt
man aus M den Punkt p bzw. die Klasse der zu p parallelen Punkte,
je nachdem ob eine Mébius- oder Laguerreebene vorliegt, und betrach-
tet die mit p inzidenten Blocke (ohne die herausgenommenen Punkte)
als Geraden einer Inzidenzstruktur M,, so erhidlt man eine affine bzw.
dual affine Ebene, je nachdem ob M eine Mdobius- bzw. Laguerreebene
gewesen ist; M, bezeichnen wir als eine Unterebene von M.

Es seien L, und L, zwei verschiedene Blocke einer Mobius- bzw.
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Laguerreebene M und p; € L; zwei Punkte; gilt p, # p,, so sei p,¢ L,
und p, ¢ L,, liegt eine Laguerreebene vor, so seien p, und p, dariiber
hinaus nicht parallel.

Ist p,#p,, so betrachten wir die Menge X(p,, p,) = ¥ der mit p,
und p, inzidenten Blocke von M. Zu jedem Punkt x auf L, (der im
Fall einer Laguerreebene nicht zu p, parallel ist), gibt es in X genau
einen Block B,, der mit # inzidiert (Ist = p,, so ist B, der Block
aus ¥, der I, in p, berithrt.) Der Block B, trifft L, entweder noch
in einem von p, verschiedenen Punkt y oder beriihrt L, im Punkte p,.
Wir kénnen nun die Punkte von L, durch die folgende Zuordnung «,
die man eine Perspektivitit von L, auf L, nennt, bijektiv auf die
Punkte von L, abbilden. Wir definieren 2*=y, falls |B,N L,|=2
ist, und @ = p, fiir den Fall, daB B, den Block L, beriihrt (vgl. Groh
[1973], § 2). Ist M eine Mobiusebene, so ist die Perspektivitiat « damit
erklirt. Ist M eine Laguerreebene, so gibt es auf I, genau einen Punkt,
der zu p, parallel ist und durch den daher kein Block aus X geht;
diesem Punkt weisen wir als Bild unter « den auf L, liegenden zu p,
parallelen Punkt zu, und « ist auch fiir eine Laguerreebene wohlde-
finiert. Gilt p,= p,, so wihlen wir aus M als die Menge X ein weder L,
noch L, enthaltendes Beriihrbiischel von Bléchen, die mit p, inzidieren
(d.h. eine Parallelenschar in der Unterebene M,); die Perspektivitit «
wird dann in M von der durch X in der Unterebene M, bestimmten
Parallelperspektivitdt induziert. Durch Hintereinanderausfithrung von
Perspektivititen entstehen wiederum Projektivititen von M. Die
Projektivititen eines (und damit jedes) Blockes & auf sich bilden
eine Gruppe X, die auf G dreifach transitiv operiert. Hat M minde-
stens 14 Punkte auf jedem Block, so operiert X' auf G sogar genau
dann scharf dreifach transitiv, wenn M miquelsch ist, d.h. darstellbar
als die Geometrie der ebenen Schnitte einer Quadrik bzw. eines Kegels
(Freudenthal-Strambach, Benz, [1960], Benz-Miurer).

Ist M wiederum die Gesamtheit aller algebraischen Punkte einer
quasiprojektiven Varietit M und sind die Blocke (iiber Klassen paraller
Punkte wird keine algebraische Voraussetzung gemacht) einer auf M
realisierten Mobiusebene bzw. Laguerregeometrie algebraische Punkte
von algebraischen irreduziblen Kurven von M, so liege auf M genau
dann eine algebraische Mébius- bzw. Laguerre-Eben vor, wenn jede
affine bzw. dual affine Unterebene der Mobius- bzw. Laguerreebene
algebraisch ist. (Oft werden wir aber auch Kurven, deren algebraischen
Punkte einen Block bilden, selbst als Blocke bezeichnen.)

Die folgende Aussage werden wir oft ohne ausdriicklichen Hinweis
verwenden:
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SAtz 1.1. Es sei auf einer Varietit V eine Geometrie vom Typ 2
oder eine Mobius- bzw. Laguerre-Ebene so realisiert, daf ihre Blicke
algebraische irreduzible Kurven auf V sind. Dann ist V ebenfalls eine ir-
reduzible Varietdt.

BEWEIS. Angenommen, V wire relativ zum Korper k& reduzibel
und zerfiele in mindestens zwei verschiedene Zusammenhangskom-
ponenten V,. Da jeder Block B irreduzibel ist, mufl B in genau einer
Zusammenhangskomponente von V enthalten sein. Sei « ein (alge-
braischer) Punkt von V;. Wir betrachten die Menge X aller Blécke,
die mit # inzidieren. Ist dann ¥ ein nicht zu # paralleler (algebraischer)
Punkt von V, so gibt es in X einen Block C, der y enthilt. Da CCV,
gilt, gehért auch y zu V,. Daher sind alle (algebraischen) Punkte
von V, die nicht zu V; gehoren, parallel zu x. Sei L ein beliebiger
Block aus ¥ und y ein (algebraischer) Punkt aus V\V;, der also zu =
parallel ist. Da jeder Block nur einen (algebraischen) Punkt einer
Parallelklagse enthilt, gibt es auf L einen (algebraischen) Punkt z,
der nicht zu y parallel ist. Daher existiert aber ein irreduzibler Block J,
der sowohl z als auch y enthélt, und dies ist wegen J C V; nicht moglich.

Nach Breitsprecher [1972] hitte man unter einer algebraischen
Geometrie eine solche Inzidenzstruktur zu verstehen, deren Punkt-
und Block menge algebraische Varietiten sind und in der die geome-
trischen Operationen aus algebraischen Morphismen bestehen. Es ist
klar, daBl sowohl die Mobius- und Laguerreebenen als auch die Geo-
metrien vom Typ 2, falls sie algebraischen Geometrien im Sinne vou
Breitsprecher sind, auch algebraische Geometrien in dem von uns
definierten Sinn darstellen, wenn nur die Blocke aus Kurven bestehen.
DaBl wir als Blocke einer Geometrie algebraische Kurven nehmen,
erscheint auf den ersten Blick zu eng, doch ist diese Forderung fiir
viele Arten algebraischer Geometrien im Sinne von Breitsprecher unter
sehr milden Voraussetzungen von selbst erfiilllt. Dies dokumentiert
der nichste Satz, dessen Beweis fiir den Fall von projektiven Ebenen
ich einer Mitteilung von U. Ott verdanke.

SATZ 1.2. Es set P eine projektive Ebene bzw. eine Mobius- order
Laguerregeometrie, so daf sowohl die Menge B der Punkie als auch die
Menge p der Blocke algebraische Varietiten bilden. Ist P eine projektive
Ebene und A bzw. V die Diagonale von pXp bzw. BXB, so seien die
das Verbinden und Schneiden beschreibenden Abbildungen

@ [(PXPNA]—>B bzw.  B: [(BXBNV]—>p
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algebraische Morphismen. Ist P eine Mobius- order Laguerreebene, so
set die zu jedem Punkt eines Blocks L gehorige affine Unterebene (die
im Falle einer Laguerregeometrie aus der dual affinen Unterebene durch
Hinzunahme der Klassen paralleler Punkte als meuer Geraden entsteht)
eine algebraische affine Ebene im Sinne von Breitsprecher, d.h., in jeder
solchen Unterebene seien die das Verbinden, Schneiden und Parallelen-
ziehen beschreibenden Abbildungen algebraische Morphismen. Ist dann
ein (und damit) jeder Block von P eine vollstindige zusammenhdingende
Teilvarietit von p und sind im Falle einer Laguerreebene die Klassen
paralleler Punkte ebenfalls algebraische zusammenhingende Teilvarie-
taten der Pumkimenge, so ist jeder Block von P sogar eine irreduzible
algebraische Kurve.

BeEwEIs. Da jede Perspektivitit von P bzw. jeder Unterebene
von P birational ist, haben alle Blocke die gleiche Dimension. Ange-
nommen, der Block L habe die Dimension #n>1. In L liegt dann eine
(beziiglich der Zariski-Topologie) abgeschlossene, also vollstindige
zusammenhingende Untervarietit K der Dimension n—1. Das
Komplement L\ K ist eine nichtleere offene Teilvarietit von L, die
wegen m>1 zwei verschiedene Punkte p und s enthilt. Sei nun
@ # L ein Block durch p, der im Falle einer Mébius- bzw. Laguer-
reebene auch durch s gehen moge.

Da INK eine offene Teilvarietit von L ist und n>1 gilt, liegt
in I\ K ein sowohl von p als auch von s verschiedener Punkt ¢g. Mit S
sei ein von L verschiedener Block durch ¢ bezeichnet, der, falls eine
Mobius- oder Laguerreebene vorliegt, @ im Punkt p berithrt. Es
gibt eine offene Umgebung W von p in @, die eine affine Teilvarietit
von @ ist. Dann ist das Komplement Z =@\ W eine nichtleere
abgeschlossene, also vollstindige Teilvarietdit von . Wir betrachten
die durch die disjunkten Teilvarietiten Z und K bestimmte Block-
menge ¥): Ist P eine Mobius- oder Laguerreebene, so sei ) die von Z
und K in der affinen Unterebene P, bestimmte Menge von Geraden
(die durch das Verbinden eines Punktes von Z mit einem aus K
entsteht); man beachte dabei, daBl keine Gerade aus 9 parallel zu S
verlauft. 9 ist dann eine zu Z X K algebraisch isomorphe, also voll-
stindige Teilvarietdt T der Blockmenge B. Mit « sei diejenige Ab-
bildung bezeichnet, die jeder Geraden aus T (im Falle einer Mdbius-
bzw. Laguerreebene arbeitet man in der affinen Unterebene P,) ihren
Schnittpunkt mit 8 zuordnet; da keine Gerade aus T in der Unter-
ebene P, zu 8 parallel ist, ist die Abbildung « auch im Falle einer
Mobius- bzw. Laguerreebene wohldefiniert. Da das Schneiden in der
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projektiven Ebene P ein algebraischer Morphismus ist bzw. die zu p
gehorige affine Untere P, (falls eine Mobius- oder Laguerreebene vor-
liegt) algebraisch im Sinne von Breitsprecher sein soll, ist das Bild
o(T) der vollstindigen Varietdt T unter « ebenfalls eine abgeschlos-
sene und daher vollsténdige Teilvarietit von S (Mumford S. 104).
Die Varietit «(7) kann wegen ¢ ¢ «(7') nicht ganz S ein, und das
Komplement C von «(7) in 8 ist eine offene nichtleere Teilvarietit
von §; also enthilt C auller des Punktes ¢ noch einen weiteren Punkt 2,
der sogar als weder auf L noch auf @ liegend vorausgesetzt werden
darf. Projiziert man nun vom Punkt 2 als Zentrum die Gerade L auf
die Gerade @ (liegt eine Mobius- bzw. Laguerreebene vor, so arbeitet
man in der affinen Unterebene P, und projiziert L\{p, ¢} nach @),
so ist das Bild K” unter dieser Abbildung B eine vollstindige Teil-
varietit (Mumford S. 104), die nicht nur in @, sondern sogar in der
affinen Varietit W c@ enthalten ist.

Das Bild einer vollsténdigen zusammenhingenden Varietdt in einer
affinen ist aber ein Punkt (Mumford S. 104), woraus sich n —1 =20
und n =1 ergibt.

2. Die Blocke einer algebraischen Geometrie.

Unter einer irreduziblen Kurve C verstehen wir eine beziiglich der
Zariski-Topologie zusammenhingende offene Teilmenge einer voll-
stdndingen eindimensionalen Varietit (iiber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper k). Da jede solche Kurve C eine quasiprojektive
Varietat ist (vgl Safarevi¢ [1972] S. 355), ist es sinnvoll von ihrer
projektiven AbschlieBung C zu reden.

HivrssaTz 2.1, Auf einer k-Varietat (k ist ein algebraisch abge-
schlossener Koper) sei eine algebraische Geometrie vom Typ 2 definiert.
Dann ist jede (geometrische) Projektivitit eines Blocks T, auf einen Block
T, eine (iiber k definierte) birationale Abbildung zwischen den pro-

jektiven Abschliefungen T, und T, von T, bzw. T,.

BEwEIs. Algebraische aus algebraischen Funktionen zusammen-
gesetzte Funktionen sind algebraisch, und die Hintereinanderaus-
fiihrung zweier birationaler Abbildungen ist wieder birational.

Da jede Projektivitat @ von 7T, auf T, als Produkt von endlich
vielen Perspektivititen ¢;, j=1,..., n von G, auf G, , darstellbar ist
und jeder der Blocke G, eine quasiprojektive Kurve ist, kénnen wir
voraussetzen, daf alle Blocke @; in demselben projektiven Raum
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enthalten sind und von projektiven AbschlieBungen 7; von 7'; reden.
Es geniigt dann nur zu zeigen, daBl eine Perspektivitat beziiglich
einer beliebigen Parallelenschar ¥ einen Isomorphismus zwischen T,
und 7, vermittelt, weil der Block 7; jeweils eine offene und dichte
Teilmenge der projektiven AbschlieBung 7'; ist. Voraussetzungsgemi
sind nun alle Abbildungen, die dem Punkt einer beliebigen Geraden K
die mit ihm inzidente Gerade einer Parallelenschar zuordnen, algebra-
ische Isomorphismen.

Da jeder (algebraische) Punkt von 7, als Schnittpunkt von 7,
mit einem Block aus 3 erhalten werden kann, vermittelt die durch 3
bewirkte Perspektivitit ¢ von T, auf T, einen algebraischen Isomor-
phismus zwischen 7; und 7,, weil sie umkehrbar ist. Da der Block
T, in seiner projektiven AbschlieBung T, jeweils als offene Teilmenge
dichtliegt, induziert ¢ zwischen 7T, und 7T, eine birationale Abbil-
dung, und der Hilfssatz ist bewiesen.

LeEMMA 2.2. Sei L eine irreduzible iiber einem algebraisch abge-
schlossenen Korper Ik definierte algebraische Kurve und I' eine Gruppe
algebraischer Automorphismen von L. Hat der projektive Abschluf L der
Kurve L das Geschlecht g>1, so ist die Standgruppe I, endlich, wenn
nur der (algebraische) Punkt x von L kein Fixpunkt unter I ist.

BEWEIS. Die projektive iiber k definierte Kurve L besitzt ein
nichtsinguldres Modell C (Abhyankar S. 236); daher existiert ein (iiber &
definierter) endlicher Morphismus f von C auf L, der auf einer offenen
Menge von L eineindeutig ist. Jeder Automorphismus y € I'" definiert
eine rationale (iiber k definierte) Abbildung I'of zwischen ¢ und L.
Da C eine normale Varietidt ist, folgt etwa nach dem Theorem 7 aus
Zariski[1943], daB yof eindeutig zu einem (iiber & definierten) Morphis-
mus fortsetzbar ist; dieser sei wiederum mit yof bezeichnet. Zwei
Morphismen y,of und y,of unterscheiden sich um einen Automorphismus
T von C, d.h., es gilt y,0f-7= y,0f. (Fulton S. 180.) Es bezeichne
nun 6 die volle Automorphis-mengruppe von C und N die endliche
Menge der Urbilder des Punktes x# auf L beziiglich des Morphismus f.
Ist 6, die Untergruppe von 6, die N (als Ganzes) invariant 148, so ist
die Standgruppe I, jedenfalls dann endlich, wenn 0, endlich ist, denn
die Elemente y;of mit ¢, € I, unterscheiden sich um ein Element
aus 0,. Ist 2 ein Punkt aus 0,, so ist 0, genau dann endlich, wenn
die Standgruppe 0, endlich ist. Ist 6 eine unendliche Gruppe, so
enthélt sie einen abelschen Normalteiler N von endlichem Index, fiir
den nach Rosenlicht S. 7 Lemma, N N0,=1 gelten muf}. Dann hat
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aber N auch endlichen Index insbesondere in der Gruppe N-0,, und
(N6,)/N =~6,/(N N0, =0, ist eine endliche Gruppe. Ist 0 selbst schon
endlich, so ist die Behauptung trivialerweise erfiillt.

LEMMA 2.3. Sei L eine (beziiglich der Zariski-Topologie) offene
Teilmenge einer projektiven (iber k definierten) irreduziblen algebraischen
Kurve C vom Geschlecht 0 und I' eine Gruppe algebraischer Automorphis-
men von L, so daf die Standgruppe I', jedes (algebraischen) Pumnktes
aus L unendlich ist. Dann ist C eine nichisingulire Kurve, die lauter
rationale Punkte besitzt, und es gilt |C\NL|<1. Ist L echt in C enthalten,
so gilt sogar |ON\L|=1.

BEWEIS. Mit C’ sei das nichtsingulire Modell von C bezeichnet
und mit & ein endlicher Morphismus von €’ auf C (vgl. etwa Fulton,
S. 179-180). ¢’ ist algebraisch isomorph zur projektiven Geraden. Jeder
Automorphismus y € I" definiert eine rationale Abbildung yoh zwischen
¢’ und C, die zu einem Morphismus fortsetzbar ist (Zariskis Haupt-
theorem, Lang, S. 124). Da sich zwei verschiedene Morphismen y;h
mit y, € I' nur um Automorphismen von C’ unterscheiden (vgl. Cheval-
ley, S. 52 und Fulton, S. 161 sowie 153), wird I" von algebraischen
Automorphismen der Kurve ' induziert.

Die volle Gruppe A algebraischer Automorphismen von (' ist
isomorph zu PGL,(k); sie operiert auf C’ scharf dreifach transitiv
(Borel, 10.8, Rosenlicht, S. 2, Lemma). Die Kurve C enthilt unend-
lich viele einfache (algebraische) Punkte (Zariski [1947], S. 16); bei
diesen sind die Abbildungen yoh mit y € I' stets umkehrbar (Lang,
S. 204, Corollary). Wiirde also fiir ein 7€ A die Beziechnung h =
= hot gelten, so hiitte v auf ¢’ die Urbilder einfacher Punkte von C’ als
Fixpunkte, woraus 7= 1 folgt. Daher induziert I" auf ¢’ eine zu I’
isomorphe Gruppe I". Ist a ein Punkt aus L, so ist die I", entsprechende
Untergruppe [, = ¢ ebenfalls unendlich. Sie 148t die endlichen
Punktmengen A~'(a) und A}(C\ L) jeweils invariant; daher enthilt
sie eine Untergruppe 4 von endlichem Index, unter welcher sowohl z—(a)
als auch A—1(C\ L) jeweils punktweise festbleibt. A ist eine unendliche
Untergruppe von PGL,(k), und daher gilt |h~(a)| U |h~}(C\L|<2 fiir
alle ac L. Da einfache Punkte von L unter I" wiederum in einfache
Punkte transformiert werden (Zariski [1947] S. 10), bleibt die héch-
stens endliche Menge 0N der singuléiren Punkte von L unter I inva-
riant. I" 146t dann die hochstens endliche Punktmenge h-*(R) inva-
riant. Wire 0 nicht leer, so gilte |h-1(N)|>2. Da die Standgruppe I,
auch fiir Punkte a ¢ h-1(9) unendlich ist und I',< PGL,(k) gilt, folgte
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fiir N # O ein Widerspruch. Die Mengen h~1(a) bzw. h—1(C\ L) bestehen
also jeweils nur aus einem bzw. hdochstens einem Punkt, woraus die
Biholomorphie von & (vgl. Lang S. 94) und somit auch die Nichtsin-
gularitit von C folgt (Lang, S. 204).

3. SchlieBungssiitze in algebraischen Geometrien.

HiILFssATZ 3.1. Ist k ein algebraisch abgeschlossener Korper, so ist
jede zweifach tramsitive Untergruppe ¢ wvon PGL,(k) scharf dreifach
transitiv und gleich der vollen Gruppe PGL,(k).

BEWEIS. Nach Strambach [1966] enthilt ¢ die Gruppe PSL,(k).
Da k algebraisch abgeschlossen ist, gilt PSL,(k) = PGL,(k) = ¢.

SATz 3.2. Auf der k-Varietit M (k ist ein algebraisch abgeschlos-
sener Korper) sei eine algebraische Geometrie vom Typ 2 realisiert. Dann
ist die projektive Abschliesung B jedes Blocks B eine singularititenfreie
rationale projektive Kurve mit |B\B|<1, und die auf M dargestellte
algebraische Geometrie ist stets desarguessch. Liegt auf M sogar eine
projektive Ebene vor, so ist jeder Block vollstindig und daher eine pro-
jektive Kurve. Ist auf M eine affine bzw. dual affine Ebene realisiert,

so gilt |B\B|= 1.

BeEwEls. Liegt auf M eine algebraische projektive Ebene vor, so
sei B ein Block einer solchen Unterebene A, deren Parallelperspekti-
vitdten birationale Abbildungen sind; sonst sei B ein Block einer
affinen bzw. dual affinen algebraischen Ebene. Da die Gruppe A(B)
der Parallelprojektivititen eines Blocks B auf sich aus algebraischen
Morphismen besteht (Hilfssatz 2.2) und die projektive AbschlieBung B
von B, die eine irreduzible und nichtsingulire Kurve des Geschlechts 0
ist (Lemma 2.2), aus B durch Hinzufiignug hochstens eines Punktes
entsteht (Lemma 2.3), induziert A(B) auf B eine Gruppe algebraischer
Automorphismen, die mit A bezeichnet sei. Nach Rosenlicht S. 2,
Lemma, kann man A als Gruppe projektiver Transformationen (eines
projektiven Raumes) auffassen, die B invariant lassen; nach Borel,
10.8, ist sie eine Untergruppe von PGL,(k), und die Gruppe PGL,(k)
operiert auf B scharf dreifach transitiv gilt.

Liegt auf M eine affine oder dual affine Ebene vor, so ist A(B)
zweifach transitiv (vgl. §1). Angenommen, es sei B= B. Nach 3.1
ist A(B) scharf dreifach transitiv, und die Standgruppe A, jedes Punktes
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x € B enthilt einen reguliren Normalteiler, weil A, sogar als Permuta-
tionsgruppe isomorph zur Gruppe der Abbildungen {# —az + b; a #0,
bek} ausfallt. Nach Schleiermacher miilite dann auf M eine minde-
stens moufangsche Ebene realisiert sein. Da jedoch keine moufangsche
affine Ebene eine scharf dreifach transitive Gruppe von Parallelpro-
jektivititen besitzt, erhalten wir einen Widerspruch, der zeigt, dal
B\ B =1 gelten muB. Es sei p der Punkt aus B, der nicht zu B gehort,
und ¢ die volle Gruppe algebraischer Automorphismen von B. Dann
ist A(B) isomorph zu einer Untergruppe der Standgruppe ¢, von ¢
auf p. Da ¢ = PGL,(k) auf B scharf dreifach transitiv wirks, folgt
A(B) = ¢,, und A(B) operiert auf B scharf zweifach transitiv, woraus
sich ergibt (§ 1), daB die auf M realisierte affine bzw. dual affine Ebene
desarguessch sein muf.

Liegt auf M eine projektive Ebene vor, so ist diese mit A ebenfalls
desarguessch.

SAatz 3.3. Ist auf einer k-Varietdt V (k ist ein algebraisch alge-
schlossener Korper) eine algebraische Laguerreebene realisiert, so ist diese
Geomelrie miquelsch. Jeder Block der Geometrie ist eine singularititenfreie
projekiive rationale Kurve.

BEWEIS. Da jede Unterebene der auf V realisierten algebraischen
Laguerreebene B algebraisch ist, ist jede Unterebene von B desar-
guessch. Daher besitzt jeder Block von 9B eine dreifach transitive
Gruppe algebraischer Automorphismen und ist folglich eine projektive
Gerade bzw. ein Kegelschnitt. Nach 6.2 ist jede Unterebene E von B
sogar pappossch, und die Blécke von B, die keine Geraden von E
sind, bilden in E ein System von Kegelschnitten. Nun folgt aber die
Behauptung mit Freudenthal-Strambach, Bemerkung 3.

BEMERKUNG. Ist auf der Varietdt V eine algebraische Mobius-
ebene realisiert, so ist jeder Block B ebenfalls eine projektive rationale
singularititenfreie Kurve, denn B besitzt eine dreifach transitive
Gruppe algebraischer Automorphismen.

4. Dimension der algebraische Geometrien tragenden Varietiiten.

SaTz 4.1. Auf einer Varietit P sei eine algebraische Geometrie vom
Typ 2 oder eine algebraische Mobius- bzw. Laguerreebene realisiert. Dann
ist B zweidimensional, also eine Fliche.
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BEWEIS. Sei ¢ ein Punkt einer Mobiusebene bzw. § der in P gebil-
dete algebraische Abschlufl einer Klasse paralleler Punkte einer Laguer-
reebene. Da sowohl \¢ als auch B\ § irreduzibel ist, in P jeweils
dicht liegt, und auf diesen Varietdten eine algebraische affine bzw. dual
affine Ebene realisiert ist, reicht es, die Behauptung fiir algebraische
Geometrien vom Typ 2 zu beweisen.

Mit & bezeichnen wir eine Parallelenschar von Blocken. Die
Punkte von W werden von den Blocken aus & schlicht iiberdeckt.
Die Abbildung «, die jedem Punkt von p den mit ihm inzidenten
Block aus & zuordnet, ist definitionsgemifl ein algebraischer Mor-
phismus. Daf} die Abbildung S, die jedem Element aus & einen Punkt
auf einem nicht zu der Parallelenschar & gehorenden Block 7' zuweist,
ein algebraischer Morphismus ist, folgt ebenfalls aus unserer Defini-
tion einer algebraischen affinen bzw. dual affinen Ebene.

Der algebraische Morphismus k= fo« ist ein dominierender Mor-
phismus von P auf 7' (Mumford S. 91); ist dann p ein Punkt auf 7,
so gilt nach Mumford (Th. 2, S. 92)

dim 2~(p)>dim p + (dim W —dim T) .

Da dimhi(p)=dim7 =1 und dimp=0 ist, folgt 1>dim W—1
oder dim W< 2, womit alles gezeigt ist.

5. Projektive Klassifikation der auf Untervarietiiten einer projektiven
Ebene realisierten algebraischen Geometrien.

Jede Varietiat dieses Paragraphen ist Varietét iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper k. Unter Punkten verstehen wir stets nul-
ldimensionale Punkte der Varietit.

LeMMA 5.1. Sei F eine quasiprojektive Varietdt, deren projektive
Abschliefung F' die projektive Ebene iiber k ist. Trdgt F eine algebraische
Geometrie vom Typ 2, so ist diese stets pappossch.

(a) Ist auf F die projektive Ebene realisiert, so ist F = F, und
die Bliocke sind die gewohnlichen Geraden, es sei demm, I ist eine
Varietit iber einem Korper k der Charakteristik 2. In diesem Fall kann
das System der Blocke auferdem zu der Gesamtheit & derjenigen Kurven
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projektiv dquivalent sein, die sich durch die Qleichungen
(1) x; + ex: + da} + ez, =0  sowie vz, -+ sx,=0

mit festem 0 #%cek und beliebigen e, d, r, sk beschreiben lassen.

(b) Ist auf F die Geometrie einer affinen Ebene realisiert, so ent-
steht die Varietit F aus F durch Herausnahme einer projektiven Kurve.
Ist die Charakteristik von k von 2 verschieden, so entsteht F aus F durch
Herausnahme einer gewohnlichen projektiven Geraden, und das System
der Bliocke besteht entweder aus genaw allen gewohnlichen Geraden dieser
affinen Ebene oder ist affin dquivalent zu der Gesamtheit der durch die
Gleichungen

(2) {a+ey*+cx+by=0; a,b, cek}

beschriebenen Kurven.

Ist die Charakteristik von k hingegen gleich 2, so kann aupfer den gerade
beschriebenen Moglichkeiten F' projektiv dquivalent sein zu einer affinen
Ebene, die aus der in (a) beschriebenen projektiven Ebene durch Heraus-
nakhme der Punkie einer Kurve des Systems  entsteht; ihre Blocke sind
dann genau die Spuren aller restlichen Kurven (1) in F.

(¢) Ist auf F die Qeometrie eimner dual affinen Ebene realisiert,
so kann dies mur so geschehen, dafp man die algebraisehen Punkte der
Blocke einer Parallenschar einer in (b) beschriebenen affinen Ebene zu
Klassen paralleler Punkte deklariert.

BEWEIS. Zuniichst behandeln wir den Fall, daB F = F gilt; dann
kann nach dem Satz von Bezout F nur eine projektive Ebene tragen.

Angenommen, das System & der Blicke einer auf F realisierten
projektiven Ebene enthalte einen irreduziblen Kegelschnitt 7. Es seien
p, und p, zwei verschiedene Punkte auf 7. Die jeweils mit p, inziden-
ten Blocke sind gewohnliche Geraden oder irreduzible Kegelschnitte,
die mit 7' jeweils genau den Punkt p, gemeinsam haben. Da durch
jeden Punkt von F\T genau ein mit p, inzidenter Block geht und T
nicht singulir ist, bildet die Menge X, der mit p, inzidenten Blocke
jeweils ein Kegelschnittsbiischel mit p; als vierfachem Grundpunkt.
Daher sind die Tangenten P; an 7 in den Punkten p, jeweils Blocke.
Es sei t == P, N\ P,. Die mit ¢ inzidenten Blécke —ihre Gesamtheit sei
mit X, bezeichnet—sind alles gewo6hnliche projektive Geraden, denn
wére Y ein mit ¢ inzidenter Kegelschnitt, so mii8te P, oder P, mit ¥ zwei
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verschiedene Punkte gemeinsam haben. Jeder Block aus X, ist also
eine Tangente an T'; dies ist aber nach Fulton S. 219-220 nur dann
moglich, wenn der Korper k die Charakteristik 2 hat. Trifft dies zu,
so konnen wir etwa ¢{= (0,0,1) annehmen. Die mit (0,0,1) inzi-
denten Geraden haben dann die Form

(%) 7%, + s, = 0

mit beliebigen », s€ k. Man rechnet nach, dall eine zweiparametrige
Schar &' von irreduziblen Kegelschnitten, die von jeder Geraden der
Form (%) beriihrt werden, notwendigerweise durch die Gleichungen

ar; + ex: + dad + ex,x,= 0

mit beliebigen ¢ und d aus k beschrieben wird; da jeder Kegelschnitt
aus &' irreduzibel ist und je zwei Kegelschnitte aus &' jeweils einen
vierfachen Punkt gemeinsam haben, kann a zu 1 normiert werden,
und ¢ # 0 ist eine fiir alle Kegelschnitte aus ' feste Zahl. Die einein-
deutige involutorische Abbildung

o (@y,y By Xg) > (T1y a4 T3+ €V/T, z,)

« glattet » die Blocke der projektiven Ebene zu gewohnlichen Geraden.

Nun sei vorausgesetzt, daB F =« F gilt. Da je zwei Blocke einer
Geometrie vom Typ 2 algebraisch isomorph sind, ist entweder jeder
Block eine projektive Kurve, oder keiner der Blocke ist projektiv
abgeschlossen.

Angenommen, jeder Block sei eine projektive Kurve, Nicht alle
Blocke koénnen gewohnliche projektive Geraden sein, denn F kann
wegen des Bezoutschen Satzes (oder wegen 3.2) weder die Geometrie
einer affinen noch einer dual affinen Ebene tragen. Sei also 7' ein
Block, der ein irreduzibler Kegelschnitt ist. Wir betrachten die Gesamt-
heit X derjenigen Blocke, die mit einem Punkt p auf 7T inzidieren.
X bildet ein Kegelschnittsbiischel mit p als vierfachem Punkt; da eine
beliebige Kurve C aus ¥ gemeinsame Punkte mit # hat, ist C stets
ein Block. Das Biischel X iiberdeckt mit F\ p auch die Punktmenge
F\ p schlicht. Also gibe es in ¥ Kurven, die Punkte aus F\ F enthielten,
wags einen Widerspruch gegen unsere Annahme bedeutet, daB jeder
Block projektiv abgeschlossen ist.

Daher entsteht die projektive AbschlieBung jedes Blocks durch
Hinzunahme eines Punktes von F\F (2.3 und 3.2). Wir setzen nun
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voraus, daB alle Blocke durch einen Punkt d aus F\ F gehen. Angenom-
men, es gebe zwei Blocke B, und B,, deren AbschlieBungen B; einander
in d weniger als dreifach schneiden. Da |B, N B,|<1 gilt, haben B,
und B, in F einen mindestens zweifachen Punkt b gemeinsam. Wir
Wir betrachten die Gesamtheit der AbschlieBungen C, der durch b
gehenden Blocke C,. Da jedes C, mit B, genau die Punkte b und d
gemeinsam hat, gehort €, zu dem Kegelschnittsbiischel €, das durch
die B; bestimmt wird. Die gemeinsame Tangente L an die irreduziblen
Kegelschnitte von € in b kann dann keine AbschlieBung eines Blocks
sein; daher besteht L N F aus lauter zu b parallelen Punkten. Wir
betrachten die beiden durch B; bestimmten Parallelenscharen 9B,.
Die AbschlieBungen von Blocken aus B; gehdren jeweils zu einem
Kegelschnittsbiischel &;, das d als vierfachen Punkt hat. Die Kurven
aus R; tiberdecken F' jeweils schlicht, und jeder Punkt x von F ist
ein mindestens zweifacher Schnittpunkt je einer Kurve W, aus &,
mit genau einer Kurve W, aus &,. Da jeder Kurve aus &; die projek-
tive Gerade L trifft, folgt L C F. Da jeder Block genau einen Punkt
einer Klasse paralleler Punkte enthilt, gibt es aullerhalb von L keine
zu b parallelen Punkte. Die gemeinsame Tangente S an die Kurven W,
in « ist wegen d ¢ S keine projektive Abschliefung eines Blocks; daher
besteht die Gesamtheit der algebraischen Punkte von § aus lauter
zu x parallelen Punkten. Da die Punkte von § in einer von L verschie-
denen Parallelklasse liegen, miillite S N L leer sein, was zu einem
Widerspruch fiihrt.

Also haben die AbschlieBungen je zweier beliebiger Blocke d als
einen mindestens dreifachen Schnittpunkt. Wir betrachten nun die
Gesamtheit ¥ der Kegelschnitte in ¥, die einander in d mindestens
dreifach treffen. Die irreduziblen Kegelschnitte von LB besitzen in d
eine gemeinsame Tangente Z, die weder ein Block sein noch aus lauter
parallelen Punkten bestehen kann, da sie von keiner Kurve aus 8
auBerhalb des Punktes d getroffen wird; daher gilt Z C F\F Alle
anderen Kurven aus 8 haben mit F Punkte gemeinsam; sonst géibe
es in B eine irreduzible Kurve J mit J N ¥ = @, aber etwa |[J N B|=2
mit einem Be®B und BN F #0@, was im Widerspruch zu 2.3 und 3.2
steht. Daher gilt sogar Z= F\ F.

Die affine Varietdt F kann man nun so koordinatisieren, daf Z
die Gerade ;= 0 und d= (0,1, 0) werden. Mann kann leicht nach-
rechnen, daf die Kurven des Systems 8B dann durch die Gleichungen

(+) ax® + ex: + ex,w, - br,x; =0 mit a,¢,bek
1 2 2 1
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beschrieben werden kann; interessiert man sich nur fiir die affinen
Punkte, d.h. nur fiir die Punkte {(1, x,/®,, z5/2,); .7 0}, so 148t sich
jeder Block bzw. jede Klasse paralleler Punkte mittels einer der in
der Behauptung auftretenden Gleichungen (2) beschreiben. Durch den
algebraischen Isomorphismus (z,y)+ (x4 y2,y) werden die Blocke
bzw. die Blocke und die Klassen paralleler Punkte zu gewoéhnlichen
affinen Geraden « geglittet », und die auf F auf diese Weise realisierte
affine bzw. dual affine algebraische Ebene ist pappossch.

Nun bleibt noch der Fall zu betrachten, dafl nicht alle AbschlieBun-
gen von Blocken durch den gleichen Punkt aus F\F gehen. Wir
konnen annehmen, dall es unter den AbschlieBungen von Bldocken
irreduzible Kegelschnitte gibt, denn sonst ist F die zweidimensionale
affine Varietit, auf der eine affine bzw. dual affine Geometrie nur so
realisiert werden kann, daf das System der Blocke bzw. der Blocke
und der Klassen paralleler Punkte aus genau allen gewohnlichen affinen
Geraden besteht.

Es sei 7T ein irreduzibler Kegelschnitt, der die Abschliefung eines
Blocks 7' sei; es gilt 7= T U w mit we F\JF (2.3 und 3.2) Wegen 3.2
ist auf F eine affine bzw. dual affine Ebene realisiert. Also existiert
durch jeden Punkt « von F ein zu T paralleler Block B,; die projek-
tiven AbschlieBungen B, dieser Blocke sind Kurven des Kegelschnitts-
biischels ¥, das w als einen vierfachen Punkt besitzt und zu wel-
chem 7' gehért. T iiberdeckt F\w schlicht. Jede Kurve aus I, die
mit F einen Punkt gemeinsam hat, trifft die Menge F\ F nur im Punkt w
weil sie dann ein zu 7' paralleler Block ist. Also mufl insbesondere die
Kurve @ aus T, die mit dem zu F\F gehorenden Punkt s der projek-
tiven AbschlieBung X eines nicht mit w inzidenten Blocks X inzidiert,
ganz zu F\F gehoren. Giibe es auBerdem noch eine weitere Kurve
aus T, die ganz in F\ F lige, so schnitte diese die w meidende Kurve X
in einem von s verschiedenen Punkt, und es gilte |X N (F\F)|>2,
was wiederum im Widerspruch zu 2.3 und 3.2 steht. Also ist Q = F\ F.

Die projektiven Abschliefungen einer Schar & paralleler Blocke
treffen @ in genau einem Punkt ¢, der dann ein vierfacher Punkt des
von diesen Abschliefungen zusammen mit ¢ gebildeten Kegelschnitts-
biischels ist, wenn die AbschlieBungen der Blocke aus & nicht das
Biischel der mit ¢ inzidenten gewdohnlichen Geraden bilden. Die zu
verschiedenen Parallelscharen, deren projektive AbschlieBungen nicht
aus lauter gewohnlichen projektiven Geraden bestehen, zugehorigen
Kegelschnittsbiischel haben verschiedene Funkte von @ als vierfache
Punkte. Sei x ein Punkt aus F. Wir betrachten die Menge £ der
mit 2 inzidenten Blocke. Die Menge der projektiven Abschliefungen

13
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von Blocken aus £ besteht entweder aus allen mit x inzidenten gew6hn-
lichen projektiven Geraden, oder sie bildet ein Kegelschnittsbischel &
welches « als vierfachen Punkt besitzt, denn & enthilt nicht nur einen
irreduziblen Kegelschnitt. Da die durch = gehende Klasse paralleler
Punkte von keinem Block aus £ in einem weiteren Punkt getroffen
wird, ist sie die Gesamtheit der in 7\ Q liegenden algebraischen Punkte
einer Geraden oder eines irreduziblen Kegelschnitts. Daher kann man
die Klagsen paarweigse paralleler Punkte stets als eine neue Schar
paralleler Geraden ansehen und jede auf F' realisierte dual affine Ebene
zu einer algebraischen affinen Ebene ergidnzen. Da die projektiven
AbschlieBungen von Blocken, die mit x inzidieren, im Fall einer affinen
Ebene die Punkte von Q = F\F schlicht iiberdecken, 148t sich durch
Hinzunahme der Punkte von @ aus der auf F realisierten affinen Ebene
kanonisch eine auf F realisierte projektive algebraische Ebene E kon-
struiercn, indem man die projektiven AbschlieBungen der Blocke der
affinen Ebene zusammen mit der Kurve @ als Bléche von F nimmt.

6. Rationalitiit der algebraische Geometrien tragenden Varietiiten,

SATZ 6.1. Sei F eine algebraische Varietdt, die eine affine bzw. dual
affine Ebene trdagt. Dann ist F' algebraisch isomorph zur affinen Ebene
kXk; es gibt sogar einen algebraischen Isomorphismus «, der die Blocke
der Geometrie auf F auf eines der in § 5 beschriebenen Kurvensysteme
in kXk abbildet.

BEWEIS. Es seien X und L zwei verschiedene nicht parallele Blocke
auf 7 und X bzw. L ihre projektiven AbschlieBungen (Vgl. § 2); &
sei eines der in §5 beschriebenen Kurvensysteme in kX k.

Da X bzw. L rationale singularititenfreie Kurven sind und die
Gruppe der algebraischen Automorphismen von L wegen |L\IL|=1
zweifach transitiv ist, gibt es algebraische Isomorphismen ¢, und ¢,
von X bzw. L auf zwei verschiedene nicht parallele Blocke aus & mit
P (X NL)= ¢, (X NL). Mit X bzw. & seien die von X bzw. L auf F
bestimmten Parallelenscharen bezeichnet, mit % bzw. & die beiden
mittels g, (X) bzw. ¢,(L) in & ausgezeichneten Parallelescharen. Sind
X, und X, zwei Geraden aus X, so sei of! die Parallelperspektivitit,
die X, auf X, mit Hilfe der Parallelenschar £ abbildet; sind X, und X,
zwei Geraden aus i, so bildet die Parallelperspektivitit @i, die Ge-
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rade X, mit Hilfe von € auf X, ab. Analog definiert man die Parallel-
perspektivititen S bzw. ﬁfi, sie bilden L, € & bzw. L, e € mit Hilfe
von X bzw. X auf L, bzw. L, ab. Die Abbildungen op, a3, B, Pz
sind algebraische Isomorphismen zwischen Blocken (Hilfssatz 2.1).
Den algebraischen Isomorphismus yp zwischen F und kX%, der ein
geometrischer Isomorphismus wird, definiert man nun wie folgt:
Ist Z # X ein Block aus %, so sei Zy = Z(aZ ¢, -G%*®), wobei 2
diejenige Gerade aus X ist, fir die @ (LN Z)=g,(L)N 7 gilt.
Ist H # L eine Gerade aus £, so sei Hy= H(f% ¢, fL“*), wobei

H diejenige Gerade aus e ist, fiir die <p,(XnH)=<px(X)nH gilt.

Ist nun ¢ ein beliebiger algebraischer Punkt von F, so gibt es genau
einen Block W aus X und genau einen Block 8§ aus &, s0 dal SN W=
ist. BEs gilt ty = 8y N Wy. Da auf F eine algebraische affine bzw.
dual affine Ebene realisiert ist, ist die Abbildung F — X X9, die durch
t— (8, W) definiert ist, ein algebraischer Morphismus. Nach dex; D‘f.:
finition von y ist auch die durch (8, W) (8y, Wy): £XYP > XX
gegebene Abbildung ein algebraischer Morphismus. Da schlieflich in
kxk das Schneiden von Geraden aus zwei verschiedenen Parallel-
scharen birational ausféllt, ist ¢+>ty: F— (kXk) ein algebraischer
Morphismus, dessen Umkehrung ebenfalls algebraisch ist.

Aus dem Satz 6.2 ergibt sich nun sofort das wichtige 3.2 verschér-
fende.

KOROLLAR 6.2. Jede algebraische Geometrie vom Typ 2 (also jede
projektive, affine bzw. dual affine Ebene) ist papossch. Ist A eine dual
affine Ebene, so ist die Abschliefung T jeder Klasse T paarweise paral-
leler Punkte eine projektive singularitatenfreie rationale Kurve, und es

gilt |T\F|=1.

Die Wichtigkeit des Satzes 6.1 spiegelt aulerdem insbesondere das
folgende Korollar, das uns die Einbettbarkeit von algebraische Geo-
metrien tragenden Varietdten in projektive Réaume liefert.

KOROLLAR 6.3. Ist F eine algebraische Varietit, die eine algebraische
Geometrie vom Typ 2 trdgt oder auf der eine algebraische Méobius- bzw.
Laguerreebene realisiert ist, so ist F quasiprojektiv.

BEwEIs. Trigt die Varietit F iiber dem algebraisch abgeschlos-
senem Korper k eine algebraische affine bzw. dual affine Eben, so ist ¥
nach 6.1 algebraisch isomorph zu kX k, also eine glatte Fliche. Nach
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Safarevi¢ [1966] S. 188 ist dann F quasiprojektiv (vgl. auch Safa-
revié [1972] S. 385, Bemerkung 1). Ist auf F eine projektive Ebene
bzw. eine Mdbius- oder Laguerregeometrie realisiert, so jeder Punkt
von F in einer algebraischen affinen bzw. dual affinen Unterebene
der auf F realisierten Geometrie enthalten, und die Punktmengen dieser
Unterebenen bilden glatte offene Untervarietdten von F. Daher ist ¥
selbst eine glatte Fliche und nach Safarevié [1966] S. 188 folglich
quasiprojektiv.

Eine etwas wage Charakterisierung der algebraische Geometrien
tragenden Varietiten gestattet das folgende

KOROLLAR 6.4. Sei F' eine in algebraische Varietdt, die eine Geo-
metrie vom Typ 2 trdgt oder auf der eine Mobius- bzw. Laguerreebene
realisiert ist. Danmn ist die projektive Abschliefung F von F eine Vero-
nesesche Fliche oder eine threr Projektionen.

BEWEIS. Da eine Mo6bius- bzw. Laguerreebene auf (beziiglich der
Zariski-Topologie) offenen Teilen von F eine Geometrie vom Typ 2
induziert, reicht es, die Behauptung fiir den Fall zu zeigen, dafl F
eine Geometrie vom Typ 2 tragt. Dann ist aber mit F' (vgl. 6.1) auch
die projektive AbschlieBung F eine rationale Fliche, und diese ist
nach Burau [1950], S. 23, Satz 7, Projektion einer Veroneseschen
Flache.

7. Projektive Klassifikation algebraischer projektiver Ebenen und alge-
braischer Mobiusgeometrien.

SATz 7.1. Auf einer k-Varietit F (k ist ein algebraisch abgeschlos-
sener Korper) lift sich keine Mobiusebene realisieren, derem Blocke
irreduzible algebraische Kurven sind.

BEwrls. Nimmt man aus F einen Punkt p heraus, so ist F\p
ebenfalls eine k-Varietdt und daher ist voraussetzungsgemif die in
F'= F\»p realisierte Unterebene der Mdobiusgeometrie eine algebrai-
sche affine Ebene. Nach Satz 6.1 ist aber F' algebraisch isomorph
zu kX k, und es gibt einen Isomorphismus o von F’ auf kX k, bei dem
das System der Geraden auf eines der im Satz 5.1 beschriebenen
Systeme abgebildet wird. Die nicht mit p inzidenten Kreise der
Mobiusebene miilten unter « auf projektive Kurven abgebildet werden,
(vgl. § 3), die ganz in kX k lagen, also zu der uneigentlichen Geraden
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von kXk disjunkt wiren. Da aber k algebraisch abgeschlossen ist,
haben zwei ebene projektive Kurven in der projektiven AbschlieBung
von k Xk stets mindestens einen gemeinsamen Punkt, und dies ein
Widerspruch.

SATZ 7.2. Trdgt eine k-Varietit F eine algebraische projektive Ebene,
so ist F projektiv dquivalent zur projektiven zweidimensionalen Ebene P,,
2u einer n-dimensionalen Veroneseschen Fliche V™ oder zu einer bire-
guldaren Projektion P von V™ in einen niederdimensiosionalen projektiven
Raum. Ist F projektiv dquivalent zur Veroneseschen Fldche V* oder zu
einer threr bireguldren Projektionen, so ist das System der Bliocke auf F
das Bild des Systems der gewohnlichen Geraden von P, unter einem alge-
braischen Isomorphismus « von P, auf F oder, und dies trifft nur fiir
den Fall zu, daf3 die Charakteristik von k gleich 2 ist, das Bild eines
solchen Kurvensystems wunter a, das dem im Satz 5.1 (1) beschriebenen
System von Geraden und Kegelschnitten projektiv dquivalent ist.

BEWEIS. Nehmen wir aus der eine projektive Ebene tragenden
Flache F' einen Block G heraus, so erhalten wir eine affine Ebene A4,
die als algebraische Fliche unter einer bireguliren Abbildung ¢ zu
kX k isomorph ist, und das System der Blocke geht in eines der im
Satz beschriebenen iiber.

Gehen in kX k die projektiven AbschlieBungen von affinen Geraden
nicht durch einen Punkt, so fiillen die algebraischen Punkte von
P,\(kX k) genau eine Gerade G* der Geometrie aus; daher kann der
algebraische Isomorphismus ¢ zwischen F\G und kX k zu einem (die
geometrische Struktur erhaltenden) algebraischen Isomorphismus o
zwischen P, und F erweitert werden. Also ist F projektiv abge-
schlossen.

Gehen in kX k die projektiven AbschlieBungen von affinen Blocken
alle durch einen Punkt ¢, so wird der Isomorphismus ¢ zwischen A4
und kX %k von einer birationalen Abbildung & induziert, die F' in die
projektive Ebene P, abbildet; dabei wird jeder Punkt des Blocks G
unter &, sofern sein Bild eindeutig definiert ist, auf den Punkt ¢ abge-
bildet. Nach § 5 kénnen in P, die §-Bilder der projektiven AbschlieBun-
gen der Geraden von A durch die Gleichungen

2 2
() 0,0 + G, %, + 2,2, + a0, 0= 0

mit a;ek und nicht alle a,= 0 beschrieben werden. Die birationale
Abbildung # von P, in P,, die durch z,r>x,, @3+> X35 @y+> 2, + 2307
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gegeben ist, « glattet » die Kurven (%) zu gewdhnlichen Geraden und
ordnet dem Punkt ¢= (0,1, 0) alle Punkte der Geraden {(0, z,, xs);
x; €k nicht beide »; gleich 0} zu. Die Einschrinkung von = auf kX%
ist ein algebraischer Automorphismus, die Abbildung z-¢ ist, wenn
man sie auf F einschrénkt, ein algebraischer Isomorphismus zwischen F
und P,. Da F sowohl offen als auch abgeschlossen (beziiglich der
Zariski-Topologie) in der projektiven AbschlieBung F liegt, gilt F = F,
und die Behauptung gilt.

KOROLLAR 7.3. Trdgt eine in den dreidimensionalen projektiven
Raum P; diber dem algebraisch abgeschlossenen Korper k einbettbare
quasiprojektive k-Varietit F eine algebraische projektive Ebene, deren
Blocke ebene algebraische Kurven sind, so ist F projektiv dquivalent
zur 2weidimensionalen projektiven Ebene P,.

BEWEIS. Angenommen, dies sei nicht der Fall; dann besteht eine
beziiglich der Zariski-Topologie offene Teilmenge im Raum der Blocke
aus Kegelschnitten. Nach dem Satz von Darboux (Bertini, S. 370,
vgl. auch Satz 7.2) wire dann F nicht biregulir auf die Veronesesche
Fliche 4. Ordnung im 5-dimensionalen projektiven Raum beziehbar.

Eine algebraische affine Ebene A wollen wir projektiv erginzbar
nennen, wenn die projektiven Abschliefungen der Blocke zusammen
mit den so hinzugekommenen Punkten (die eine singularititenfreie
rationale Kurve ausfiillen), eine algebraische projektive Ebene bilden.
Eine algebraische dual affine Ebene heifle projektiv ergéinzbar, wenn
sie zu einer projektiv erginzbaren algebraischen affinen Ebene wird,
wenn man die Klassen paarweise paralleler Punkte als neue Blocke
auffaBt.

Die im Satz 7.2 durchgefiihrte Bestimmung aller algebraischen
projektiven Ebenen bis auf projektive Aquivalenz ist zugleich eine
projektive Klassifikation der projektiv erginzbaren algebraisch affinen
und dual affinen Ebenen. Jede algebraischen affine projektiv ergénz-
bare Ebene erhélt man aus einer algebraische projektiven Ebene F,
indem man aus F eine Gerade herausnimmt; jede algebraische projek-
tiv ergéinzbare dual affine Ebene ist eine projektiv erginzbare alge-
braische affine Ebene, in der man eine Schar von Parallelen als Klassen
paarweise paralleler Punkte ansieht.

Daher werden wir im néchsten Abschnitt nur die projektive Klas-
sifikation von solchen algebraischen affinen und dual affinen Ebenen an-
gehen, die nicht projektiv erginzbar sind.
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8. Projektive Klassifikation von projektiv nicht ergiinzbaren algebrai-
schen affinen und dual affinen Ebenen.

Unter die rationalen Normregelfiichen zdhlen wir auch die ratio-
nalen Normalkegel.

Da nach Satz 6.1 und §5 folgt, dall jede algebraische dual affine
Ebene algebraische affine Ebene ist, in der man eine Schar von Paral-
lelen als Klassen paarweise unverbundener Punkte auszeichnet, reicht
es, sich mit den projektiv nicht erginzbaren algebraisch affinen Ebenen
zu beschiftigen.

SATZ 8.1. Die projektive Abschliefung F der eine projektiv micht
ergdanzbare algebraische affine Ebene tragenden quasiprojektiven k-Varietat
F (k ist ein algebraisch abgeschlossemer kommutativer Korper) sei eime
Regelfliche.

Ist F eine im r-dimensionalen projektiven Raum P, mit r>3 enthal-
tene Normregelfliche (d.h. keine Projektion einer Regelfliche gleicher
Ordnung, die einem hoherdimensionalen projektiven Raum, als P, es ist,
angehorte), so ist F eine rationale Regelfliche der Klasse $(r —1) oder
3(r —3) baw. {(r —2); die ersten beiden Méglichkeiten treten dann auf,
wenn r ungerade ist, der letzte Fall trifft dann zu, wenn r gerade ist.

Ist r ungerade, so entsteht F dadurch, daf man aus F eine Minimal-
leitkurve M und eine Erzeugende H (£ M) entfernt; hat F die Klasse
1(r—3), so ist M eindeutig bestimmt, im Falle der Klasse (r — 1) gibt
es unendlich viele Leitkurven, die die Rolle von M wbernehmen kinmen.
Ist die Regelfliche F von der Klasse }(r —1), so erlaubt sie eine ebene
birationale Abbildung 7,, die F auf die projektive Ebene P, so abbildet,
daf H und M zwei verschiedene Punkte der Geraden

G = {(0, z,, #;); @€k, nicht beide x; gleich Null}

zugeordnet werden. Auf F hat 7, genau einen Fundamentalpunkt, nim-
lich M N H, und diesem entspricht in P, die Gerade G; die Restriktion
von 7, auf FN(M U H) vermittelt einen algebraischen Isomorphismus 7,
zwischen F und der affinen Ebene A = P,\G.

Ist die Regelfliche F von der Klasse }(r —3), so erlaubt sie eine
birationale Abbildung m,, die F auf die projektive Ebene P, so abbildet,
dap Minimalleitkurve M (im Fall r=3 ist M ein Punkt und F ein
quadratischer Kegel) als auch einer Erzeugenden H der Punkt t= (0,1, 0)
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zugewiesen wird. Auf F hat n, genaw einen Fundamentalpunkt, ndmlich
einen Punkt p von H N F, der nicht zu M gehort, und diesem entspricht
in P, eine Gerade—sie heiffe G—, die als uneigentliche Gerade von P,
angesehen werden kann; die Restriktion von m, auf FN(M U H) induziert
einen algebraischen Isomorphismus 7, zwischen F und der affinen Ebene
A = P\G.

Ist r gerade, so erlaubt F einen algebraischen Morphismus 7, von F
auf P,, bei dem die Minimalleitkurve M auf den Punkt t= (0,1, 0)
abgebildet wird (und bei dem natiirlich auf F keine Fundamentalpunkte
existieren); die Restriktion von my auf FNM ist ein algebraischer Iso-
morphismus 7, zwischen FNM und P,\I. Die die Geometrie tragende
Fliche F entsteht dadurch, daf man aus F das vollstindige Urbild einer
mit t inzidenten Geraden, etwa G, beziiglich des Morphismus 7tz (das also M
enthdlt) herausnimmt.

In allen Fillen kann man als Geraden der auf F realisierten affinen
Ebene entweder die Bilder der gewdhnlichen Geraden wvon A= P\G
unter #;* (1 =1, 2, 3) oder die Bilder eines solchen Kegelschnittssystems
unter 77 nehmen, das zu dem im Satz 5.1 (2) beschriebemen affin dqui-
valent ist. "

Ist F keine Normregelfliche, so ist F' das Bild einer Normregelfliche F
einer der Klassen L(r—1), 3(r—2), 1(r—3) unter einer Projektion o
mit den folgenden Eigenschaften:

Es existiert eine Erzeugende H und eine Minimalleitkurve M, so daf

die Restriktion & von o auf j_’\(M U H) ein algebraischer Iiomorphismus
auf F ist. Die die Geometric tragende Fliche I ist 6(F\(M U H)),
die Geraden der Geometrie sind Bilder entweder der gewdhnlichen affinen
Geraden oder eimes solchen Kegelschniltsystems unter der Abbildung

#7'o (j=1,2,3), welches zu dem im Satz 5.1 (2) beschriebenen affin
dquivalent ist.

BEWEIs. Ist F eine Normregelfliiche der Klasse m < (r — 1)/2 so
ist sie auf die projektive Ebene P, so birational abbildbar, daf ihre
hyperebenen Schnitte den ebenen Kurven der Ordnung r —m —1
mit einem (r —m —2)-fachen Punkt und r —2m —2 festen Tangen-
ten in diesem Punkt entsprechen (Bertini, S. 344). Hat die Normregel-
fliche F die Klasse (r — 1)/2, so ist sie auf P, so birational abbildbar,
daB ihre hyperebenen Schnitte ebenen Kurven der Ordnung (r - 1)/2
mit einem (r —1)/2 fachen Basispunkt und einem einfachen Basis-
flunkt entsprechen (Bertini, S. 344). Nun folgt aber fiir Normregel-
pachen die Behauptung leicht nach Satz 5.1 und Bertini S. 335-336.
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Ist ¥ keine Normregelfliche, so ist sie das Bild einer Normregel-

fliche F unter einer Projektion o (Bertini, S. 333). Da F algebraisch
isomorph unter einem Morphismus ¢ zur affinen Ebene A iiber & ist

(Satz 6.1) und es eine ebene Abbildung von F gibt, die weder mehr
Basiskurven noch Basispunkte als eine ebene Abbildung von /' hat

(Bertini, Kap. 15.4), liegen die Punkte von ﬁ, bei denen die Einein-
deutigkeit von ¢ verletzt sein kann, auf F\o-'¢~'(4). Daher lif8t
sich die projektive Ebene P,, die A abschlieBt, so unter einer biratio-

nalen Abbildung 8 so auf F abbilden, daB die Restriktion von g auf 4
der algebraische Isomorphismus o—'¢~! ist, und der Satz ist bewiesen,
wenn man fiir den Fall eines geraden r bedenkt, dal bei der ebenen

Minimalabbildung von F die Erzeugenden von F in Geraden durch
den Punkt 7,(M) iibergehen. (Bertini, S. 344).

SATZ 8.2. Die projektive Abschliefung F der eine projektiv micht
ergdanzbare algebraische affine Ebene tragenden (quasiprojektiven) k-Varietdt
(k algebraisch abgeschlossen) sei singularititenfrei. Dann ist F entweder
eine Regelfliche oder algebraisch isomorph zur projektiven Ebene P,
wber k.

Wir konnen annehmen, daB F algebraisch isomorph zu P, ausfillt,
denn andernfalls Fldrt der vorige Satz die Verhdlinisse. Dann ist F
projektiv dquivalent zu einer Veroneseschen Fliche oder zum Bild unter
. eimer solchen Projektion einer Veroneseschen Fldiche, die ein algebraischer
Isomorphismus ist (also insbesondere auch zu P,). Ist 7 ein algebraischer
Isomorphismus von F auf P,, so entsteht F aus F, indem man das Urbild
einer Geraden G beziiglich 7 herausnimmt. Interpretiert man G als unei-
gentliche Gerade, so besteht das System der Blicke auf F aus den Urbil-
dern der Kurven beziiglich 7, die zu etnem zu 5.1 (2) affin dquivalenten
Kegelschnittsystem gehoren.

BEWEIS. DaB F eine Regelfliche ist oder zur projektiven Ebene
algebraisch isomorph ausfillt, folgt etwa nach Safarevic [1968], S. 109.
Der Rest ergibt sich mit Bertini, S. 365-368 und Satz 6.1.

Eine Varietdt eines projektiven Raumes P, (iiber dem Korper k)
heilt normal, wenn sie nicht durch Projektion einer in einem pro-
jektiven Raum hoherer Dimension liegenden Varietidt derselben Ordnung
erhalten werden kann (Bertini, S. 217).

SATZ 8.3. Die projektive Abschliefung F der eime projektiv micht
erginzbare algebraische affine Ebene tragenden nicht in P, einbett-
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baren k-Varietit F sei normal im n-dimensionalen projektiven Raum P,
iiber k (n>3). Dann ist F entweder die Veronesesche Fliche vierter
Ordnung in P, oder die rationale Normregelfliche der Ordnung n — 1
und entweder einer der Klassen (n — 1) bzw. 1(n — 3) oder der Klasse
3(n—2), je nachdem ob n ungerade oder gerade ist. (Fiir n=3 und
die Klasse 0 erhdlt man insbesondere quadratische Kegel).

Wie F aus F entsteht und welche Kurven als Geraden zugelassen
sind, wurde in den Sdtzen 8.1 und 8.2 gekldrt.

BewELs. Da F eine Fliche ist (Satz 4.1.), hat F die Ordnung n — 1
(Bertini, 8. 217). Wegen der Irreduzibilitit von F folgt alles iibrige
aus dem Satz von del Pezzo (Bertini, S. 375).

HILFSsATZ 8.4. Auf einer quasiprojektiven Fliche F sei eine alge-
braische projektive bzw. affine Ebene realisiert, so daf ihre Geraden aus
den algebraischen Punkten von ebenen Kurven bestehen. Enthdalt F' zwei
verschiedene nichtparallele Blocke, derem Abschliisse projektive Geraden
sind, so ist F in den dreidimensionalen projektiven Raum einbettbar.

BWwWEEIS. Der projektive Abschlu ¥ von F, der nicht zur projek-
tiven Ebene isomorph sei, sei in einem minimal gewéahlten projektiven
Raum P, eingebettet. Die projektiven AbschlieBungen von Blocken
in P, sind projektive Geraden und Kegelschnitte (3.2). K, und K,
seien verschiedene Geraden, die projektive Abschliisse von nicht-
disjunkten Blocken sind und E die von ihnen aufgespannte Ebene.
Es seien w;e K, F zwei Punkte, die nicht zu K, N K, gehoren.
Dann geht durch die w; ein Block 7, der in einer Ebene T' enthalten
ist. Bs gilt dim (EN7T)>1, und daher erzeugt E mit T einen hoch-
stens dreidimensionalen Unterraum S von P,. Ist ¢ ein beliebiger
mit keinem der Blocke T und K, N F inzidenter Punkt von F, so
gehen durch ihn Blécke @, die sowohl 7 als auch die beiden Blicke
K,NF jeweils so schneiden, daf die Punkte G N T bzw. K,NF
alle verschieden sind. Dann liegt aber mit G auch ¢ in 8, und es gilt
FcS8cp,.

HILFSSATZ 8.5. Die quasiprojektive in einen dreidimensionalen pro-
jektiven Rauwm einbettbare Fliche F, derem projektive Abschliefung F
nicht zur projektiven Ebene isomorph sei, trage eine affine Ebene. Sei A
eine Ebene, so daff A N F einen Block der Geometrie als eine Zusammen-
hangskomponente besitzt. Dann ist jede Zusammenhangskomponente
von A N F ein Block der Geometrie.
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BEWEIS. A sei eine projektive Gerade bzw. ein Kegelschnitt, so
daB A N F ein Block ist; sie liege in der Ebene 4. Angenommen
A N F sei nicht irreduzibel; ist C eine von A verschiedene Zusammen-
hangskomponente von 4 N F, so ist C ebenfalls eine Kurve (Lang, S. 36
oder van der Waerden [1939], S. 175, oder Weil 8. 116). Wir setzen
voraus, dal C;= CNF kein Block ist. Es sei # ein Punkt auf
CN\(ANZF). Wir betrachten die Verbindungblécke B,= z Uy, fir
Punkte y;,e ON\(4A N F) und y,#x; es gibt unter ihnen wunendlich
viele Blocke E,, die A treffen und daher in A enthalten sind. Sei z
ein Punkt von F, der nicht in A liegt. In der Menge EX\x gibt es
einen Punkt w, der mit # so verbindbar ist, dal der Block T'=2U w
nicht durch « geht. T trifft die Ebene 4 auBer win hochstens einem weite-
ren von x verschiedenen Punkt. Dann meidet aber 7' unendlich viele
der E,, was nicht moglich ist.

SATZ 8.6. Es sei F eine quasiprojektive nicht in den dreidimensiona-
len projektiven Raum einbettbare k-Varietit (k ist ein algebraisch abges-
chlossener Korper), auf eine projektiv nicht erginzbare algebraische affine
Ebene realisiert ist. Sind die projektiven Abschliefungen von Blécken
dieser Geometrie ebene Kurven, so ist die projektive Abschliefung F
von F in den vierdimensionalen projektiven Raum einbettbar und das Bild
der Veroneseschen Fliche V* des fiinfdimensionalen projektiven Raumes
unter einer Projektion a, die kein algebraischer Isomorphismus ist und
als Zentrum einen auperhalb von V* befindlichen Punkt hat. F ist alge-
braisch isomorph zur projektiven Ebene P,, in der aber Punktepaare
einer (etwa der uneigentlichen) Geraden G mittels einer Involution aus
PGL,(k) [etwa mittels z+> (—1)/z] identifiziert werden. Ist m ein alge-
braischer Isomorphismus zwischen P, und V*, der die Geraden von P, auf
die Kegelschnitte von V* abbildet, so gilt F = P* und F = (PN G)™ =
= A™; die Blocke der affinen Ebene sind die Bilder der affinen Gera-
den von A unter mo.

BEwWEIS. Da F sich nicht in den dreidimensionalen projektiven
Raum (iiber k) einbetten laBt, enthédlt die auf F dargestellte affine
Ebene hochstens zwei nichtparallele Blocke, deren Abschliisse projek-
tive Geraden sind (8.4). Sann besitzt die projektive Abschliessung F
von F eine Fliche von Kegelschnitten (Hodge-Pedoe S. 57-58). Nach
Korollar 6.4 und Bertini 8. 369 148t sich dann ¥ als Bild einer Projek-
tion « der Veronesechen Fliche V* vierter Ordnung im fiinfdimensio-
nalen projektiven Raum P; konstruieren. Ist P; der projektive Raum

minimaler Dimension, in den ¥ einbettbar ist, so ist # = V*, und
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die Geraden von F sind Urbilder der gewohnlichen Geraden unter
einem algebraischen Isomorphismus; dann wire aber die affine Ebene
projektiv erginzbar.

Sei nun F eine Projektion von V* in den vierdimensionalen pro-
jektiven Raum P,; dann ist ihre Ordnung >3, denn eine Quadrik
ist in den dreidimensionalen Raum einbettbar (Hodge-Pedoe, S. 202).

Sei F eine Kubik; L bezeichne einen irreduziblen Kegelschnitt,
der die projektive AbschlieBung eines Blocks ist. Ist H die L enthal-
tende Hyperebene, so enthilt H N F, weil F eine Kubik ist, auBer L
eine projektive Gerade, die nach 8.5 ebenfalls AbschlieBung eines
Blocks ist (van der Waerden [1939], S. 177). Dann enthilt aber ¥
unendlich viele Blocke, deren projektive AbschlieBungen Geraden sind,
und F ist eine rationale Regelfliche dritter Ordnung im P,, also eine
Normregelfliche (vgl. auch Burau [1950], S. 31). Nach 8.1 sind dann
unter den projektiven AbschlieBungen von Blocken hyperebene
Schnitte von F, die Ordnung 3 haben und nicht eben sind.

Also ist die Ordung von F gleich 4, und das Projektionszentrum
der Projektionsabbildung « muf} ein auBerhalb von V* liegender Punkt p
des P; sein (Bertini, S. 34 und 216). Wire « ein algebraischer Isomor-
phismus von V* auf F, so triige eine offene Teilmenge von V* eine
projektiv nicht ergénzbare affine Ebene mit ebener Kurven als Blok-
ken, was nicht méglich ist.

Ist « kein algebraischer Isomorphismus, so geht durch p eine Sehne S
(die F in zwei verschiedenen Punkten trifft). Durch S geht dann eine
Ebene E des projektiven Raumen P;, so daB F N S ein Kegelschnitt K
ist, und alle in F liegenden, mit p inzidenten Geraden sind Sehnen
von V*. Wiirde durch p eine Sehne ¢ gehen, die nicht in E lige, so
existierte eine Ebene D # E, die @ enthielte und V* in einem Kegel-
schnitt C schnitte. Wegen ¢ N K =~ @ gilte E N D=@ und |C N K|=2,
was nicht moglich ist, denn € und K haben genau einen Punkt gemein-
sam. Daher liegen alle Sehnen durch p an die Veronesesche Fliche V*
in der Ebene E.

Bei der Projektionsabbildung « werden dann unendlich viele Punkte
des Kegelschnitts K zu Paaren identifiziert, aber auBerhalb von K
ist o eineindeutig.

In der Ebene F induziert « auf dem Kegelschnitt K bekanntlich
eine Involution, die der Gruppe PGL,(k) angehort (vgl. Buekenhout).
V* 148t sich mittels eines algebraischen Isomorphismus 7z so auf die
projektive Ebene P, abbilden, daf die Geraden von P, den Kegel-
schnitten von V* entsprechen und der Kegelschnitt K unter = auf
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die « uneigentliche » Gerade G von P, abgebildet wird. Somit gilt
F = (P7")%, und der Satz gilt.

SATZ 8.7. Hs sei I' eine quasiprojektive nicht in den zweidimensio-
nalen, wohl aber in den dreidimensionalen projektiven Raum einbett-
bare k-Varietit, auf der eine projektiv nich erginzbare algebraische affine
Ebene realisiert ist. Sind die projektiven Abschliefungen von Blocken
dieser Geometrie ebene Kurven, so ist die projektive Abschliepung F von F
entweder eine regulire Quadrik oder einm quadratischer Kegel diber k
oder die Chasles-Cayleysche Regelfliche (vgl. etwa Bertini, S. 347) diber k.

Ist F ein Kegel, so entsteht die Punktmenge F der Geometrie aus F
durch die Herausnahme einer Erzeugenden L, und die Geraden der af-
finen Ebene werden zusammen mit den Spuren aller Mantellinien von F
in F von genaw den Schnitten solcher Ebenen mit F gebildet, die durch
einen (und denselben) auf L liegenden wichtsinguliren Punkt von F gehen.

Ist F eine regulire Quadrik, so entsteht F aus F durch Entfernung
zweier verschiedener einander treffenden Erzeugenden L, und L,, und die
Geraden der affinen Ebene sind genau alte Schnitte von F mit solchen
Ebenen, die durch L,N L, gehen.

Ist F die Chasles-Cayleysche Regelfliche, so entsteht F aus F durch
Entfernung der minimalen Leitgeraden L sowie eimer von thr verschie-
denen Erzeugenden G; die Geraden von F sind dann entweder die Spuren
aller Schnitte von F in F mit solchen Ebenen die durch G gehen, oder die
aller Schuitte von F in F mit Ebenen, die L enthalten.

BEWEIs. Da die projektive AbschlieBung F von F nicht zur pro-
jektiven Ebene P, projektiv isomorph ist, besitzt die auf F' dargestellte
affine Ebene keine drei Blocke, deren AbschlieBungen projektive Ge-
raden wiren und die zu verschiedenen Parallelscharen gehérten. Dann
enthilt aber F eine Fliche von Kegelschnitten (Hodge-Pedoe S. 57-58),
und F ist eine in den dreidimensionalen projektiven Raum einbettbare
Projektion der Veroneseschen Fliache V* des fiinfdimensionalen Raumes.
Nach dem Satz von Darboux (Bertini, S. 370) ist dann F entweder
eine Regelfliche hochsten dritten Grades oder die Steinersche Flache.

Sei nun F eine Regelfliche dritten Grades. Die ebenen Schnitte von
F bilden unter der ebenen Minimalabbildung 7z (Bertini S. 346-348)
ein System & von Kegelschnitten, die durch einen Punkt ¢ gehen,
der das Bild einer Leitgeraden von F ist. Nach § 6 wissen wir, daB
die Fliche F aus F dadurch entsteht, daB man aus F das vollstindige
Urbild #~1(@) einer mit ¢ inzidenten Geraden G der projektiven Ebene
P, entfernt. F ist dann mittels der Restriktion # von & auf F\7-1(Q)
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algebraisch isomorph auf die Varietit P,\G abbildbar. Daher ist F
die Regelfliche von Chasles-Cayley (Bertini, S. 346-347); das vollstin-
dige Urbild 7~1(G) besteht aus der (einzigen) Leitgeraden L von F
sowie einer Erzeugenden 8, und es gilt #(L)=1¢ und =(S)= G. Falt
man G als uneigentliche Gerade der affinen Ebene A = P,\ G auf, so
werden die Blocke entweder von den Urbildern der affinen Geraden
von A oder von den Urbildern der Kurven eines zu 5.1 (2) affin dqui-
valenten Kegelschnittsystems beziiglich = gebildet. Die Urbilder von
solchen affinen Geraden beziiglich 7, die nicht durch ¢ gehen, liegen in
ebenen Schnitten, die als weitere Zusammenhangskomponente die
Erzeugende S haben; daher bestehen sie aus irreduziblen Kegel-
schnitten.

Die Urbilder eines Kegelschnittsystems beziiglich 7, das in ¢ einen
dreifachen Punkt und G als Tangente besitzt, bestehen aus Schnitten
von F mit solchen Ebenen, die durch die Gerade L — m—(f) gehen.
Nun wollen wir den Fall untersuchen, daB F die Steinersche Fliche
ist. Ist 7 ein algebraischer Isomorphismus der Veroneseschen Fliche V*
des fiinfdimensionalen Raumes auf die projektive Ebene P, und G
die « uneigentliche » Gerade von P,, so vermittelt die Restriktion der
Abbildung az-! auf P,\G einen algebraischen Isomorphismus von
P\G auf I (Satz 6.1); dabei bezeichnet ¢ die Projchtionsabbildung.
Da #n-1G ein Kegelschnitt von V* ist, diirfte die Projektionsabbildung
o« hochstens fiir Punkte von @~'G nicht umkehrbar eindeutig sein;
aber unter « werden bekanntlich drei verschiedene Kegelschnitte auf
Doppelgeraden der Steinerschen Fliche abgebildet (Bertini, S. 399),
und dies liefert einen Widerspruch.

Also ist F entweder eine regulire Quadrik oder ein quadratischer
Kegel des dreidimensionalen projektiven Raumes. Da F und die
affine Ebene kX% algebraisch isomorph sind, entsteht F aus ¥ nach
Satz 6.1 dadurch, daB man aus F entweder ewei einander treffende
oder nur eine Erzeugende entfernt, je nachdem ob F singularititen-
frei oder ein Kegel ist. Die iibrigen Behauptungen folgen nun unmit-
telbar nach Bertini S. 343-44.

SATz 8.8. Die projektive AbschlieBung F der eine projektiv wicht
erganzbare algebraische affine Ebene tragenden k-Varietit ist das Bild
einer Veroneseschen Fliche V der Ordnung n® unter einer solchen Pro-
jektion o, die zwar selbst kein Isomorphismus, aber die auferhalb einer
nichtsinguldren Kurve K der Ordnung n auf V bireguldr ist. Ist 7 eine
biregulire Abbildung von V auf die projektive Ebene P,, bei der den
Kurven n-ter Ordnung die projektiven Geraden entsprechen, und K™ die
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« uneigentliche » Gerade von P, ist so gilt F = F\(K°), und die Blocke
der Geometrie sind Bilder der Kurven eines solchen Kegelschnittsystems
unter der Abbildung om~', welches dem im Satz 5.1 (2) beschriebenen
affin dquivalent ist.

BEWEIS. Nach 6.4 wissen wir, daB F eine Projektion einer Vero-
neseschen Fliche ist. Wegen 6.1 mu8l die Projektionsabbildung auller-
halb einer Kurve n-ter Ordnung biregulir sein. Der letzte Teil der
Behauptung folgt aus 5.1.

9. Projektive Klassifikation algebraischer Laguerreebenen.

Unter die rationalen Normregelflichen zihlen wir auch die Kegel.

HivrssaTz 9.1. Keine dual affine Unterebene einer auf einer (quasi-
projektiven) Varitit F dargestellien Laguerreebene 1aft sich zu einer
algebraischen projektiven Ebene ergimzen.

BEWEIS. Sei p ein Punkt von F und F, die dual affine Unterebene
der auf F dargestellten Laguerregeometrie, die durch Entfernung des
durch p bestimmten Klasse & paralleler Punkte entsteht; ihre Blocke
sind die durch p gehenden Zykel ohne den Punkt p. Dann gehen aber
die projektiven AbschlieBungen von mehreren Parallelscharen alle
durch einen Punkt (némlich p) und dies widerspricht 7.2.

SATZ9.2. Die projektive Abschliefung F der eine algebraische Laguerre-
ebene tragenden (quasiprojektiven) k-Varietit set eine Regelfliche.

Ist F eine im r-dimensionalen projektiven Raum P, mit r >3 enthaltene
Normregelflache (d.h., keine Projektion einer Regelfliche gleicher Ord-
nung, die einem hoherdimensionalen projektiven Raum, als P, es ist, ange-
horte), so ist F eine rationale Regelfliche der Klasse 3(r—3). Sie er-
laubt eine ebene birationale Abbildung 7, die sowohl die Minimalleitkurve
M als auch eine Erzeugende H auf einen Punkt t und einen wicht auf
M liegenden Punkt auf eine mit t inzidente Gerade G abbildet, die als
uneigentliche Gerade der projektiven Ebene P, angesehen werden kann.

Die Fliche F entsteht aus F dadurch, daf man aus F die Minimalleit-
kurve M entfernt. Die Klassen paralleler Punkte bestehen aus den alge-
braischen Punkten der Spuren der Erzeugenden von F in F, und die
Zykel sind die in F liegenden Urbilder der isotropen Kreise der eigentlich
isotropen Ebene A = P,\ G (vgl. Benz-Mdurer §5) beziiglich n, d.h.,
die Urbilder eines solchen Kurvensystems beziiglich m, das projektiv dqui-
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valent zu dem durch die Gleichungen
{x+ay*+by+c=0;a,b,cek} beschriebenen ausfdllt.

Ist F keine Normregelfliche, so ist F das Bild einer Normregelflache F
der Klasse L (r—3) unter einer Projektion o mit den folgenden Eigen-
schaften : R

Ist M die Minimalleitkurve, so ist die Restriktion & von o auf FNM
etne biregulare Abbildung auf F. Ist 7t eine ebene birationale Abbildung

von F mit den eingangs geschilderten Eigenschaften, so bestehen die
Klassen paralleler Punkte von F aus algebraischen Punkten der in

F = §(F\M) liegenden Urbilder von solchen projektiven Geraden bezii-
glich w6, die mit t= M= inzidieren. Die Blicke von F sind genau
die in F befindlichen Urbilder der isotropen Kreise des projektiven Ab-
schlupes der eigentlich isotropen Ebene beziiglich der birationalen Abbild-
ung mé—1.

BEwEIs. Nimmt man mit einem (algebraischen) Punkt von F
zugleich die Klasse € paralleler Punkte heraus, der p angehort, so
ist F'= F\E wiederum eine quasiprojektive k-Varietit (vgl. 6.3),
auf der die dual affine Unterebene F', der auf F realisierten miquelschen
Laguerreebene (3.3) vorliegt; F, ist nicht projektiv erginzbar (9.1).
Wir betrachten zunéchst den Fall, dal die projektive Abschliefung
F = F' eine Normregelfiiiche ist (Bertini, Kap. 14). Nach 6.1 und 8.1
wissen wir, daB sich ¥ unter einer birationalen Abbildung 7 so auf die
projektive Ebene P, abbilden 1aft, dal die Restriktion von = auf die
affine Ebene kX k= P,\ G, wobei G die « uneigentliche » Gerade sei, ein
algebraischer Isomorphismus ist. Auf G wird unter = eine Erzeugende H
und eine Minimalleitlinie M abgebildet. Es gilt F\F'= M U H.

Angenommen, die Klasse von F sei i(r—1); dann sind M~ und
H= zwei verschiedene Punkte auf G. Ist M der projektive Abschlufl
von @, so ist der projektive Abschlufl jeder Klasse paralleler Punkte
eine Minimalleitlinie (Bertini, S. 336), und die zu den Klassen paral-
leler Punkte bei der projektiven AbschlieBung hinzukommenden Punkte
fiilllen ganz H aus (vgl. 3.3, 6.2). Ist H der projektive Abschlufl von €,
so ist der projektive Abschlufl jeder Klasse paralleler Punkte eine
Erzeugende und die zu den Klassen paralleler Punkte bei der projek-
tiven AbschlieBung hinzukommenden Punkte fiillen ganz M aus. Da
der Punkt M N H weder zu F noch zum projektiven AbschluB einer
von € verschiedenen Klasse paralleler Punkte gehdért und p* ent-
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weder gleich M~ oder H~ ausfallt, gehen die projektiven Abschliefun-
gen der ebenen Bilder von Blocken der dual affinen Ebene F, unter
alle entweder durch M~ oder H~.

Interpretiert man die Klassen paarweise paralleler Punkte als eine
Schar paralleler Geraden, so erhélt man eine algebraische affine Ebene;
daher gehen auch die Bilder der projektiven AbschlieBungen der Klas-
sen paralleler Punkte unter s alle durch p~ (5.1(2)). Da auch alle
Punkte von € unter & auf p~ abgebildet werden und € zu der Kurve ¢
derjenigen Punkte fremd ist, die bei der Abschliefung aller Klassen
paralleler Punkte zu F hinzukommt, wird ©# unter = auf den von p~
verschiedenen Punkt der Menge {M~=, H7} abgebildet. Dann miissen
aber die projektiven AbschlieBungen der von € verschiedenen Klassen
paarweise paralleler Punkte sowohl durch M~ als auch durch H= gehen,
was Satz 5.1 (2) widerspricht.

Wire  (r—2) die Klasse von ¥, so wiirden wir p € H nicht auf der
(eindeutig bestimmten) Minimalleitlinie M wiahlen. M=~ wire dann
ein Punkt ¢ auf der uneigentlichen Gerade @, fiir die H*= G gilte,
weil 7 auf F keine Fundamentalpunkte hitte. Die projektiven Ab-
schlieBungen der Klassen paralleler Punkte sind Erzeugende von F,
die bei der AbschlieBung dieser Klassen zu F hinzukommenden
Punkte fiilllen ganz M aus. Die projektiven AbschlieBungen der
ebenen Bilder von Blocken der dual affinen Ebene F, unter x
gehen alle durch pz=£¢. Sieht man die Klassen paarweise paralleler
Punkte als eine Schar paralleler Geraden an, so erhilt man eine alge-
braische affine Ebene. Wegen des Satzes 5.1 (2) gehen dann aber auch
die Bilder der projektiven AbschlieBungen der Klassen paralleler
Punkte durch p~. Da die AbschlieBung jeder Klasse paralleler Punkte
auch mit M einen Punkt gemeinsam hat, geht ihr Bild unter = nicht
nur durch p=7, sondern auch durch ¢, was 5.1 (2) widerspricht.

Also hat F die Klasse (r — 3) mit r>3; dann gilt M*= H=~, und
diese Bilder sind Punkte. Die projektiven Abschliefungen von Klassen
paralleler Punkte sind Erzeugende von F, und die zu F bei der pro-
jektiven AbschlieBung hinzukommenden Punkte filllen ganz M aus.
Der Punkt p € F kann als Fundamentalpunkt der Abbildung = ge-
nommen und p*= @ als uneigentliche Gerade von P, angesehen werden.
In der affinen Ebene A — P,\@ bilden die Bilder der Spuren von
Blocken der miquelschen Laguerreebene unter mw ein System & von
Kurven, das zur eigentlichen isotropen Ebene (vgl. Benz-Méurer § 5,
Griinwald) unter einem algebraischen Morphismus isomorph ist. Die
projektiven AbschlieBungen der Kurven aus & bilden ein Kegelschnitt-
system, so da drei verschiedene Punkte von 4, von denen keine zwei

14



206 Karl Strambach

auf einer projektiven Geraden durch M== H= liegen (dann wiren sie
némlich parallel), genau einem Kegelschnitt aus & angehéren. Zu &
gehéren dann aber auch die nicht mit M~ inzidenten projektiven
Geraden (die zusammen mit G jeweils einen zerfallenden Kegelschnitt
liefern), denn durch drei verschiedene Punkte einer solchen Geraden
kann kein irreduzibler Kegelschnitt gehen. Dann ist aber & sogar pro-
jektiv dquivalent zum System der Kreise der eigentlich isotropen
Ebene, und die Behauptung folgt fiir Normregelflichen.

Ist F keine Normregelfliche, so ist sie das Bild einer Normregel-
fliche # unter einer Projektion ¢ (Bertini, S. 333). Nimmt man aus F
eine Klasse € paralleler Punkte heraus, so ist F\E algebraisch iso-
morph zur eigentlichen isotropen Ebene A4, weil auf F die miquelsche
Laguerreebene realisiert ist. Unter jedem solchen algebraischen Iso-
morphismus y werden die Spuren von Blocken der Laguerreebene
auf ein System & von Kurven abgebildet, das algebraisch isomorph
zum System T der isotropen Kreise der eigentlich isotropen Ebene
ist. Da © wie ¥ aus Kegelschnitten bestehen und durch keine drei
verschiedene kollineare Punkte von A4 ein irreduzibler Kegelschnitt
geht, ist & zu T sogar projektiv dquivalent. Es sei § eine birationale
Abbildung von F auf den projektiven AbschluB 4 von A4, die y fort-

setzt. Da auch F birational auf den projektiven AbschluB A4 beziehbar

ist, es eine ebene Abbildung von F auf A gibt, die weder mehr Basis-
kurven noch Basispunkte als  besitzt (Bertini, Kap. 15.4), und durch
die Wahl von ebenen Abbildungen von F es stets so eingerichtet werden
kann, daB eine gegebene Erzeugende von ¥ keine Fundamentalkurve
wird, liegen die Punkte von ff"—, bei denen die Eineindeutigkeit von o
verletzt sein kann, auf M. Daher 148t sich der projektive AbschluB A4
von A unter einer birationalen Abbildung £ so auf F abbilden, daf
f= o1yt gilt.

SATZ 9.3. Die projektive Abschliefung F der eine Laguerreebene
tragenden (quasiprojektiven) k-Varietit sei singularititenfrei. Dann ist F
algebraisch isomorph zu einer Regelfliche der Klasse %(r — 3) mit unge-
radem r>5, und der Satz 9.2 Klirt die Verhdltnisse.

BewELs. Nach Safarevi¢ [1968], S. 109 ist F entweder eine Regel-
fliche oder algebraisch isomorph zur projektiven Ebene. Ist F, die dual
affine Unterebene der auf F realisierten Laguerreebene, die durch die
Herausnahme der durch p bestimmten Klasse € paralleler Punkte
entsteht, so ist F, nach 9.1 nicht projektiv ergénzbar. Interpretiert
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man die von € verschiedenen Klassen paralleler Punkte als Geraden
einer Parallelenschar, so erhdlt man aus F, eine affine Ebene, die sich
bireguldr so auf die affine Ebene A = kX k abbilden 148t, daBl die
Bilder der Blocke in A ein Kegelschnittsystem bilden, welches zu dem
im Satz 5.1 (2) beschriebenen affin dquivalent ist. Wire F isomorph
zur projektiven Ebene, so gingen dann aber die projektiven Ab-
schliefungen der von € verschiedenen Klassen paralleler Punkte alle
durch p, was ihrer Disjunktheit in F widerspriche.

SATZ 9.4. Die projektive Abschliefung F der eine Laguerreebene
tragenden (quasiprojektiven) Varietdt set mormal (vgl. Bertini, S. 217)
im n-dimensionalen projektiven Raum P, iber dem Korper k (mit n>2).
Dann ist F die rationale Normregelfliche der Ordnung m — 1 und der
Klasse }(n — 3) mit ungeradem n>3.

BEWEIS. Da F eine Fliche ist (Satz. 4.1), hat F die Ordnung n — 1
(Bertini, 8. 217). Wegen der Irreduzibilitit von ¥ und der Nichtsin-
gularitdt einer Veroneseschen Fliache folgt alles iibrige aus dem Satz
von del Pezzo (Bertini, S. 375) und 9.3.

SATZ 9.5. Sind die projektiven Abschliefungen von Zykeln einer auf
der (quasiprojektiven) Varietit F realisierten Laguerregeometrie ebene
algebraische Kurven, so ist die projektive Abschlicfung F von F ein
quadratischer Kegel. F entsteht aus F durch die Herausnakme des sin-
guldren Punktes s von F. Die Zykel der Laguerreebeme sind genan
die micht durch die Spitze s gehenden ebenen Schnitte von F; die Klas-
sen paralleler Punkte werden genau von den Spuren der Mantellinien
von F in F gebildet.

BEwEIs. Ist F, die dual affine Unterebene der Laguerregeometrie,
die durch die Entfernung der durch p bestimmten Klasse paralleler
Punkte entsteht, so ist F, projektiv nicht erginzbar (9.1). Nach den
Satzen 8.6. 8.7 und 9.2 ist dann aber F ein quadratischer Kegel des
dreidimensionalen projektiven Raumes, und die Behauptung folgt.

SATZ 9.6. Die projektive Abschliefung F der eine Laguerreebene tra-
genden Varietit F sei einbettbar in den dreidimensionalen projektiven

Raum P,. Dann ist F ein quadratischer Kegel, und die Verhdlinisse
sind bis auf projektive Aquivalenz durch den Satz 9.5 geklirt.

Bewels. Ist F, die dual affine Unterebene, die durch die Heraus-
nahme der durch p bestimmten Klasse € paralleler Punkte entsteht,
so ist sie nicht projektiv erginzbar (9.1). Wegen des Satzes 5.1 (2)
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erlaubt dann F eine ebene birationale Abbildung 7, bei der dem pro-
jektiven AbschluB € von € (es gilt [€\E€|=1) der Punkt p~ von P,
zugeordnet wird. Es sei § = F\F. Besteht § nur aus einem Punkt
(der dann jede Klasse paralleler Punkte abschlieBt), so ist F algebraisch
isomorph zu einem quadratischen Kegel, denn die Spuren von Zykeln
bilden in FJ ~ kX k isotrope Kreise (vgl. Benz-Maurer § 5, Griinwald),
und der Kegel kann nach Herausnahme einer Mantellinie, die alge-
braisch isomorph zum projektiven Abschlufl von € ist, mittels eines
algebraischen Isomorphismus auf F, abgebildet werden. Da jedoch
eine zum Kegel algebraisch isomorphe Fliche zu ihm schon projektiv
dquivalent ist, wire der Satz bewiesen. Es gelte daher |J|>2.

Da die Kollineationsgruppe I' einer miquelschen Laguerreebene
auf den Klassen paralleler Punkte eine scharf dreifach transitive Per-
mutationsgruppe 4 induziert, ist dann & eine irreduzible algebraische
Kurve. Auf & wirkt 4 als eine scharf dreifach transitive Gruppe alge-
braischer Automorphismen, und daher ist & eine rationale singula-
rititenfreie Kurve (vgl. 2.2 und 2.3). Jede Klasse paralleler Punkte
trifft & in genau einem Punkt, und verschiedene Klassen paralleler
Punkte haben mit & verschiedene Punkte gemeinsam. Ist P der pro-
jektive Abschlull einer Klasse paralleler Punkte, so ist P ebenfalls
eine singularititenfreie rationale Kurve. Wir wollen zeigen, daB ¥
algebraisch isomorph zu PX & sein muBl. Es sei PN J=1¢ Istnuna
ein beliebiger Punkt von F, so kann man ihm auf kanonische Weise
zwei « Koordinaten » zuordnen: Die erste Koordinate sei der Schnitt-
punkt der durch 2 bestimmten AbschlieBung P, der x enthaltenden
Parallelklasse mit &, die zweite derjenige Punkt #® auf P, der sich
als Bild von 2 unter einer fest gew#éhlten zu S80,(k) isomorphen Unter-
gruppe von I' ergibt. Da P XS algebraisch isomorph zur reguliren
Quadrik P, X P, ist, 146t sich dann auch F unter einem algebraischen
Isomorphismus ¢ auf eine regulire Quadrik @~ P, X P, abbilden.
Die in @ dichte Untervarietit F'* miifite dann aber eine Laguerre-
geometrie tragen konnen, was 9.2. widerspricht.
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