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LA CONJECTURE DE GREEN GÉNÉRIQUE

[d’après C. Voisin]

par Arnaud BEAUVILLE

1. ÉNONCÉ DE LA CONJECTURE

La conjecture de Green est une vaste généralisation de deux résultats classiques de

la théorie des courbes algébriques. Soit C une courbe complexe(1) projective et lisse

(connexe), de genre g > 2. Soit KC le fibré canonique (= fibré cotangent) de C. On

associe à C son anneau canonique

R :=
⊕
n>0

H0(C,Kn
C).

Notons S l’algèbre symétrique S•H0(C,KC) ; c’est un anneau de polynômes en g

indéterminées.

Théorème 1 (M. Noether [N]). — L’homomorphisme naturel S → R est surjectif,

sauf si C est hyperelliptique.

Supposons désormais que C n’est pas hyperelliptique. À l’homomorphisme S → R

correspond un plongement de C dans l’espace projectif Pg−1 := P(H0(C,KC)∗), dit

plongement canonique, qui joue un rôle fondamental dans l’étude de la géométrie

de C. L’étape suivante est d’essayer de comprendre les équations de C dans Pg−1,

c’est-à-dire les éléments de S qui s’annulent sur l’image de C ; ils forment un idéal

gradué IC de S, qui est le noyau de l’homomorphisme S → R.

Théorème 2 (Petri [P]). — L’idéal gradué IC est engendré par ses éléments de de-

gré 2, sauf si C est trigonale(2) ou isomorphe à une courbe plane de degré 5.

(1)Les théorèmes 1 et 2 ci-dessous sont vrais en toute caractéristique [S-D]. Ce n’est pas le cas de la

conjecture de Green d’après [S1].
(2)La courbe C est dite trigonale si elle admet un morphisme C → P1 de degré 3.
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2 A. BEAUVILLE

Chacun de ces deux théorèmes décrit la structure du S-module R en termes de

l’existence de certains systèmes linéaires sur la courbe C. Par exemple, le théorème

de Petri se traduit (sauf pour les exceptions mentionnées dans l’énoncé) par une suite

exacte

S(−2)b1 −→ S −→ R −→ 0,

où l’on note comme d’habitude S(−p) le S-module S muni de la graduation décalée

de p crans vers la droite : S(−p)i = Si−p.

Cette présentation est un (petit) bout de la résolution minimale P
•

du S-module R,

dont on sait depuis Hilbert qu’elle est de la forme

0 −→ Pg−2 −→ Pg−3 −→ · · · −→ P0 −→ R −→ 0,

où chaque Pi est une somme directe de modules S(−p), et où les différentielles sont

données par des matrices à coefficients homogènes de degré > 1. La résolution mini-

male est unique à isomorphisme (non unique) près(3).

La dualité de Serre entrâıne que le complexe HomS(P
•
, S(−g−1)), décalé de (g−2)

crans vers la gauche, définit encore une résolution minimale de R, donc est isomorphe

à P
•
. Supposons C non hyperelliptique ; on a alors P0 = S (Th. 1), donc Pg−2 =

S(−g− 1), et on s’aperçoit qu’il reste très peu de degrés possibles pour les termes Pi

intermédiaires. De manière précise, un argument élémentaire montre qu’il existe un

entier c > 1 tel que P
•

soit de la forme :

0 → S(−g − 1) → S(−g + 1)b1 → S(−g + 2)b2 → · · · → S(−g + c− 1)bc−1 →

S(−g + c+ 1)b′c ⊕ S(−g + c)b′′c → · · · → S(−c− 2)b′c ⊕ S(−c− 1)b′′c →

S(−c)bc−1 → · · · → S(−3)b2 → S(−2)b1 → S,

où les entiers bi, b
′
j , b

′′
k sont strictement positifs.

La structure de la résolution minimale est donc essentiellement(4) déterminée par

l’entier c.

L’autre volet des théorèmes 1 et 2 porte sur la présence de systèmes linéaires

spéciaux sur C. Si L est un fibré en droites sur C, de degré d, on note hi(L) la

dimension de Hi(C,L) (i = 0, 1), et l’on pose Cliff(L) := g + 1 − (h0(L) + h1(L)) =

d−2h0(L)+2 ; cet invariant vérifie la relation agréable Cliff(L) = Cliff(KC⊗L−1). On

définit alors l’indice de Clifford Cliff(C) de C comme le minimum des entiers Cliff(L)

pour tous les fibrés en droites L sur C avec h0(L) > 2 et 0 6 d 6 g− 1. Un théorème

classique de Clifford affirme que cet indice est toujours positif, et qu’il est nul si et

seulement si C est hyperelliptique ; de plus les courbes d’indice 1 sont exactement

(3)Dans le langage des faisceaux, il revient au même de considérer une résolution P• du O
Pg−1 -module

OC , où chaque Pi est une somme directe de faisceaux O
Pg−1 (−p), et où les différentielles sont données

par des matrices à coefficients homogènes de degré > 1.
(4)Les entiers bi (i 6 c − 1) ainsi que b′′c sont déterminés par c et g, mais pas b′

i
ni b′′

i
pour i > c : le

premier cas où l’on trouve deux valeurs distinctes est g = 7, c = 3 [S1].
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celles qui apparaissent dans le théorème 2. Les théorèmes 1 et 2 admettent donc la

reformulation suivante :

Cliff(C) > 1 ⇐⇒ c > 1, Cliff(C) > 2 ⇐⇒ c > 2,

ce qui conduit naturellement à la

Conjecture de Green ([G]). — c = Cliff(C).

2. RÉSULTATS

Dans l’appendice de [G], Green et Lazarsfeld prouvent l’inégalité c 6 Cliff(C), à

l’aide des propriétés de la cohomologie de Koszul établies par Green dans le même

article (voir §3). Il s’agit donc de démontrer l’inégalité opposée, c’est-à-dire, vu ce qui

précède, que la composante (Pp)p+1 de degré p+ 1 de Pp, avec p = g − 1 − Cliff(C),

est nulle.

Cette conjecture remarquable a vite attiré l’attention des géomètres algébristes.

Dans [S1] Schreyer la vérifie pour g 6 8 ; il observe aussi qu’elle est fausse en carac-

téristique 2, déjà pour les courbes générales de genre 7. Le « cas suivant » de la

conjecture, Cliff(C) > 3 ⇔ c > 3, a été démontré (indépendamment) par Voisin

[V1] (pour g > 11), puis Schreyer [S3] en général. Le cas des courbes planes est traité

dans [Lo]. Divers cas particuliers ou reformulations de la conjecture apparaissent dans

[E], [P-R], [S2], [T]...

Claire Voisin vient de résoudre le cas particulièrement intéressant des courbes gé-

nérales de genre g. Elles vérifient Cliff(C) = [ g−1
2 ] (voir l’Appendice), de sorte que

l’énoncé prend une forme particulièrement simple (conjecture de Green générique) :

Théorème 3 ([V2], [V3]). — Posons c = [ g−1
2 ]. Pour une courbe de genre g géné-

rale, la résolution minimale de R est de la forme

0 → S(−g − 1) → S(−g + 1)b1 → · · · → S(−c− 2)bc

→ S(−c)bc−1 → · · · → S(−2)b1 → S

si g est impair, et

0 → S(−g − 1) → S(−g + 1)b1 → · · · → S(−c− 3)bc−1

→ S(−c− 2)bc/2 ⊕ S(−c− 1)bc/2 → S(−c)bc−1 → · · · → S(−2)b1 → S

si g est pair.

En fait la méthode de démonstration donne un résultat plus fort. Pour des en-

tiers g et p fixés, considérons l’ensemble des courbes de genre g p-gonales, c’est-à-dire

admettant un morphisme de degré p sur P1. Elles sont paramétrées par un schéma

irréductible, le schéma de Hurwitz. Nous verrons au §6 qu’une variante de la démons-

tration du théorème 3 dans le cas g pair entrâıne la conjecture de Green pour les

courbes p-gonales assez générales, pour p >
g
3 + 1. Or il se trouve que M. Teixidor
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4 A. BEAUVILLE

a obtenu (par une méthode très différente) le résultat correspondant pour p 6
g
3 + 2

[T]. Ainsi :

Théorème 4 ([V2], [T]). — Une courbe p-gonale générale vérifie la conjecture de

Green.

Plus précisément, on a c = Cliff(C) = p−2 pour p 6 [ g+3
2 ]. L’intérêt de cet énoncé

vient de ce que pour presque toutes(5) les courbes C, l’indice de Clifford est égal à

γ − 2, où γ (la « gonalité ») est le plus petit entier tel que C soit γ-gonale.

Signalons que le Th. 3 pour g impair a la conséquence suivante, qui avait été obser-

vée par Hirschowitz et Ramanan avant la démonstration de [V3], et qui apporte un

peu plus d’eau au moulin de la conjecture de Green :

Corollaire ([H-R]). — Supposons g = 2k − 1. Dans l’espace des modules des

courbes de genre g, le lieu des courbes qui n’ont pas la résolution minimale générique

cöıncide avec celui des courbes k-gonales.

3. COHOMOLOGIE DE KOSZUL

Considérons plus généralement une variété projective X , munie d’un faisceau

ample L. Notons

V = H0(X,L) S = S•V R =
⊕
n
H0(X,Ln);

on s’intéresse à la résolution graduée libre minimale P
•

du S-module gradué R. Consi-

dérons C comme un S-module via l’homomorphisme d’augmentation S → C. Le

S-module gradué TorS
i (C, R) se calcule en substituant à R la résolution P

•
; comme

celle-ci est minimale, le complexe C⊗S P•
est à différentielle nulle, et l’on trouve donc

des isomorphismes de S-modules gradués TorS
i (C, R)

∼
−→ C⊗S Pi. Mais on peut aussi

calculer ce module en utilisant une résolution libre graduée de C. Il en existe une bien

connue, le complexe de Koszul

0 −→ ΛnV ⊗C S(−n) −→ . . . −→ Λ2V ⊗C S(−2) −→ V ⊗C S(−1) −→ S

(avec n = dimV ). La différentielle dp : ΛpV ⊗CS(−p) → Λp−1V ⊗CS(−p+1) applique

(v1 ∧ · · · ∧ vp) ⊗ P sur
∑

i(−1)i+1(v1 ∧ · · · ∧ vi−1 ∧ vi+1 ∧ · · · ∧ vp) ⊗ P.vi .

Ainsi la composante de degré p + q du S-module gradué TorS
p (C, R) s’identifie à

l’espace d’homologie Kp,q(X,L) du complexe

Λp+1V ⊗Rq−1

dp+1
−−−−−→ ΛpV ⊗Rq

dp
−−−→ Λp−1V ⊗Rq+1.

(5)Au moins conjecturalement – voir l’Appendice pour une formulation précise.

ASTÉRISQUE 299



(924) LA CONJECTURE DE GREEN GÉNÉRIQUE 5

Les espaces Kp,q(X,L) (« cohomologie de Koszul ») possèdent un grand nombre

de propriétés intéressantes, étudiées notamment dans [G]. L’une d’elles sera fonda-

mentale pour ce qui suit : supposons pour simplifier L très ample, de sorte que X

est plongée dans un espace projectif de façon que L = OX(1). Soit Y une section

hyperplane(6) de X , définie par une équation ` = 0 (avec ` ∈ H0(X,L)). Considérons

les anneaux SY = S•H0(Y, L|Y ) et RY = ⊕nH
0(Y, Ln

|Y ). Faisons en outre l’hypo-

thèse H1(X,Li) = 0 pour tout i > 0 ; elle garantit que SY s’identifie à S/(`) et RY

à R/(`). Si P
•

est une résolution minimale du S-module R, alors P
•
/`P

•
est une

résolution minimale du SY -module RY . On en déduit un isomorphisme canonique

Kp,q(X,L)
∼
−→ Kp,q(Y, L|Y ) (« théorème de Lefschetz »).

Revenons à notre courbe C. D’après le début du §2, la conjecture de Green se

traduit par l’annulation de Kp,1(C,KC) pour p = g − 1 − Cliff(C), ou encore par

l’exactitude de la suite

Λp+1H0(C,KC)
dp+1

−−−−−→ ΛpH0(C,KC) ⊗H0(C,KC)

dp
−−−→ Λp−1H0(C,KC) ⊗H0(C,K2

C).

Pour une courbe C générale de genre g, l’indice de Clifford vaut [g−1
2 ], et il s’agit

donc de prouver l’annulation de Kk,1(C,KC) avec k = [ g
2 ]. Il suffit de l’obtenir pour

une courbe de genre g ; C. Voisin utilise des courbes situées sur des surfaces très

particulières, les surfaces K3.

Rappelons que les surfaces K3 sont, par définition, les surfaces (lisses, compactes)

simplement connexes à fibré canonique trivial. Celles qui nous intéressent ici sont les

surfaces K3 X polarisées de genre g, c’est-à-dire munies d’un fibré en droites très

ample L de carré 2g − 2 ; on supposera de plus que la classe de L dans le groupe

de Picard Pic(X) n’est divisible par aucun entier > 2. Les sections globales de L

définissent un plongement de X dans Pg, dans lequel les sections hyperplanes lisses

de X sont des courbes de genre g, plongées dans Pg−1 par le plongement canonique.

Pour chaque entier g > 3, les surfaces K3 polarisées de genre g forment une famille

irréductible ; une surface assez générale(7) dans cette famille vérifie Pic(X) = Z[L].

Les sections hyperplanes d’une telle surface X ne sont pas génériques pour g > 12,

mais elles tendent à se comporter comme la courbe générique, en particulier du point

de vue de la théorie de Brill-Noether [L] : par exemple leur indice de Clifford est l’indice

générique [ g−1
2 ]. Il est donc tout à fait naturel d’essayer de prouver l’annulation de

Kk,1(C,KC), avec k = [ g
2 ], pour ces courbes. D’après le « théorème de Lefschetz »

pour la cohomologie de Koszul, elle est équivalente à l’annulation de Kk,1(X,L). La

courbe C va désormais disparâıtre au profit de la surface K3 X .

(6)Cela signifiera ici qu’aucune composante de X n’est contenue dans l’hyperplan ` = 0.
(7)C’est-à-dire située en dehors d’une réunion dénombrable d’hypersurfaces dans l’espace des para-

mètres.
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6 A. BEAUVILLE

4. LE CAS DE GENRE PAIR : STRATÉGIE DE LA PREUVE

La première idée force de la démonstration est l’interprétation de Kp,1(X,L) en

termes du schéma de Hilbert de X . Si X est une variété projective et d un entier,

le schéma de Hilbert Xd (noté plutôt d’habitude X [d] ou Hilbd(X)) paramètre les

sous-schémas finis de longueur d de X . Rappelons qu’un tel sous-schéma Z consiste

en la donnée de points x1, . . . , xm de X et en chacun de ces points d’un idéal Ixi
de

l’anneau local Oxi
, de façon que

∑
i dimC(Oxi

/Ixi
) = d. En associant à Z l’ensemble

{x1, . . . , xm}, chaque xi étant compté avec sa multiplicité dim(Oxi
/Ixi

), on obtient

un morphisme birationnel ε de Xd sur la puissance symétrique d-ième SdX . LorsqueX

est une surface, Xd est lisse et irréductible, de sorte que ε fournit une résolution des

singularités de SdX . Nous nous bornerons à ce cas dans la suite(8).

Soit Id la sous-variété de X×Xd formée des couples (x, Z) tels que x soit un point

de Z. C’est une variété normale, munie de projections :

Id
p

����
��

��
�� q

!!
BB

BB
BB

BB

X Xd ;

la fibre de q en un point Z de Xd s’identifie au sous-schéma Z de X .

On associe à tout fibré en droites L sur X le fibré vectoriel EL := q∗(p
∗L) sur Xd,

de rang d ; sa fibre en un point Z de Xd s’identifie à H0(Z,L|Z). On pose Ld := det EL.

Une analyse précise du fibré en droites q∗Ld conduit alors au résultat suivant :

Proposition 1. — L’espace Kd−1,1(X,L) s’identifie au conoyau de l’homomor-

phisme q∗ : H0(Xd, Ld) → H0(Id, q
∗Ld).

La démonstration sera esquissée au §5. Comme expliqué au §3, le théorème 3

pour g pair résultera de :

Proposition 2. — Soit X une surface K3 dont le groupe de Picard est engendré par

un fibré ample L, avec L2 = 2g−2 et g = 2d−2. L’homomorphisme q∗ : H0(Xd, Ld) →

H0(Id, q
∗Ld) est surjectif.

Comme le morphisme q est fini et plat, on dispose d’un homomorphisme dans

l’autre sens q∗ : H0(Id, q
∗Ld) → H0(Xd, Ld), qui vérifie q∗ ◦q∗ = d. La surjectivité

de q∗ est donc équivalente à l’injectivité de q∗.

(8)La Prop. 1 ci-dessous s’étend en toute dimension à condition de se limiter aux sous-schémas finis

curvilignes, c’est-à-dire contenus dans une courbe lisse.
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Le cœur de la démonstration consiste alors à construire une variété Z, munie d’un

morphisme j : Z → Xd, telle que le carré cartésien

Z̃

qZ
��

j̃
// Id

q
��

Z
j

// Xd

possède les deux propriétés suivantes :

(i) l’homomorphisme j̃∗ : H0(Id, q
∗Ld) → H0(Z̃, j̃∗q∗Ld) est injectif ;

(ii) l’homomorphisme (qZ)∗ : H0(Z̃, q∗Z(j∗Ld)) → H0(Z, j∗Ld) est injectif.

Au vu du diagramme commutatif

H0(Z̃, j̃∗q∗Ld)

(qZ)∗
��

H0(Id, q
∗Ld)

j̃∗
oo

q∗
��

H0(Z, j∗Ld) H0(Xd, Ld)
j∗

oo

on en déduit aussitôt l’injectivité de q∗, et donc la proposition 2.

La construction de Z repose sur l’existence d’un fibré vectoriel E de rang 2 re-

marquable sur X , introduit par Lazarsfeld dans [L]. C’est l’unique fibré de rang 2

stable sur X de déterminant L et seconde classe de Chern c2(E) = d ; il vérifie

dimH0(X,E) = d+ 1. En associant à une section s de E son schéma des zéros Z(s),

on définit un morphisme P(H0(X,E)) → Xd (qui est d’ailleurs un plongement). No-

tons W l’image réciproque de P(H0(X,E)) dans Id. Elle est formée des couples (s, x)

dans P(H0(X,E)) ×X tels que s(x) = 0. Pour (s, x) dans un ouvert convenable W o

de W , le schéma résiduel Z(s) x est bien défini. Considérons l’application ration-

nelle j0 : X×W o 99K Xd qui associe à (y, (s, x)) le schéma (Z(s) x)∪y. En éclatant

dans X ×W le lieu des (y, (s, x)) tels que y ∈ Z(s) x et en restreignant à un gros

ouvert, on obtient le morphisme j : Z → Xd cherché.

Le cœur de la démonstration consiste alors à vérifier les propriétés (i) et (ii) ci-

dessus. Cette vérification prend 30 pages très denses de l’article [V2], qu’il n’est pas

question de reproduire ici. J’essaierai d’en indiquer quelques étapes au paragraphe

suivant.

5. LE CAS DE GENRE PAIR : QUELQUES DÉTAILS

a) Démonstration de la Proposition 1. — Suivant [V2], nous dirons qu’un ouvert V o

d’une variété normale V est gros si le fermé complémentaire est de codimension > 2.
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Si L est un fibré sur V , l’application de restriction H0(V, L) → H0(V o, L) est alors

un isomorphisme.

La première étape est le calcul de H0(Xd, Ld). Les homomorphismes de restriction

H0(X,L) → H0(Z,L|Z), pour Z ∈ Xd, définissent une flèche H0(X,L)⊗COXd
→ EL,

d’où en passant aux Λd un homomorphisme ΛdH0(X,L) → H0(Xd, Ld), qui est en

fait un isomorphisme : on le voit en remplaçantXd par le gros ouvert des sous-schémas

ayant au plus un point double, et en écrivant ce dernier comme quotient d’un gros

ouvert de Xd éclaté le long des diagonales xi = xj .

On va désormais remplacer Xd par le gros ouvert des sous-schémas curvilignes,

c’est-à-dire contenus dans une courbe lisse – et Id par l’ouvert des couples (x, Z) où Z

est curviligne. Pour un tel couple le schéma résiduel Z x est bien défini ; on dispose

donc d’un morphisme

τ : Id −→ X ×Xd−1 défini par τ(x, Z) = (x, Z x).

C’est un isomorphisme sur l’ouvert U de Id formé des couples (x, Z) pour lesquels x

est un point simple de Z ; il contracte le diviseurD := Id U sur la variété d’incidence

Id−1 ⊂ X ×Xd−1.

On déduit facilement de la définition de Ld un isomorphisme

(∗) q∗Ld
∼= τ∗(L � Ld−1)(−D),

d’où une suite exacte :

0 −→ H0(Id, q
∗Ld) −→ H0(X ×Xd−1, L� Ld−1) −→ H0(Id−1, (L� Ld−1) | Id−1

).

Notons τ ′ : Id−1 → X × Xd−2 l’application correspondant à τ , et D′ le diviseur de

Id−1 contracté par τ ′. Appliquant de nouveau (∗) on trouve un isomorphisme

(L� Ld−1)|Id−1

∼= τ ′∗(L2 � Ld−2)(−D
′),

d’où une injection de H0(Id−1, (L � Ld−1)|Id−1
) dans H0(X,L2) ⊗ H0(Xd−2, Ld−2).

On a finalement une suite exacte :

0 → H0(Id, q
∗Ld) −→ H0(X,L)⊗H0(Xd−1, Ld−1)

β
−−→ H0(X,L2)⊗H0(Xd−2, Ld−2),

de sorte que le conoyau de q∗ : H0(Xd, Ld) → H0(Id, q
∗Ld) s’identifie à l’homologie

d’un complexe

H0(Xd, Ld)
α

−−→ H0(X,L) ⊗H0(Xd−1, Ld−1)
β

−−→ H0(X,L2) ⊗H0(Xd−2, Ld−2);

on vérifie que ce complexe s’identifie via les isomorphismes ΛpH0(X,L)
∼
−→

H0(Xp, Lp) au complexe de Koszul

ΛdH0(X,L)
dd−−−→ H0(X,L) ⊗ Λd−1H0(X,L)

dd−1
−−−−−→ H0(X,L2) ⊗ Λd−2H0(X,L),

d’où la Proposition 1.
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b) Démonstration de la Proposition 2 : propriété (i). — Dans la suite de ce para-

graphe il est commode de poser k = d− 1 (de sorte qu’on a g = 2k). Notons P le gros

ouvert de P(H0(X,E)) formé des sections dont le schéma des zéros est curviligne.

Reprenons le carré cartésien

W

π
��

// Ik+1

��

P // Xk+1 ;

soit ψ : W → Xk le morphisme (σ, x) 7→ Z(σ) x. En explicitant la définition de Z

on se ramène facilement à prouver l’injectivité de l’application

ψ∗ : H0(Xk, Lk) −→ H0(W,ψ∗Lk).

Le point clé pour cela est la construction, à partir d’une étude fine du fibré de

Lazarsfeld E, d’un isomorphisme canonique ΛkH0(X,L)
∼
−→ SkH0(X,E)∗. D’autre

part on montre que le fibré ψ∗Lk est isomorphe à π∗OP(k), d’où un homomorphisme

injectif SkH0(X,E)∗ ↪→ H0(W,ψ∗Lk). On conclut en vérifiant que le diagramme

ΛkH0(X,L)

��

// SkH0(X,E)∗

��

H0(Xk, Lk

ψ∗

// H0(W,ψ∗Lk)

est commutatif à un scalaire près.

c) Démonstration de la propriété (ii). — Notons W̃ le produit fibré W ×Xk+1
Ik+1,

de sorte qu’on a un carré cartésien

W̃

qW
��

// Ik

q
��

W
ψ

// Xk .

Après quelques péripéties, on se ramène à prouver la surjectivité de l’homomorphisme

q∗W : H0(W,ψ∗Lk) → H0(W̃ , q∗Wψ∗Lk). Rappelons qu’on a ψ∗Lk
∼= π∗OP(k). Notons

r l’application composée W̃ → W → P. En fait Voisin prouve un résultat plus fort, à

savoir :

• L’homomorphisme r∗ : H0(P,OP(k)) → H0(W̃ , r∗OP(k))) est surjectif.

La démonstration de ce résultat occupe 16 pages de [V2] et je ne peux faire mieux

qu’y renvoyer le lecteur. Disons simplement qu’on réalise W̃ comme un sous-schéma

de B∆(S × S) × P, où B∆(S × S) est obtenu en éclatant S × S le long de la diago-

nale. La surjectivité cherchée est équivalente à l’annulation d’un H1 convenable sur

B∆(S × S) × P. Des calculs de cohomologie délicats sur cette variété ramènent cette

annulation à des énoncés sur les sections globales du fibré de Lazarsfeld.
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6. LA CONJECTURE DE GREEN POUR LES COURBES

p-GONALES GÉNÉRALES

Soit toujoursX notre surface K3, munie d’un fibré en droitesL vérifiant L2 = 2g−2,

g = 2d − 2 et Pic(X) = Z[L]. Comme promis, nous allons voir que l’annulation de

Kd−1,1(X,L) entrâıne le théorème 4. Choisissons des points généraux x1, . . . , xδ de X ,

avec δ 6 (d−1)/2. Comme dimH0(X,E) = d+1, il existe deux sections linéairement

indépendantes s, t de E s’annulant en ces points. Pour un choix générique des xi et

de s, t, la courbe C où s’annule la section s∧ t de Λ2E = L est lisse sauf en x1, . . . , xδ,

où elle a des points doubles ordinaires. Soit n : N → C sa normalisation.

Proposition 3. — La courbe N est (d−δ)-gonale, et vérifie c = Cliff(N) = d−δ−2.

La courbe N est de genre γ = 2d − 2 − δ ; les inégalités 0 6 δ 6 (d − 1)/2 se

traduisent par γ
3 + 1 6 d − δ 6

γ
2 + 1. Cela donne la conjecture de Green pour les

courbes p-gonales générales de genre γ, avec γ
3 +1 6 p 6

γ
2 + 1, et donc, compte tenu

de [T], le théorème 4.

Démonstration de la proposition 3. — Les sections s, t engendrent un sous-faisceau

de rang 1 de n∗(E|C) ; la partie mobile du système linéaire correspondant est un

pinceau de degré d− δ (le nombre de zéros de s ou t en dehors des xi). La courbe N

est donc (d − δ)-gonale, et il suffit de prouver qu’on a Kp,1(N,KN ) = 0 pour p =

γ − 1 − (d − δ − 2) = d − 1. Or l’annulation de Kd−1,1(X,L) (Prop. 1 et 2) garantit

celle de Kd−1,1(C,KC) = 0 ; il s’agit de comparer Kd−1,1(C,KC) et Kd−1,1(N,KN).

L’application trace n∗KN → KC fournit des injections naturelles H0(N,KN ) ↪→

H0(C,KC) et H0(N,K2
N ) ↪→ H0(C,K2

C), d’où un diagramme commutatif

ΛdH0(N,KN)
dN

//

j′

��

Λd−1H0(N,KN ) ⊗H0(N,KN) //

j

��

rN
yy

Λd−2H0(N,KN ) ⊗H0(N,K2
N )

j′′

��

ΛdH0(C,KC)
dC

// Λd−1H0(C,KC) ⊗H0(C,KC) //

rC
yy

Λd−2H0(C,KC) ⊗H0(C,K2
C)

Les différentielles dN et dC admettent des rétractions canoniques rN et rC , définies

par r
•
(τ ⊗ ω) = 1

d ω ∧ τ , qui commutent aux flèches verticales ; cela entrâıne que

l’homomorphisme Kd−1,1(N,KN ) → Kd−1,1(C,KC) induit par j est injectif. En effet,

si un élément v de Λd−1H0(N,KN ) ⊗H0(N,KN ) est tel que j(v) est un bord, on a

j(v) = dCrCj(v) = dCj
′rN (v) = jdNrN (v),

d’où, puisque j est injectif, v = dNrN (v). Ainsi Kd−1,1(C,KC) est nul, d’où la propo-

sition 3.
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7. LE CAS DE GENRE IMPAIR

Ce qui précède repose de manière essentielle sur les propriétés du fibré de Lazarsfeld,

qui n’existe qu’en genre pair. Pour traiter le cas g impair, C.Voisin considère une

surface K3 X dont le groupe de Picard est engendré par un fibré en droites très ample

L, de carré 2g−2, et la classe d’une courbe rationnelle lisse ∆ telle que deg(L|∆) = 2.

Posons L′ = L(∆). On a L′2 = 2g, deg(L′
|∆) = 0 ; le morphisme X → Pg+1 associé

à L′ est un plongement en dehors de ∆ et contracte ∆ sur un point.

Posons g = 2k + 1. La première étape de la démonstration est de vérifier que la

proposition 2 s’étend à (X,L′), donnant Kk+1,1(X,L
′) = 0. La démonstration de la

propriété (i) s’adapte immédiatement, celle de (ii) demande nettement plus de travail.

Il s’agit maintenant d’en déduire l’annulation de Kk,1(X,L). Il est commode pour

cela d’utiliser la dualité de Serre, qui fournit une dualité canonique entre Kp,1(X,L)

et Kg−2−p,2(X,L). Ainsi Kk−1,2(X,L
′) est nul, et on veut en déduire l’annulation de

l’espace Kk−1,2(X,L). Rappelons que celui-ci est l’homologie du complexe(9)

ΛkH0(L) ⊗H0(L)
dL−−−→ Λk−1H0(L) ⊗H0(L2)

dL−−−→ Λk−2H0(L) ⊗H0(L3).

Au couple (X,L′) est associé comme plus haut le fibré de Lazarsfeld E, de déter-

minant L′ ; la preuve repose sur la construction d’un homomorphisme

ϕ : SkH0(E) −→ Λk−1H0(L) ⊗H0(L(−∆))

qui s’inspire d’une construction analogue utilisée par Green et Lazarsfeld pour prouver

l’inégalité c 6 Cliff(C) ([G], Appendice). Étant données deux sections globales v, w

de E, on notera v Λ w leur produit extérieur dans H0(Λ2E) = H0(L′). On choisit une

base (w1, . . . , wk+1) de H0(E(−∆)), et on pose(10), pour v ∈ H0(E),

ϕ(vk) =
∑

i<j

(−1)i+j (v Λ w1)∧· · ·∧ ̂(v Λ wi)∧· · ·∧ ̂(v Λ wj)∧· · ·∧(v Λ wk+1)⊗ (wi Λ wj);

la condition wi ∈ H0(E(−∆)) entrâıne bien v Λ wi ∈ H0(L) et wi Λ wj ∈ H0(L(−∆)).

Choisissons d’autre part une section σ de H0(L′) dont la restriction à ∆ n’est pas

nulle ; elle fournit un scindage de la suite exacte

0 −→ H0(L) −→ H0(L′) −→ H0(L′
|∆) ∼= C −→ 0,

d’où une décompositionH0(L′) = H0(L)⊕Cσ. Considérons le diagramme commutatif

Λk−1H0(L) ⊗H0(L(−∆))

1 ⊗ σ
��

δ
// Λk−2H0(L) ⊗H0(L2(−∆))

1 ⊗ σ
��

Λk−1H0(L) ⊗H0(L2)
dL

// Λk−2H0(L) ⊗H0(L3) .

(9)Dans ce paragraphe, pour tout faisceau F sur X on note simplement H0(F ) l’espace H0(X, F ).
(10)Le chapeau sur un terme signifie comme d’habitude qu’on l’omet.
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L’annulation de Kk−1,2(X,L) va résulter des quatre points suivants :

(i) L’homomorphisme composé δ ◦ϕ est nul.

(ii) L’homomorphisme induit ϕ : SkH0(E) → Ker δ est surjectif.

(iii) Kk−1,2(X,L) est engendré par les classes d’éléments (1⊗σ) ·α pour α ∈ Ker δ.

(iv) Pour t ∈ SkH0(E), la classe de (1 ⊗ σ) · ϕ(t) dans Kk−1,2(X,L) est nulle.

Les assertions (i) et (iv) résultent d’un calcul sans mystères, basé sur l’identité

(v1 Λ v2) · (v3 Λ v4) − (v1 Λ v3) · (v2 Λ v4) + (v1 Λ v4) · (v2 Λ v3) = 0 dans H0(L′2)

quels que soient v1, . . . , v4 dans H0(E).

Prouvons (iii). Soit β ∈ Ker dL. Puisque Kk−1,2(X,L
′) = 0, il existe un élément γ

de ΛkH0(L′) ⊗ H0(L′) tel que β = dL′γ. La décomposition H0(L′) = H0(L) ⊕ Cσ

permet d’écrire

γ = γ1 + σ ∧ γ2 + γ3 ⊗ σ + (σ ∧ γ4) ⊗ σ, avec

γ1 ∈ ΛkH0(L) ⊗H0(L), γ2 ∈ Λk−1H0(L) ⊗H0(L), γ3 ∈ ΛkH0(L), γ4 ∈ Λk−1H0(L).

L’élément γ4 s’identifie à l’image de dL′γ dans Λk−1H0(L′) ⊗ H0(L′2
|∆) ; comme

dL′γ = β appartient à Λk−1H0(L) ⊗H0(L2), on en déduit γ4 = 0. Comme on peut

modifier β par un bord on peut supposer γ1 = 0. Enfin on a

γ3 ⊗ σ = dL′(σ ∧ γ3) + σ ∧ dL′γ3,

de sorte qu’en modifiant γ par un bord on peut supposer γ3 = 0.

On a alors γ = σ ∧ γ2, et par suite β = dL′γ = γ2 · (1 ⊗ σ) − σ ∧ dLγ2. En

utilisant de nouveau la décomposition H0(L′) = H0(L)⊕Cσ, le fait que β appartient

à Λk−1H0(L) ⊗ H0(L2) implique d’une part que dLγ2 est nul, d’autre part que γ2

appartient au sous-espace Λk−1H0(L)⊗H0(L(−∆)). Par suite γ2 appartient à Ker δ,

et Kk−1,2(X,L) est engendré par les classes des éléments γ2 · (1⊗ σ) avec γ2 ∈ Ker δ.

Le gros du travail est la démonstration de (ii), pour laquelle je ne peux que renvoyer

à [V3], p. 12–26. Disons simplement qu’on se ramène à un énoncé sur la cohomologie

d’un éclatement convenable de P(H0(E))×X , énoncé dont la démonstration demande

une ingéniosité technique considérable.

APPENDICE : L’INDICE DE CLIFFORD

Nous utiliserons dans cet appendice une abréviation très classique : un système

linéaire(11) |D| sur C de degré d et de dimension projective r est appelé un gr
d. L’indice

de Clifford Cliff(C) est alors le minimum des entiers d− 2r sur l’ensemble des gr
d avec

d 6 g− 1 et r > 1. D’après le théorème de Clifford, on a Cliff(C) > 0, et Cliff(C) = 0

(11)Étant donné un diviseur D, le système linéaire |D| est l’ensemble des diviseurs effectifs linéaire-

ment équivalents à D ; il s’identifie à l’espace projectif P(H0(C,OC(D)).
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si et seulement si C est hyperelliptique. Cet invariant a été introduit par Martens

dans [M], où il montre entre autres que les courbes d’indice 1 sont exactement celles

qui apparaissent dans le théorème 2.

Considérons les courbes de genre g fixé. Les courbes d-gonales, c’est-à-dire admet-

tant un g1
d, ont un indice de Clifford 6 d − 2 ; lorsqu’elles sont assez générales, leur

indice de Clifford est exactement d−2 [B]. Il s’ensuit que l’indice de Clifford est [ g−1
2 ]

pour une courbe générale, et prend toutes les valeurs entre 0 et [ g−1
2 ].

Les courbes dont l’indice de Clifford est fourni par un gr
d avec r > 1 (et pas par

un système linéaire de dimension plus petite) sont beaucoup plus rares. Pour r = 2,

ce sont les courbes planes lisses de degré d, qui sont de genre 1
2 (d − 1)(d − 2). Pour

3 6 r 6 9, les auteurs de [ELMS] prouvent que cela impose g = 4r− 2, avec un indice

de Clifford 2r − 3 donné par un fibré en droites L tel que L2 ∼= KC ; ils conjecturent

bien naturellement le même énoncé pour tout r (et construisent, pour tout r, une

courbe ayant les propriétés indiquées). Si cette conjecture est correcte, et si C est une

courbe de genre g et d’indice de Clifford c, alors :

a) C est (c+ 2)-gonale, ou

b) g = 1
2 (c+ 2)(c+ 3), C est une courbe plane lisse de degré c+ 4, ou

c) c est impair > 3, g = 2c+ 4, et C admet un fibré en droites L tel que L2 ∼= KC

et Cliff(L) = c.

Pour g fixé il y a donc (moyennant la conjecture) au plus deux valeurs de c pour

lesquelles il existe des courbes d’indice c qui ne soient pas (c+ 2)-gonales.

Remerciements. — Je remercie Olivier Debarre et Claire Voisin pour leurs commen-

taires pertinents sur une première version de ce texte.
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