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Propriétés arithmétiques des solutions de

certaines équations fonctionnelles de Poincaré

par DANIEL DUVERNEY

RESUME. On étudie certaines propriétés arithmétiques de fonctions analy-
tique f au voisinage de 0, Zg X anz™ ol a, € Q et f satisfaisant une
équation fonctionnelle de Poincaré.

ABSTRACT. We study arithmetic properties of analytic functions at zero
flz) = 3’ * anx™ with an € Q and satisfying Poincaré type functional
equations.

1. Introduction
Soit g € Z ~\ {—1,0,1}, soit d € N, et soit :

d
Pz) =) ox’, a0 #0,

=0

un polynome & coefficients rationnels.

Le but de cet article est d’étudier les propriétés arithmétiques des fonc-
tions f analytiques au voisinage de 0 :

+oo
flx) = Z an",
n=0

avec a, € Q, et vérifiant une équation fonctionnelle de Poincaré ([11], [13])
du type particulier suivant :

(1) 2?f(z) = P(2)f(gz) + Q(x),

oll Q est un polynome & coefficients rationnels de degré inférieur ou égal a
d.
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L’exemple le plus simple de fonction f est la fonction de Tschakaloff
[12] :

+o0
2) fl@) =Y = F e,

n=0

qui vérifie I’équation :

3) gz f(z) = flgx) — 1.

Un calcul facile & partir de (1) montre que la suite (a,),>1 est parfaite-
ment déterminée par la donnée de a3, az, ... ,aq € Q, et par la relation de
récurrence suivante :

(4)
n+d n+d—1

0 Antd G +o1 Gnyd—1 ¢ 4+ 40g-1 Any q"+1+(ad q"—l)an =0.

Nous observons que, si f vérifie (1) et n’est pas un polynéme, alors f
n’est pas une fraction rationnelle, car (1) impliquerait dans ce cas Pexistence
d’une infinité de poles. Le point essentiel motivant 1’étude de fonctions
vérifiant (1) est le théoréme suivant, démontré au paragraphe 2.

THEOREME 1. Si f vérifie une relation du type (1), et si f(r) est rationnel,
avecr € Q*, alors f(rq™™) est rationnel pour tout entiern, et il existed € N

tel que :
vneN, 0 f(rq") € Z

Cette propriété des fonctions vérifiant (1) nous permettra de démontrer
(paragraphe 3) le résultat suivant :

THEOREME 2. Soit f vérifiant (1), et soit r € Q*, tel que f(r) eriste. Si
f n’est pas un polynéme, alors f(r) ¢ Q.

Nous obtenons un premier corollaire de ce théoréme en prenant d = 1,
ao =g, ay =a ¢Q, ao =1, et en utilisant (4) & partirden=20:

—a)(1—ag)...(1—ag™?)

+oo
1
COROLLAIRE 1. Soit F(o;q;2) = Z(

n{n—~1) xn)
n=0 q
avec .
ae€Q, geZ, |qg| >2. Alors F(o;q;7) € Q sir e Q% |r| < —.

lof

Dans le cas oli o = 0, on obtient I'irrationalité de valeurs de la fonction
de Tschakaloff, déja largement étudiée ( (4], [5], [6], [7], [12]).
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Dans le cas ou a # 0, lirrationalité de F(o;q;r) pour r € Q* a été
démontrée par T. Matala-Aho ([10], chapitre VI).

La démonstration donnée ici ne permet pas d’obtenir de mesures d’irratio-
nalité, mais elle est particulierement simple.

En prenant d = 2,00 = ¢~ 2,01 = 0,00 = a € Q,a0 = a,a; = b, (a,b) €
Q?, un calcul sans difficulté & partir de (4) montre que :

(5) f(z) = a F(a;¢% %) + bz F(og; ¢*; qu),

Donc :

COROLLAIRE 2. Awvec les notations du corollaire 1, pour tout r € Q*

2
vérifiant |r?| < 1/|al, les nombres 1, F(e;¢%7%) et F(ag;¢% %) sont
linéairement indépendants sur Q.

2. Démonstration du théoréme 1.

Posons 7 = a/b, avec a € Net b€ Z\ {0}, et f(r) = a/B3, avec € Z et
B € N\ {0}. Soit é§ € N, tel que éP € Zx] et 6Q € Z[z]. Nous démontrons
le théoreme 1 par récurrence sur n, avec § = a?(36.

Il est clair que le résultat est vérifié pour n = 0. Si nous supposons que
f(rg™™) = A,607™1, avec A,, € Z, nous obtenons en remplagant x par
rqg~™"! dans (1) :

flrg~t) = Lgtes [P (o) A el q—"-l)}.

Puisque deg P < d et degQ < d, les seuls denommateurs subsistant
dans f(rg~™~!) apreés simplification sont 67!, a¢, et les dénominateurs
des coefficients de P et Q. On a donc f(rg~™" 1) Ap 16772 avec
Ant+1 € Z, et le théoreme 1 est démontré.

3. Démonstration du théoréme 2.

Soit p un entier naturel fixé, dont nous choisirons la valeur plus loin. Il
existe alors deux polynomes H(x) et L(x), a coefficients entiers, non nuls,
de degrés respectifs inférieurs ou égaux a 2p, et vérifiant :

(6) H(z)f(z) + L(z) = 2*R(x),

ou R(xz) est analytique au voisinage de 0 ; en effet, (6) équivaut 4 un systéme
homogene de 3p équations & 4p + 2 inconnues (les coefficients de H(x) et
L(x)), et a coefficients rationnels.
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Puisque f(x) n’est pas une fraction rationnelle, on peut écrire :
(7) H(z) f(x) + L(z) = «° T(x),

avec o > 3p et T(0) # 0.

Donc, pour tout entier naturel n et tout rationnel non nul r = a/b, on
a:

® H(rqg ™) f(rg ")+ L(rg™") = (rg™™)° T(rqg™").

Supposons que f(r) est rationnel. En vertu du lemme, il existe un entier
0 tel que, Vn € N, le nombre

Beg?em g+ [H(rg™™)f(rg™) + L(rg™)] = 061" (6g% )" T(rg™)

est entier.

Choisissons p de telle sorte que |fg™"| < 1. Alors |0g**~7| < 1 et
lir_xg (8g?*~?)"=0. Il en résulte que, pour n assez grand, on a T'(rg~") = 0.

Ceci contredit le fait que T'(0) # 0, et démontre le théoreme.
4. Remarque

La méthode utilisée est une variante de la méthode de transcendance
de Mahler [9] (pour une introduction & cette méthode, voir [8] ; pour
des résultats récents, [1], [2]). La construction de la fonction auxiliaire
z%° R(zx) s’effectue de maniére non explicite et on se contente de [’eTistence
des polynomes H(x) et L(x) sans avoir besoin de majorer leurs coefficients
(c’est a dire sans utiliser de lemme de Siegel [3]). Le lemme de zéros utilisé
est trés simple, car on connait un équivalent du reste 0627 (g*°—)*T(rq™™)
lorsque n tend vers linfini ; ces deux points sont caractéristiques de la
méthode de Mahler. Dans le cas qui nous intéresse, cette méthode ne per-
met de démontrer que des résultats d’irrationalité. De plus, elle ne permet
pas d’obtenir des mesures d’irrationalité pour f(r), car le reste est en A™",
et le dénominateur de 'approximation en B™.
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