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La séparation des variables angulaires et radiales
dans les équations d’ondes
des particules de spin quelconque en interaction

par

André JOLIVET

Collége Scientifique Universitaire, 49-Angers.

REsUME. — Nous traitons dans cet article des applications d’une étude
précédente [I] ou nous avons étudié les systémes linéaires du premier
ordre et de rang fini, d’équations aux dérivées partielles et de forme inva-
riante par rapport au groupe de Lorentz orthochrone. Ces systémes décri-
vent une particule de spin quelconque en interaction avec un champ
extérieur.

Nous appliquons ici, les résultats que nous avons obtenus dans le cas
général, au cas particulier important ou le champ d’interaction est a symé-
trie sphérique. Nous obtenons trés facilement les équations radiales. Ceci
nous montre ’'un des avantages de la représentation que nous avions choisi,
représentation particulierement bien adaptée aux problémes a symétrie
sphérique.

Plusieurs auteurs ont utilis¢é pour décrire les particules une théorie
particuliére appelée « Théorie de la Fusion ». Pour cette théorie nous avons
introduit d’autres représentations, il se trouve que pour certains types
d’interactions ces représentations conduisent a une écriture plus simple.
Notamment I'une de ces représentations que nous avons appelée « repré-
sentation I', diagonale » est particulierement intéressante.

Avec cette représentation et dans le cas d’une interaction de type potentiel,
nous sommes conduits a un systéme d’équations radiales qui est formé par
deux systémes indépendants. Un cas particulier connu est donné par le

. .1 . .
cas de la particule de spin 5 les deux systémes indépendants sont alors

irréductibles. Un autre cas particulier est donné par la particule de spin 1,
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les équations radiales ont été obtenues par Bartlett [2] en utilisant une
méthode nécessitant de longs calculs. Ces équations sont un cas particulier
des équations radiales que nous avons obtenues par une méthode générale
pour une particule de spin quelconque.

I. INTRODUCTION

Soitg — T(g) une certaine représentation finie du groupe #.. R I'espace
de cette représentation.

Soit le systéme linéaire, de rang fini d’équations aux dérivées partielles
du premier ordre et de forme invariante par rapport a Z1,.

1) (EB,T% — iMocly = 0

ou Y appartient a un espace de Hilbert, c’est une fonction vectorielle incon-
nue des x* a valeur dans R (u = 1,2, 3,4; x* =ict).

Les Tg* sont des opérateurs linéaires dans R.

Les B],(x*) sont des opérateurs différentiels du premier ordre ou des
opérateurs multiplicatifs dépendant des x* et sont tels que; ce champ
d’opérateurs est a symétrie sphérique c’est-a-dire vérifié :

B (x") = B, (x")  (p=1,23)

(B’ est le transformé de B par rotation d’espace).
M, et c sont des nombres réels positifs.
Nous montrons que la solution de I’équation s’écrit sous la forme:

Yilrbot) = Z (kvlo | kljm > Y{(0@)Fi(r, 1)

ou les { kvle | klim > sont les coefficients de Clebsh-Gordon relatifs aux
fonctions sphériques normées, et ou les Y{(6, ¢) sont les fonctions sphé-
riques normees.

Les F§,(r, t) sont solutions de:

k1 j

(- 1)"'“”{ ¥ K }g(cxot'ykk’a)(oz | T, | «)(| B2 | V)Fg, —iMocFi(r, £) =0

'k a
Les (I|B2| ) sont des éléments de matrices réduits.

k1l j . " .
ou les { J } sont les symboles a six j de Wigner et ont été tabulés.
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Les (x| T, | &') sont des éléments de matrices « réduits » provenant d’une
double réduction.

Les g(axa'ykk’a) sont des coefficients que jai calculés pour certaines
valeurs de y.

Dans le cas de la théorie de la Fusion et pour une interaction de type
potentiel, nous montrons que pour la représentation « I'y diagonale »
la solution de I’équation (1) s’écrit:

i = Z(kvlo | kljim)Y?(0@)Fi(r, 1)

ou les (kvlo | kljm) sont les coefficients de Clebsch-Gordon, relatifs aux
fonctions sphériques non normées.

Les Y;?(6¢) sont les fonctions sphériques non normées.

Les Fi¥o(r, t) sont solutions de:

{[m + UG, Ok + T/ — ""”T"C} F(r, 9 = 0

h )
ol p, = — p E; U(r, t) est une fonction connue.

Les éléments de matrice de T’ sont donnés par les formules (2).
Dans la suite de cet article nous écrirons indifféremment les équations (1)
sous la forme:
{ZB2,T?® — iMyc}y =0

ap=y

ou {Zp,[, + ZB], T — iMoc} ¢y =0

apy

car Xp,I', est de la forme B}, T5".

ap=y

II. INTEGRALES PREMIERES

Considérons le systétme d’é¢quations (1) que nous écrivons :

0

ic
—I',w=—-—H
% Y P ¥

Soit un opérateur A ne dépendant pas explicitement du temps.

d
Si [A, H] et [A, I',] sont nuls o .[(C, AT n)dv est nul et I’élément de

matrice f({, AT 4n)dv est constant au cours du temps.
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Nous prendrons la définition suivante pour les intégrales premiéres:
un opérateur hermitien est intégrale premiére s’il commute avec I', et H.

Soit 2,(g) et 2,(g) deux représentations g — 9(g) du groupe des rota-
tions d’espaces tel que:

wl(gxp)iv = @l(g):v,v'!//(xp):v’ et l/’(g— lxp):v = gz(g)'/’(xp):v

ou 2,(g) et 2,(g) sont somme directe de représentations irréductibles.
D, et 2,, sont les matrices infinitésimales (n = 1, 2, 3); posons:

Sn = ih@nl 5 Ln = ihgnZ 5 Jn = lh(@nl + 9nZ)

L’interaction étant a symétrie sphérique, B2 est un opérateur tensoriel
irréductible par rapport au groupe des rotations d’espace. Par suite
Dny + D,, commute avec IT’B],; en effet:

2[@,,1 + 2,,, T¥B},| = Z[@,,l, Te]B}, +ZT‘;”[@,,1, B’,]
[ P I3
= ZT;",(@ WappBlp — T‘;P(@ napp'Bap
pp’
expression qui est identiquement nulle.
Par suite £T{’B}, commute avec les J,.
Les opérateurs hermitiens J; et J2 = J? + J2 + J% qui commutent entre
eux et avec I', sont donc intégrales premiéres. Les J, sont les composantes
du moment cinétique.

III. FORME DE LA SOLUTION
DANS LE CAS D’UNE INTERACTION
A SYMETRIE SPHERIQUE

La solution de I’équation d’ondes est vecteur propre de J, et J? pour les
valeurs propres im et h%(j + 1).
| jm > est une combinaison linéaire des | lkjm > car L? et S? ne commutent

pas avec I’hamiltonien.
On a: Yum = |jmy = ZF:,(r, t)| akljm >
k.1

et en tenant compte de

| akljim > = 2( kvlo | kljm | akvlo
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ou les kvl | kljm» sont les coefficients de Clebsch-Gordan et ou les
| akvlo ) sont les |lo ) | akv ) = Y{(0¢)| kv ) ; nous notons respectivement

|kv), |lo >, | klim ) les vecteurs de base des représentations 2,,, 2,,,
@"1 + @nz-

Notons que les | lo ) sont les fonctions sphériques normées. Nous avons :
Liylle) =halle) ; L*|lo) =h*1+ 1)|lo)
Sylkvd=tv|kv) ; S?|kv) = h%k(k + 1) | kv )

L2 | kljm> = A2l + 1) | kljm )
S? | klim Yy = h%k(k + 1) | kljm )
I3 | kljm ) = hm | kljm ) 5 J*|klim> = #2j(j + 1) | kljm ).

Nous pouvons écrire la solution sous les formes suivantes
ljm> = 2 w(rs 1) Ckvlo | kljm ) | akvio )
akvl

ljm > = z w(r, ) Ckvle | kljim > Y{(09) | akv )

akvl

Im>=§y%wh>
akv

en posant
Vi = ZFiz(n t) Ckvlo | kljm > Y{(09)
]

Les y§, sont les composantes de la fonction d’onde. Par la suite nous
prendrons indifféremment | ou u avec Il =j + p.

IV. EQUATIONS RADIALES
Nous avons:
{XT¥B, — iMc )} |jm
ce qui nous donne en multipliant & gauche par { akljm|
{aklim | T%B2, | o'k’ I'jm ) Fi (r, t) — iMocFi(r, t) = 0
a’'k’'l’

Racah [3] a montré que les éléments de matrices { aklim | T3?B}, | o'k’lUjm )
sont indépendants de m et de p.
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Les équations écrites sous la forme précédente sont donc les équations
radiales.

Racah a calculé la valeur des éléments de matrice, il trouve
 akljm | T%BL, | K’ Ijm > = (— 1} IW(kIK'Y ; ja)(ak | TS [a'k’ (1] B2 r)

Les W(kIK'I'; ja) sont les coefficients de Racah, les (ak | T | a’k’) et (I| B2|I')
sont les éléments de matrices réduits des opérateurs tensoriels T et B2
Nous pouvons donc écrire les équations radiales

(— V¥V IW(kIK'Y ; jaok | T2 | o/ K'XI | BE| F)Fgp(r, ©) — iMocFi(r, t) = 0
a’k’l’
On peut au lieu des coefficients de Racah utiliser les symboles a « six j »
de Wigner [4] définis par
k1l j r
{ J } — (_ 1)k+l+k “W(klk'l’;ja)
'k a

qui obéissent a des relations de symétrie.
Avec les symboles a « six j » les équations radiales s’écrivent :

R 2 A
Z(— 1)k Hﬂ{l’ v J }(ak | TS |a’k’\1| BE| V)Fgp(r, ©) — iMocFi(r, ) = 0
akl w©a
ou encore en séparant le terme interaction du terme différentiel qui caracté-
rise la particule libre :

D (ak [ T [0 8 [ DF, 0

g
a

T :
# ) vt i e o [ 0

Ik
okl k1 j
+ D(— { v } (ok | T2 | o k'N1 | BE | YFEw(r, ) — iMocF(r, £)=0

avec

, 0
(ak | T2y | oK) = (kv | Ty |a’kv) 5 P%, = py = — ihﬁ

1
Foy=——7%C +iTy) ;5 Tl =T; ; T =—s(, —il,)

1
V2 V2

1 1
11 _ : . 10 1-1 .
Po,2) = — —=(p, ip)) Po.2y=P3s ; P2 =—7=(p1 —ipy)
2 - D=



SEPARATION DES VARIABLES ANGULAIRES ET RADIALES 341

Les symboles a « six j » de Wigner ou les coefficients W ont été calculés
et donnés sous forme de tables dans les cas ou I'un des nombres composants
a la valeur:

3, P 4’

3
B 1, P 23 A ~
2 2 2 2

1

2

Jahn [5] et Biederman [6], ont donné les valeurs de ces coefficients dans
les cas ou I'un des nombres composants a la valeur:

1 3
P 1) Pyl 2-
2 2
5
Le cas de 5 est donné par Edmonds et Flowers [7].

Les coefficients ont été tabulés par Yato [8] pour:

7 9
39 P 4, -
2

N

Nous avons vu que les (ak | T4 | «’k’) s’écrivaient:
(ak | TS| a’k’) = gloa’vkk’a)ee | T, | o)
Nous avons calculé les fonctions g(aa’ykk’a) pour y = (0, 2); (1,2); (—1,2);
En particulier les (xk | Ty, ,) | a’k) et les (ak | Ty ,) | a’k’) s’expriment en
fonction des (a| T ,) | &').

Nous avons les valeurs suivantes pour les ¢léments de matrices réduits
des opérateurs tensoriels p 2, €t plo 2,

0 . o 1
(”1’(00,2)| )= - iha: > (t+1 IPtlo,z) [1) = — ih( + 1)*( ‘)

o r
) o I+1
(I- 1|plo2|1) = lhl*(5+ )

r

Les équations radiales s’écrivent en définitive

0 .
2 — ihg(aa’(0,2)kkONe | T'o,2y | ') ppe Fi(r, t)

e (kL , ,
+ 2(— 1 '{ v l}g(aa (02)kK 1Xxt| T 2 o1 Plo, 2y | ) (r, 1)

a’k’l’

P Y A |
2_1 +1+j
SE

— iMocFi(r,t) =0

}g(aoz’ykk’ a)ee| T, [o'XI| BS| I)Fg (r, t)
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En résumé nous avons écrit les équations radiales en fonction des
(2| T,| ') qui caractérisent les matrices de linteraction et des €léments
de matrices réduits (I|B3|l) du champ d’interaction.

Si linteraction ne dépend pas du temps on cherche une solution.

_iw
F(r, 0f, = F()he ™

Les F(r);, étant solution de 1’équation :

w ,
C Zg(aa’(O,Z)kkO)(a [T, a")F(r)

M Z(“ 1y “H{l' K 1}g(aa'(o,z)kk’l)(alI“(o,z)la')(llp(’o,z)ll')Fer(r )
a’k’l’ k l .

+ (= 1)*'“”{1' K ]1}8(aa'ykk'a)(aITyI“')(’|B?|") ()

— iMycFi(r) =0

Nous donnons maintenant les équations radiales sous une forme qui
nous sera utile par la suite.

En tenant compte de la relation [1]: ', = — i[[,, B,], nous avons
I'i¢, = — il[%.2, B! en posant:
11 1 ] 10 1-1 1 .
B '=-—B;+iB;) ; B'=B; ; B =—(B, — iB,)
2 \/5

7

(les B, sont les opérateurs infinitésimaux fondamentaux de £1). B! est
un opérateur tensoriel par rapport au groupe des rotations d’espace.
Les équations radiales s’écrivent :

D (o [Ty [ 8o P, 0

- iz< akljm | [T, 2, B'Ip? | 'k’ Ujm y Fip(r, 1)

a’k’l
e kT ,
+ E (- “*J{l, y g }(ak|T';|a'k')(1|B';|1')F:,,,(r, 1)
a
a’k’l’

— iMycF§(r,t) =0
Nous avons:

Cakljm | [T 2y B Iplo,oy| @'k’ Vjm ) = akljm | [Ty 2y B Pio.2y] | 'K Ljm )
= (ak | T2 | k)  a’kljim | B plo 2y | &'k Vjm >
— {akljm |B'p(o 5y | ak’l’jm > {ak’ | Lo 5| a’k’)
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Nous allons calculer les éléments de matrices < akljm|B!plo,2)lak’ljm> de
Iinvariant B'pjy ,,.

Nous avons:
| T i) = Cakj + pjm |B'pl o) | ak’j + p'jm >

iy k j+uj . ,
== 1)k+21+“{j+;u v Jl}(ak|Bl|“k')(j+ #plo.ny|J + 1)

ce qui donne:

(:ul T |:+ 1,p—- 1)
__[(k—u+1)(k—u+2xzj+u-k—1x2j+u—k)]*ck+1(g_j+n—1)
- 26+~ 112G+ +1] 2 \or oy

(Gl T [ 101)
. [(k+/1+ 1)(k+y+2)(2j+u+k+3)(2j+u+k+2)]* Cis1 (ﬁ + j+u+2>
RG+m+312G+pw+1] 2

or r
(:u:rlz,u—l)

_ (k+,u)(k—,u+1)(2j+/1—k)(2j+u+k+1):|*ﬁ(i_j+,u—1)

L 20+ 1 — 126+ +1] A

(;uI_T |:,u+ l)

_ (k—,ll)(k+;t+1)(2j+,u—k+1)(2j+u+k+2):|*ﬁ(ﬁ+j+u+2>
L R0+ 1)+ 320+ @) +1] 2 \or r
(;I"T':—l,#—l)
__[(k+y)(k+u—1)(2j+,u+k+1)(2j+u—k+1)]*g(£_j+#—1)
B 26+ + 312G+ ) + 1] 2 \or "

(;ul T IZ—I,H+1)
. [(k—p)(k—p—l)(2j+u—k+ 1)(2j+,1—k+2)]*g(§_ N j+y+2)
RG+w+3I26+w+1] 2

or r
Nous avons écrit les équations radiales sous la forme:

{ PaT(p,2) — ih[[(p 2y, T] + T3B] — iMoc } Fi,(r, 1) = 0
avec
@’ 4 j k j+” j a oy al s
(i T5BE[E) = (= 1 {w ¢ a }(aleylak)(llByll)

Effectuons le changement de fonction

(k,—k,j+;1,m+k[k,j+u;j,m)[(j—m)!

Falnn = NG + p, m + k)J* G + m)!

+
] Fiu(r, 1)
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ou I’'on a posé :
47(l + o)!

NG9 =G = o

Avec ce changement de fonction nous trouvons des expressions plus simples
pour les éléments de matrices.
Nous obtenons les équations

[PaT.2) — iRlT, 2, T + (T3BY) — iMoc]Fia(r, 1) = 0
avec :
(:nl T;BZ Izu)
KK, =K jp, m KK, j+ e, my NG+ p, m+ )
Cky —kyj+p,m+klk, j+p, j, mY NG+ p', m+ k)]

(5l T5B3 )
et pour T’ les expressions plus simples :

(ol T [+ 1,0-1)
= p A DYk —p+ 22 +p—k—1)2j+ u—k) Cess (ﬁ _J‘+u—1)

26+ 1) — 12k + 1)k + DJ* 2 \or r
(iul T I:+ 1.u+1)

@) — (k+pu+1)k+p+2)2j+u+k+3)2i+u+k+2) Ck“(ﬁ +j+;4+2>
- [2G+ p) + 3][2(k + 1)2k + 1)]* 2 \or r

’ : - . A0 j+u—1
(G T [fu-1) =+1RG+w-1 ‘(k.—#+1)(21+#—k)7"(5— - )

. _ . A [0 j+u+2
Gl T us) =+120+m+3] ‘(k+u+1)(21+u+k+2)7"(a—r+] ‘i )

X 1T (it i) — 11~ 12k — Ez(LM)
ol T - 1.0-1) = — 206+ =11 202k — 1 = = =5

Cf0 2
(5l T [E- 1w 1) = +R0+2)+ 3] ek~ f(a_r —]ﬂ:+ )

V. THEORIE DE LA FUSION

Dans la représentation [1] que nous avions appelée représentation 2 les
équations radiales s’écrivent :

<p4L4 + HT' + (T*BY) — in %)F(r, 0, =0
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avec !
(:Ill L4 l:;l) = (r4)ﬁ;vv
(&l (TSBLY [£.4)
vajrp) K TR g .
=(- 1)*“’*”{].+#. v o (ORI TSIk + mBY LS + w)

T’ étant donné par les formules (2).

VI. REPRESENTATION I', DIAGONAL

Si nous comparons les valeurs des éléments de matrice des I', de la
« représentation 2 » et les valeurs des ¢léments de matrices des I', que
nous avons calculées dans la représentation « I'; diagonale » ; nous dédui-
sons a partir des valeurs des éléments de matrices de 'opérateur T’ dans
la représentation 2, les valeurs des éléments de matrices de T’ dans la
représentation I'y, diagonale qui s’écrivent :
(ol T B+ 1)
_ (k+‘u+1)(k+#+2)(2j+‘u+k+3)(2j+#+k+2)cko,ko:tl(i +j+,u+2)
B 222G+ )+ 3]2(k + 1)k + 1)]* Kk \or r
(el T [ieu-1)
_ (k—y+1)(k—y+2)(2j+u—k—1)(2j+u—k)Cko,koil(_&_ _j+u—l)
- k.k+1

212G+ p)— 1[2(k + D2k + 1)) 3 ;
(k+p+1)02j+u+k+2) P j+#+2>
ko| T fkot 1 =4 Crokot1( O
BT = opgrmes % \or T
(:°|Tr tot_ll) -+ k—p+1)2j+pu—k) ;:olzkoj: 1(3 _j+,u—1)
u - - 2123+ p)—1] : or .

(| T o2, )= +R2kQEk—D |, L 3+j+,u+z

k= wn U 0+ ) +3] KT \or r
[2k(2k — 1)) o j+pu—1

ko| T ko£1  y— _ Chokox1f ~

(k;ll k+1,u 1) 2[2(j+#)— 1] kk—1 or ’

Les équations radiales s’écrivent :

, s inmgc o
psLs + T + (TSBYY — — Fr, s =0

avec
(k| Lo [k2) = (Tok%k, = kodror
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Si le champ d’interaction a symétrie sphérique se réduit a la composante
2 les équations deviennent: B3 = U(r, ¢)

o¢ } F(r, 02 = 0

{[P‘t + U(r, ko + T'—
si B ne dépend pas de ¢t nous pouvons écrire

F(r, 0 = € F(r)ﬁf‘

F(r)s étant solution de I’équation :
n , ,
(K1k0 - EXO)F(r)tZ - l(ml T zs)n')F(r)t?.u' =0

w e ie mgc

ou Ki=2—+ A" ; =AM =UF) ; Xo=—
hc  hc c h

En considérant la forme de la matrice T’ et en tenant compte du fait que

L, est diagonal, nous voyons que le systéme d’équations radiales se sépare

en deux systémes indépendants.

1) SysTEME 1

C ,

ou les u, associés aux k, k, prennent les valeurs — k + 2n < k (n entier
> 0) si (s — ko) est impair et prennent les valeurs —k + 1 +2n < k — |
si (s — ko) est pair.

2) SYSTEME 2

[(p4 + U(r, ko — Oc]F(’, 8%, + hie| T/ [B,)F @, 08, =
ou les u, associés aux k, k, prennent les valeurs — k + 2n < k (n entier
positif) si (s — k,) est pair et prennent les valeurs —k + 1 +2n<k—1
si (s — k) est impair.

Nous voyons donc que I'un des avantages de cette représentation est
de séparer la solution en deux types de solutions indépendantes.

Si U ne dépend pas de t on est dans le cas d’un potentiel de type électro-
statique et les équations radiales s’écrivent :

{ (—VY- + on(r))ko — KT —
(4 C

o } F(r)ie, = 0
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ou encore (Klko - gXO)F(r)tg — i(fe| T |, JF(r}, =

31 1
Particule (5, 5) de spin 5
Considérons le cas de ’électron a spin de Dirac qui correspond dans

la présente classification a la particule (% , %) Nous avons les équations
radiales :
1) SysTEME 1
SIKy — XoJF@} 5 — i 4| T[T EJFO L, =0
%[— K = XoJF(ryty — iy 14| T [} JF0E 4 =

qui s’écrit :

sl d 2|
| Ki+ XJFO +i| o+ — = [Fnf 5 = 0

2) SYSTEME 2

(1

5Ky = XFM - — i} 4| T'[f)F0;3 =0
)
1
‘2‘(’ K —XoF(N;} — G4 T -)FME -, =

.

s’écrit :
{ +3
la 772
X, — XO)F(r);{ -3 + i\ —+—[F(r); *_* =0
dr r
|
J—_

|a
(K; + XoF();4 +i| - — —=F)} -y =0

\
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Particule (2,1) de spin 1.
A) Résolution du systéme 1: ce systéme s’écrit:

( i (d j+2 i (d j— 1\
—(Kl—xo)F{o—#(— - ’—)F?, - #(— - J—)F?_, =0
\/5 dr r
+ X, F? +L;‘<i—1‘ Flo— Fid) =0
ot 11 \/’2-2]._‘_1 dr r 10 10
i j+1(d j+1 3
XoFO_ | + —— z Flo— Fid) =0
+ XoF} 1+ﬁ2j+l(dr+ — NFio — Fi9)

i (d j+2 i (d j—1
+ (K + XoFid + L( +’—)F‘,’1 + L(— —’T)F‘;_, =0

i \/5(; r \/Edr

ou encore:

-

K .
Flo + Fi% = x—‘(Fi0 -Fid)=0

i j d j _
FO =——— Fl —F L =0
11 ﬁx02j+l<dr r>( 10 10)

i 1/d 1

L j+ ( +J+ )(F _Frd) =0
fX021+1 dr

{d2+2d i+ 1

—+ - - +(K? -X3);(Fio—Fid)=0

dr?  rar r? (ki 9 (Fio i0)

La résolution de ce systéme se raméne a la résolution d’une équation diffé-
rentielle du second ordre, dont les solutions sont bien connues.

B) Résolution du systéme 2: ce systéme s’écrit

( i j o(d j i 1 (d j)
—K,—X, F, - — L [ 4o -~ [ _L)F% =0
K= Xo)Fy, \/2'2j+1<dr r) 1o 22j+1<dr r) °°

i j+1/(d j+1) i 1 (d j+1)
K, —X,)F! FOo+ ———(— + Fo,=0
~( oFi-s \[2]+1(dr+ r 1o+22.+1 dr r

i (d j+2 i (d 1 _
+X0F(1)o+“(—+ " )(F Fu)"‘_(——j—— Fi-1—Fi1)=0

\/idr \/_ r

d j+2
+XOF‘go+i(i+l<; +J ’ 1+F11) ‘<_____ Fl 1+F1 1) 0

i j+1 j+1 d 1+1)
+(K; +X)F, + — + Foo=0
(K +Xo)Fi=, (dr ) 22j+l<dr

\f2]+l r

d j i 1 d j
+(K; +Xo)F ' + —Z)F? —Z)Fo —o
(K1 +Xo)F s \/—2]+l(dr r) 10 22]+1<dr r) 00
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Enposant:Fi_;, + Fi1, =f1;Fl, + F{' =f,;F} = — f3;F30 = —f4;
Fi—1 - Fl——ll =f5a Fix - Fl-ll = fe-
Le systéme devient :

r

i d j+1
K - X + — + =
oJs ofs 2j + l(dr r )ﬁ'

D
K, fs — Xofs — ;(- —i)f4 -

2j+1\dr r
_X0f3+ﬁ<‘—f; 'r )fs \.[(j,“tz)ff’:o

d j 2
|~ Xofi - if(;—’ )fl + i + 1)( +’—+r—)f2 =0

Nous exprimons f;, f,, fs, f¢ en fonction de f; et f,.

fie 1 —iXo(d Jt1>f4 1\/§K1(i+1)(£+j+1)f3:|

K2-X3| 2j+1 \dr 2j+1 dr r
fom 1 ‘—iKl(d +j+1 P +iﬁxou+1) d +j+1)f]
ST K2-X2| 2j+1 \dr r )7t 2j+1 dr r )
fm 1 [-iK, (d )f szU( j)f
2URE-x3 2j+1\dr r st 2j+1 \dr )"
1 [iK, /d j i/2Xoj j
Jo= o3| = - <——_)f4+ f (—*— fi
Ki—-X5L2j+1\dr r 2j+1 \dr r
Si nous portons ces expressions de f;, f5, fs, f¢ dans les deux derniéres

équations du systéme précédent, nous obtenons un systéme de deux équa-
tions différentielles du second ordre.

&2 24 ji+1)
(K3 - X2)[ +r dr+ > + (K3 —X3) |fs
d 1\, (K+X3

dar 2 ﬁxor
)[ a2 2d ji+1

-
+ (Ki — X3) |fa

2/ + 1(K2 + X3)
Xor

ANN. INST. POINCARE, A-XIV-4 24

(Ki -

dr 2t rdr r?

d
—2K1K'15f4+ Kifs=0



350 ANDRE JOLIVET

ou
, d
L= = (Ky)
En posant
a2 24 ji+1)
A=—+-——-——"——+(K?-X3}
i rar r (K o)

et en faisant le changement de fonctions: f3 =g, fi = [2i( + D)]ig,
nous obtenons :

d 1 . K?+X3})
(Ki-X3)Ag, —2K1K'1<d— + —)gl +0G+ 1)]*(—‘—"— Kig,=0
r r Xor
2 2 ’ d o %K%_X(Z) ’
Kl“XoAgz'“ZKlKlEgz*'[/(I*‘l)] X 181=0

0

Cette derniére forme des équations radiales nous semble plus symétrique
que celle donnée par Bartlett.

Remarquons que pour un potentiel constant ces équations se réduisent
aAg, = 0,Ag, = 0dontles solutions sont les fonctions de Bessel sphériques
Jj1(kr). Sinous éliminons f3, f; dans le systéme linéaire précédent nous retrou-
vons les équations de Gunn [9].

CONCLUSION

La méthode que nous avons utilisée pour la séparation des variables
angulaires et radiales peut se généraliser sans difficultés a un systéme linéaire
de rang fini d’équations aux dérivées partielles du 7™ ordre de forme inva-
riante par rapport au groupe de Lorentz.
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