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ABSTRACT. — The three-dimensional space is filled by a Newtonian fluid above a fixed ramp.
A spherical solid body falls in the fluid under the action of the gravity. We are interested in
permanent regimes, in which gravity and the action of the stress tensor of the fluid on the
solid compensate. We prove that there exist such regimes, in which some parameters are givi
(including the gravity, the velocity of the solid and its distance to the ramp), but others, such the
mass and the angular velocity, are determined by the motion.

We encounter two main difficulties. First in establishing a (hon-explgitliori estimate. Last,
because we are not able to convert the problem into the search of a zero of some outgoing vect
field in a ball.
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RESUME. — Un demi-espace, dont le bord est un plan incliné, est rempli d'un liquide
Newtonien. Un solide spherique tombe dans le liquide, sous l'action de la gravité. Nous
considérons ici le régime permanent, dans lequel la gravité et le tenseur des contraintes exerct
par le fluide sur le solide se compensent. Le solide est donc en translation uniforme paralléle &
bord, avec une rotation propre a vitesse constante.

Nous prouvons qu'il existe un tel régime, dans lequel certains parametres sont donnés (e
particulier la gravité, la vitesse du solide et sa distance au bord) tandis que d’autres, tels que
masse du solide et sa vitesse angulaire, font partie des inconnues.

La difficulté essentielle est I'estimation a priori, qui n’est pas explicite. En particulier, nous
ne sommes pas capables de ramener le probléme, ou un probléme approché, a la recherche c
zéro d’'un champ de vecteur sortant sur une boule.

0 2003 Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

* Corresponding author.
Adresse e-mailserre@umpa.ens-lyon.fr (D. Serre).



780 M. HILLAIRET, D. SERRE / Ann. I. H. Poincaré — AN 20 (2003) 779-803

I ntroduction

L'étude de l'interaction entre un (ou plusieurs) solide indéformable et un fluide dans
lequel il est plongé a fait I'objet de nombreux travaux. Nous renvoyons le lecteur aux
articles récents [8] et [2], ainsi qu'aux références qu’ils contiennent. Dans le cas évolutif,
les résultats démontrés sont valables aussi longtemps qu’aucun contact ne se prod
entre deux solides, ou entre un solide et la paroi. Il est donc naturel de se demander s
existe des configurations dans lesquelles un solide isolé évolue sans jamais rencontrer
bord du domaine.

Nous nous placons dans une situation aussi simple que possible. Tout d’abord, not
considérons qu’un seul solide se trouve a l'intérieur de la cavité et que celui-Ci a une
forme sphérique. De plus, nous supposons que les dimensions du solide sont infinime
petites devant celles de la cavité, de telle facon qu'a I'échelle de la boule le bord
du domaine est un plan. Cette géométrie, qui admet une invariance de translatior
permet d’envisager un mouvement permanent, dans lequel le solide se déplace a vites
constante, parallelement au bord, et tourne sur lui-méme avec une vitesse angulai
constante. Comme dans [7,9], le champ de vitesse du fluide est indépendant du tem
lorsqu’on le mesure dans le repére mobile dans lequel le volume occupé par le solide e
fixe.

Ce régime permanent est décrit par un ensemble d'équations aux dérivées partielle
du type de Navier—Stokes, avec des conditions aux limites qui prennent en compte |
couplage fluide-solide. Ce systéme fait intervenir un certain nombre de paramétres, dol
la distance du solide au plan, la vitesse de translation du solide, les densités du fluic
et du solide et la direction du plan par rapport a celle de la verticale, ou, ce qui revien
au méme, la direction de la verticale par rapport a celle du plan. Nous verrons gu'il es
impossible d'imposer la valeur de tous les parameétres simultanément, mais que certait
peuvent I'étre et déterminent alors les autkes Ja solution du probleme couplé.

Le probléme tel que nous le formulons est trés proche du probléme de Navier—Stoke
stationnaire dans des domaines extérieurs. Ce dernier a fait I'objet de nombreux travau
dont on trouvera une synthése dans le livre de G.P. Galdi [3] (Vol. Il, pp. 61-246).
Nous suivrons de pres la démarche que I'un des auteurs a utilisée [7] pour démontre
I'existence d'un régime permanent pour la chute d'un solide dans un fluide visqueux
incompressible.

Dans le paragraphe suivant, nous expliguons en détails le probléeme physiqu
et établissons les équations du mouvement. A la Section 2, nous décrivons le
espaces fonctionnels, qui seront utilisés dans la section suivante pour la formulatio
variationnelle du probléme.

Le probléme naturel consiste, étant donnés le rayat la massen du solide, la
viscositév et la gravitége, a trouver la distance du solide au baicet sa vitesse de
translationV . Notre méthode ne nous a pas permis de résoudre celui-ci, mais seulemer
de trouver la gravité lorsque, r, d, v et V sont donnés. |l resterait ensuite a inverser la
relation qui, & et V, associe la gravité. Méme pour des données petites, ceci reste ur
probléme ouvert ; il semble difficile d’utiliser le théoréme des fonctions implicites, dans
ce contexte ou le domaine est non borné.
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Pour cette raison, la valeur dé est fixée dans notre probleme variationnel (voir
la Section 4). Comme il est classique lorsque le domaine n’est pas borné, nous not
ramenons au cas d'ouverts bornés (problémeal) de plus en plus grands. Cependant,
le probleme local présente une difficulté inédite : sauf si la viscosité est assez grand
(et encore le seuil dépend-il de la taille du domaine tronqué) il n'y a pas d’estimation
a priori explicite. Nous parvenons bien a montrer que I'ensemble des solutions reste
borné tant que 1, l'inverse de la viscosité, est bornée ; c’est méme I'argument crucial,
dans lequel on procéde par I'absurde. Mais, dans une méthode de point fixe, cela r
suffit pas pour construire une application d’'une boule de rayon assez grand dans ells
méme. C’est pourquoi nous mettons en ceuvre au Paragraphe 4 la méthode de Lera
Schauder. Le passage a la limite, lorsque le domaine tronqué tend vers le demi-espac
utilise la méme idée. En patrticulier, il n'y a pas d’estimation explicite, méme pour une
grande viscosité. Dans une derniére section, nous donnons un équivalent des solutio
lorsqueV est petit.

1. Leprobleme physique
1.1. Description

On considere le systeme formé par un solide de masaaiformément répartie, et
de matrice d’inertie/. On suppose que le solide occupe un volushayant la forme
d’'une boule de rayon. On noteG le centre d'inertie du solide. Ce cenitk et doncs,
dépendent du temps.

Le solide considéré est supposé indéformable. Son champ de vitesse est donc |
torseur de la forme 4+ Q A (x — G). On poseG = V. On suppose que le solide est
soumis aux seules forces de pesanteur et d’'interaction avec le fluide.

Le fluide, visqueux (viscosit@) et incompressible de densitg, occupe un demi-
espace limité par un plaR. Il évolue sous les seuls effets de la pesanteur et des forces
exercées par le solide au cours de son mouvement. Du fait que le fluide est visqueux,
vitesse du fluide est nulle sur le boRdet est égale a celle du solide sur l'interface

Le plan n'esta priori pas horizontal. Supposons, pour fixer les idées, que la gravité
est dirigée vers I'extérieur du domaine, c'est-a-dire que celui-ci est situé au-des3us de
et que le solide est plus dense que le fluide. En 'absence de fluide, le solide roulera
sur le plan. C’est ce type de mouvement que nous voulons généraliser. Dans un régin
permanent, le solide roule sur une couche fluide d'épaissautéterminer. Cette couche
limite est lente a cause de la condition de vitesse nulle/sutandis que la couche
externe de fluide, plus libre vis-a-vis des conditions aux limites, peut se mouvoir plus
rapidemment. Le freinage di a la couche limite et 'accélération due a la gravité induisen
le mouvement de rotation propre du solide (voir la Fig. 1).

Le mouvement relatif du fluide est inverse du mouvement du solide. La partie du fluide
qui passe entre le solide et la paroi subit une surpression, inversement proportionnelle
la distanced. Cette surpression n’est pas compensée par celle de la couche extérieur
car I'épaisseur de fluide au-dessus du solide est infinie. La force résultante que |
fluide exerce sur le solide est donc dirigée vers l'intérieur du domaine (bien que pa:
perpendiculaire & en raison du freinage discuté plus haut). C’est cette force qui peut
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FiG. 1. Roulement d’'une sphére a distance finie de la paroi.

empécher le solide d'atteindre le bord. Dans le régime permanent que nous étudion
cette force s'oppose exactement a celle de la gravité.

1.2. Etablissement des équations

Dans le référentiel absol#, on désigne pan la vitesse du fluide en tout point et
par p la pression associée. Le comportement du fluide est régi par les équations d
Navier—Stokes :

ou

{Pf(E‘F(u‘v)u)_VAM+VP:/0fge (1)
V.-u=0,

et ce dans un domairi®, demi-espace limité par le plah et privé du volumes. Le

paramétres désigne la verticale, c’est un élément de la spl&eOn dispose, de plus,

des conditions aux bords suivantes :

0 surp,
u={ V+QA(x—G) surds, 2)
0 a l'infini.

Le solide obéit aux lois de la mécanique classique :

mV =mge+ /ands,
s

: 3
JQ:/anAyds,

aS
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ol n désigne et désignera par la suite la normale unitaire extériedfe laa matriceo
est le tenseur des contraintes du fluide :

(aui n Buj> s
o; =1V J— ©0j i
h ij 8x,- p "

avec

Sij:{l s?i:j,
' 0 sinon.

Nous nous intéressons aux régimes permanents. Le solide reste alors a distan
constante du pla®. Ceci signifie qué/ est paralléle au plaf. Nous privilégions donc
I'étude dans le référentiel galiléeR associé au centre d'inertie du solide, dans lequel
tout point matériel deS, P et D est fixe. Dans ce référentiel, nous prenons comme
origine le centre de la boule. Nous notopda variable d’espace. Le plai a pour
équationys = —(d + r) ou d est la distance du plan au solide. Comme le ran’est
pas supposé horizontal, la directierde la verticale, c’'est-a-dire de la gravité, est en
général différente du troisieme axe de coordonnées. Enfin, la disfaestestrictement
positive car nous voulons que le solide ne soit pas en contact avec le plan.

Dans ce qui suit, nous faisons le changement de variables — (y — tV, 1),
qui a pour effet de remplaceku par d,u — V - Vu. Comme nous ne modifions pas
l'inconnue u, on ne peut pas vraiment parler d'une transformation Galiléenne. Les
équations de Navier—Stokes sont donc écrites dans le repére ridbileais u est
toujours le champ de vitesse dans le repére fixeCe choix permet d'une part de
chercher le régime permanent comme solution stationnaire des équations, d’autre pe
de garder une condition aux limites homogéne7wt a I'infini.

Pour une solution stationnaire, nous avons :

V=Q=—=0
ot
Par conséquent, on obtient les équations :
{pf[((u—V)-V)u]—vAu—I—Vp:pfge, sur D @)
V.-u=0,
avecD = {y; y3> —(d +r) et|y| > r},
0 surp,
u=< V+QAy surds, (5)
0 a I'infini,

et pour le solide :

mge+ /ands =0,
3s

/on/\yds=0. ©

S



784 M. HILLAIRET, D. SERRE / Ann. I. H. Poincaré — AN 20 (2003) 779-803

Pour un solide de masse et de forme données, nous disposons d’une famille d’équatiol
aux dérivées partielles €n, p) dépendant de plusieurs paramétres qui sont :

— le champ de vitesse du solide caractérisé par les deux vedteairg,

— la direction de la verticale,

— la distance de la boule au plan
Pour résoudre notre probléme physique, nous devons déterminer s'il existe une solutic
a l'une de ces équations aux dérivées partielles (4uep), avec les contraintes aux
bords (5), (6), pour des valeurs des paramétres physiqguement admissibles, c'est-a-dire

— V e R3, paralléle &P et € RS,

— e € 82, la sphére unitaire d&3,

—deR}.

2. Cadrefonctionnd

Le probléme que nous voulons traiter est déja largement maitrisé dans le cas ou |
fluide occupe tout I'espace en dehors du solide [7,6,9]. Pour résoudre le probléme mixte
nous suivons la ligne décrite par ces différents articles en optant pour une approch
variationnelle. Cependant, avant d’introduire la formulation faible du probléeme nous
décrivons les espaces qui seront mis en jeu dans la résolution par cette approche.

Suivant I'approche de [7], nous introduisoiisle sous-espace d&°(D U S) des
champs de vecteugs vérifiant :

V-¢=0,
{ (V. Q) € (R3)® tels quep = V,, + 2, A y SUTS.

2.1. Quelques propriétés del’espace Y

Le premier point a vérifier est que cet espace n’est pas vide :

PROPRIETE 2.1. — Pour toutV € R3 et pour tout$2 € R3, il existes € Y tel que:
p=V+QAy surs.
Preuve. -Soityr € C2°(D U S) une fonction a valeurs réelles valant 1 SuOn pose :
U:=1vy- < VAy+(- y)y>

¢:=VAU.
Alors, ¢ € Y etsatisfaith=V + QA ysurS. O

SurY, on dispose d’'une forme bilinéaire symétrique définie comme suit :

=3 5 (082 (020,

dy; 9y / \dy; 9y
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PROPRIETE 2.2. — Pour tout(¢, /) € Y2 on a:

(@) = / V-V, @)
DuUS
(@ 1) = 22y - 2)IS| + / Vo, (8)
D
ou
3 O
Vo -V
pV= 231 dy; dy;

Preuve. -Du fait que¢ (ou ) est un torseur su§, on a:

(@)= | (i 3‘1"'3“"423;%%).

Or, par intégration par parties, on a :

JE e[S ()] o

s ij= 18yj 9 DUS =

On adonc (7). Or, sus

3

o Y
> ¢ w:2(9¢-sz¢).
ij=1 3yj 3yj

On obtient donc (8) a partir de (7).0

La forme bilinéaire((-, -)) définit un produit scalaire suf. Il est classique que pour
la norme associée a ce produit scalalfes’injecte continiment daris®(D U S). Nous
notons enfiny le complété d& pour la normg| - ||.

22, L'espaceY

L'espace normé& est un sous-espace fermé de I'espace homo@%ﬂ@ USs). Par
densite, ses eléments sont a divergence nulle et leur trade est nulle. D’'aprées (8),
l'application linéaire¢ — 4, définie surY, admet un prolongement continu de
dansR3. D’apres [7], il en est de méme pour I'applicatign— V,. On en déduit, par
densite, que la restriction dee Y au solide s'écrity — V,; 4 Q24 A y. En particulier, la
trace dap surd S est de cette forme.

Pour V e R3, on noteY, I'ensemble des élémenise Y tels queV, = V. Pour
construire une solution, nous nous limiterons a la recherche Han®'autre part,
nous voulons, comme dans la méthode de Leray [5], travailler sur des domaines borné
Nous introduisons donc une famille croissan@z)z-o constituée d’ouverts d&s
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contenantS et recouvrant le demi-espace au dessu$’dguandR tend vers l'infini.
Nous définissons

YR :=vy nHY(OR).
Bien entenduyy et Y§ sont des sous-espaces affinesdet Y %, respectivement, et de
directions respectiveg, et Y. De plus, pour toulk > 0, (YZ, || - ||) est un espace de
Hilbert séparable.
3. Laformulation faible du probleme
Nous pouvons maintenant introduire la formulation faible du probléme mixte.

3.1. Leprobléme variationnel

Nous rappelons que chaque paramétre est, pour l'instant, fixé arbitrairement a un
valeur physiguement admissible.

THEOREME 3.1. — Supposons qudu, p) est un couple régulier, solution des
équations de Navier—Stoké$) avec comme conditions aux bords et (6), alors

prbyu,u,¢) +v(w, ) =m,ge- Vs Ve, (9)
avec:

by (u, v, ¢):=/((u—V>-V)v-¢,

(314, 31@)(3(1), 3¢j)
+ PN K
a)’j ayj dy;

My :=m — /,of dy, masse apparente du solide

((u, ) = 2/2

i,j=1

Preuve. -On sait que, pour tout € D :
pr(w—=V) - V)u—vAu+Vp=psge
On a donc, pour toup € Y :
pr((u—=V)-Vu-¢ —vAu-¢+Vp-¢p=psge ¢.

Intégrant cette égalité par parties, nous obtenons

pfbv(u,u,¢>>+v((u,¢>>>=/pfge-¢—/(on-¢>>ds.
9.5

D

Cependant,

/(0n-¢)ds:/an-(V¢,+Q¢Ay)ds,

S S
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d’ou, utilisant les contraintes imposées au solide, on obtient :

mge: Vy=— /(on @) ds. (20)
3s

D’autre part,o, ge= V(p;ge- y), de sorte que

/e-¢dy=—/(e-y)(¢-n)ds:—V¢-/(e-y)nds
D S N

=—Vy- /V(e-y)dy =—|Sle- Vy,
s

ce qui fournit la formule annoncée.o

On pose donc le probléme variationnel suivant :
PROBLEME VARIATIONNEL 3.1.— Trouveru € Yy tel que:
prby (u,u, ) +v((u, ¢)) =m,ge- Vs Veev.

Nous venons de montrer que tout couple suffisamment régulier, solution d'un
probléme mixte, fournit une solution d’un tel probléme variationnel. Nous examinons
ci-dessous la réciproque.

3.2. Du probleme variationnel au probléme mixte

Le probléme variationnel a bien un sens. En effet, pour #oatY, ve Y, ¢ € Y,
by(u,v, ¢) est définietona:

|bv(u, v, ¢)’ < |M|L6(D)||U|||¢|L3(D) + |V|||v”|¢|L2(D)7 (11)

par application de I'inégalité de Hdlder pour un produit de trois termes.
Pour démontrer la réciproque évoquée ci-dessus, nous utiliserons le résultat d
régularité suivant :

PROPRIETE 3.1. — Soitu € Y tel que
prbyu,u,¢) +v(w, ) =m,ge- Vs Ve,
alors, pour tout ouvert régulier born@ satisfaisant

{S cOo, (12)

OcDUS.
u Vérifie :

ueC®OND). (13)
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Preuve. -Nous disposons de I'estimati@priori suivante [1] :
Soit O ouvert borné d&3, soit f € W™4(0) etg € W"+14(0©).
Pour tout(u, p) satisfaisant :

Au+Vp=f,
V-ou=g,
u=v, surdO,

nous avons .

il ym+2q(0) + | Plwmsra ) < (| flwmao) + lv*'w + g lwnria0y).  (14)

1
m+2— 79 (()O)

Soitu € Y satisfaisant (9)A fortiori, u satisfait (9) pour toup e C>°(D) de divergence
nulle. Selon le théoréeme de De Rham, associé a quelques estimations ([3, Vol. I, p. 180]
il existe p € L2 (D) tel que :
VAu—Vp=ps((u—V)-Vu) surD,
V.-u=0 surD,
u=V,+Q, Ny surs.
Soit alorsO ouvert borné vérifiant (12). So®y = O N D. Soit ¢, fonction & valeurs
réelles, réguliére, a support compact strictement inclus Gatedle que :

Y =1 surun voisinag&; des.

Posons)o = ¥ |o,, v = You, g = Yop, alors :

VAV = Vg = psol((u = V) - Viu] = pVio+v(Ado)u +v(Vipo - Viu,

V~U:V1//0-u,
v=V,+QAy surds,
v=0 suroO.

Remarquons que :
Vu e L?(Og), uelb0y),

donc on aa fortiori :

(Vo[ ((w — V) - V)u] = pVipo + v(Avo)u + v(Virg - V)u) € L2(Oy).

De plus, le terme de bord, en tant que trace d’'une fon@fd(D U S), appartient a tous
les espaces de Sobolev que I'on souhaite. On peut donc utiliser I'estimation (14) ce gL
nous donne :

ueW?>3(0),  pewtioy.

Ce résultat obtenu s, peut étre obtenu s, en considérant un autre ouvérplus
grand. La définition dé& nous garantit qu’il en existe un. Ceci permet de mettre en route
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un processus récurrent, remarquant que les injections de Sobolev nous font alors gagr
de l'intégrabilité poum et p. On a donc, pour tout > 2 :

ueW"3(Qp).  peW (0.
Finalementy est bien réguliére su®y, tout commep. O

Nous sommes maintenant en mesure de montrer de quelle maniére, toute solution
probléme variationnel nous permet de construire un couple) solution du probléme
mixte.

THEOREME 3.2. — Supposons que, pour un certaire Yy :

pfbV(uvuvd))—i_v((uvd))):mage' V¢) Vd)é?,

alors u est de class€> dansD, au voisinage de, et permet de définip de la méme
classe telle que sub on ait

prl((u—=V)-Vul —vAu+Vp=p;ge
V.-u=0,
avec aux bords
u=0 sur P,
u=V+Q, Ay suras.
De plus,u satisfait, en tant qu’élément dé, des bonnes propriétés de décroissance a
l'infini. On a aussi les propriétés suivantes

mge—i-/onds =0,
3s

/an/\yds:o.
as

Preuve. -La propriété précédente 3.1 nous assure gue notre soluéstune solution
réguliére. Ensuite, les conditions aux limites et la condition de divergence nulle sont
contenues dans I'hypothésec Yy, .

D’autre part, on a

psby (u,u, ) +v((u, ¢)) =m,ge- Vs Voev.

A fortiori, c’est vrai pour tous leg € C>°(D) et de divergence nulle. Le théoréme de
De Rham nous assure alors 'existence d’une fondgiaqui sera ici réguliere telle que
surD:

prl((u—=V) -V)u] —vAu+ Vg =0.
Posantp = ¢ + p; ge- y, on a bien que est toujours réguliere et, shr :

prl((u—=V)-V)u] —vAu+Vp=p,ge
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Reprenons alors les calculs effectués dans le démonstation du Théoréme 3.1. Nol
pouvons les utiliser puisqueet p sont régulieres :

(/(onAy)ds) Qg — (/ands) -Vy =mge- Vy.
s 3

On peut alors tester cette égalité sur tousige R et tous les2,, € R3, conformément
a la Propriété 2.1, ce qui nous donne bien :

mge—i-/an ds =0, (15)

S

/an/\yds:o. (16)
3s

A partir deu, nous avons donc pu construipetel que(u, p) soit solution de (4) avec
comme conditions aux bords (5), (6)0

3.3. Quelquesremarques sur le probléme variationnel

(1) On ne peut pas diminuer 'ensemble des fonctions-test car, d'une part, nous avon
besoin de toutes les fonctiods® (D) pour pouvoir en déduire la partie équations
aux dérivées partielles du probleme et, d’autre part, nous avons besoin de toute
les valeurs dé/, € R3 et 2, € R pour retrouver les équations du mouvement du
solide.

(2) La démonstration du Théoréme 3.2 montre gu’il n'est en général pas possible
d’'imposer la valeur d&. En effet, la valeur d& apparait comme le multiplica-
teur de Lagrange de la contrainte de moment nul dans les équations du mouve
ment du solide (6). De méme, la valeur Weapparait commme le multiplicateur
de Lagrange de la contrainte de compensation des forces dans (6).

(3) Sionn’apuimposer la valeur dedans la formulation du probléme variationnel,

il semble déraisonnable de vouloir fixer la valeurideLe Probléme 3.1 est donc
surdéterminé tel qu'il est formulé. Cependant, on ne peut laigsttalement

libre dans le probléme variationnel car nos équations n’ont un sens physique qu
si V est paralléle &P.

(4) Sion veutfixeV, il nous faut assouplir la contrainte de compensation des forces
dans (6), c’est le sens de I'énoncé suivant :

THEOREME 3.3. — Toute solution du Problem& 1 est solution du probléeme

PROBLEME VARIATIONNEL 3.2.— Trouveru € Yy tel que
prby(u,u, $) +v((u,$)) =0 V¢ e Yo. (17)
Réciproquement, si e Yy est solution d€17), alors, il existeX e R? tel que:

prby,u, ) +v((w,¢)=%-V, VpeV.
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Preuve. -La premiere assertion de cette propriété est une trivialité. Réciproquement,
si u satisfait le probleme variationnel 3.2, alors la forme linéaire

L(¢):Y —> R,
¢ > by(u,u,d)+v((u, ),

est nulle sur le noyau d¢ — V,. Il existe donc une forme linéaire sur R telle que
L(¢) = £(V,) pour touty dansY. O

Ceci nous améne a reformuler notre approche du probleme physique. Dans un premi
temps, nous allons montrer que, donnamt @ V des valeurs admissibles arbitraires,
nous pouvons trouver une solution du Probléme 3.2 que nous apellerons problém
variationnel homogéne par la suite. On en déduit, via le théoréme ci-dessus, I'existenc
d’une solution du probléme variationnel 3.1 pour une fatcet donc I'existence d'une
solution & un probléme mixte pour une certaine vitesse de rot&ieh une certaine
force de gravitén ge obtenue a partir dE. Il nous faudra ensuite étudier les normes des
forces de gravitén ge obtenues, quitte a faire varier les valeurgiag vV, pour montrer
gu’un solide quelconque peut tomber dans un fluide sans toucher le bord.

4. Leprobléemevariationne homogéne

On fixe des valeurs de la vites¥ee R3, paralléle &P, et ded > 0 durant toute cette
partie. On suppose, sans nuire a la généralité, que le fluide est de ggnsite et de
viscositév > 0. Pour montrer que le Probléme 3.2 admet une solution, nous suivons le
méthode de continuation de Leray [5]. Nous cherchons donc, dans un premier temps, ut
solutionu € Y} satisfaisant (17), pour tout € Y&. Ce probléme est appeRrobleme
variationnel homogene local

4.1. Réduction du probléme local

Tout d’abord, nous choisissoris ¢ Y§ et posons: = U + h, le probléme se raméne
alors a un probléme su. On peut préciser la continuité de la fordnpar une inégalité
classique :

PROPRIETE 4.1. — Pourtoutu e Y,veY,¢p € YX ona:

by (u, v, )| < (K1OglE ]l + K|V]IOI3) 0]l 161, (18)
bV(uvd)vd)):ov (19)
bV(uav7¢)=_bV(u7¢7v)' (20)

L'espaceY étant Hilbertien, on peut donc définir :
T,: Y5 — Y,
h— T,h,
ou 7,k est 'unique élément d&f vérifiant :

v((U,$)) +by(U +h,U+h,¢)=((T,h,¢)) Vo eYE.
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PROPRIETE 4.2. — L'opérateur7, est compact.

Preuve. -Soit (h,,),y Suite deY convergeant faiblement veks Posonse, = T,h,
etu=T,h.Onaalors:

it — w12 =by (U + by, U + hyy, oy — ) — by (U +h, U + h, 1, — ).

Or, nous avons le lemme suivant :

LEMME 4.1. - Soit (u,).n UNe suite deY convergeant faiblement vers Alors,
pour toutg € Y, on a:

nILmoobV;z(unv Uy, ¢) = bV(u’ u, d))’

whereV andV, are the translational velocities associated witlandu,, .
Preuve. PosantD = Supp¢), le théoréme de Rellich—-Kondrachov nous assure que :
lim VvV, =V,
n—>oo
Iirrololun —ulprioy=0, 1<p<6.

Ceci permet de démontrer, via la majoration (11), que :
by (u,u, @) — by, (uy, up, ) =by_v,(w —uy, u, d) + by, (uy, u —uy, ¢)
tend vers zero quandtend vers l'infini. O
Ce lemme nous permet de nous ramener a I'étude de :
Ay =by(U +hy, U+ hy, uy) —by(U +h,U+h, u,).

Or, la Propriété 4.1 montre qug, est bornée. Les mémes remargques quant a la
compacité des injections dedansL”(Og) pour p < 6 permettent de conclure.

Notre probléme consiste donc a trouver/ua Y annulantA, = I + %Tv, oul est
lidentité deYX.

4.2. Leprobléme homogéenelocal pour v>»> 1

Pour isoler les limites de la construction a suivre, montrons tout d’'abord que, sous
certaines hypothéses, nous avons une certaine estimation d'énergie pour notre problém

PROPRIETE 4.3. — Supposons qué est a support compact et qué + » satisfait
(17) sur un ensemble de fonctions tests contertarlors, siv > K|U|.3pus), ON @
I'estimation suivante

VIIUI + U3y - Ul sepy + IVIIU| L2y

Al <
Vv — K|U|L3(D)
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Preuve. -Pour s’en convaincre, il suffit de tester (17) &uet d'utiliser la continuité
deby. O

Nous montrons maintenant que le probléme local admet une solution par une méthaoc
de point fixe. Pour cela, notong= f, := —v~17,.

PROPRIETE 4.4. — Il existevg = vg(R) tel que, pour toub > vy :

— f envoie la boule de rayo8||U| dans la boule de rayoB||U||/2, et donc dans
elle-méme,

— f est strictement contractante sur cette boule.

Preuve. -D’une part, il existeA tel que pour tout vérifiant||k| < 2||U ||,
bv(U +h,U+h,¢)|<Algll Vo e Y,
car la partie de, bilinéaire enz est compacte, tout commg, donc bornée. Donc :
|| <IUI+ %A'

Pourv suffisamment grang’ envoie bien la boule de rayorj|Z | dans celle de rayon
3IUll/2.
Soit, k deux éléments dEX, notonss = h — k, alors :

1 R
((f) = fk), ) = ;(bv(U +h,8,0)+bo(8,U +k.¢)) VpeYy,

prenant: etk de norme plus petite qug|Z ||, utilisant la Propriété 4.1, on a:

< |

£ (h) — £ < = (BKIORISIU + K|V]|Ok[3)118].

Donc, pourw suffisament grandf est aussi contractante sur la boule de rayidii|z O

PROPRIETE 4.5. — Il existe vy tel que, pour toutv > vy, il existe un uniquéehg
satisfaisant

A, hg=0.
De plus, cette solution satisfdjtg|| < 3||U||/2.

Preuve. -Remarquons que tout point fixe dgefournit un zéro deA, et réciproque-
ment. Or, poun assez grand, nous savons grace a la Propriété 4.4 qummserve la
boule de rayon PU|| et que f y est contractante. L'applicatiofi a donc un unique
point fixe & l'intérieur de cette boule. De plus, I'estimation d’énergie (Propriété 4.3)
nous garantit que, pour suffisamment grand, tout zéro dg, se trouve dans la boule
de rayon 3U ||/2. Par conséquent, poursuffisamment grand., a un unique zero qui,
de plus, se trouve dans la boule de rayyv8/2. O
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4.3. Casgénéral, théorie deLeray et Schauder

Pour étendre le résultat de la partie précédente a toute valeusde nous utilisons
le degré topologique de Leray et Schauder (voir par exemple [4, pp. 120-131]). Etan
donnés deux réels vérifiantfa < b, a < v etvy < b nous définissons :

T:la,b] x Y — Y,
1
(w, h) > —T,h,
n

T est compact commE,. Définissons aussi :
A:la,b] x Y& — Y,
(e, h) = Ay (h).

Alors, A =1+ T, ou ! est 'opérateur identité dEf et7 est compact. Cet opérateur
rentre donc dans le cadre de la théorie du degré topologique de Leray et Schaude
La Propriété 4.5 nous assure que le degrégerelativement a toute boule de rayon

o > 2||U||, est bien défini, égal & 1. Pour montrer giig s’annule sur une boule de
rayonp > 2||U]|, il suffit de vérifier que les solutions de, () =0 pouru € [v, b] ne
traversent pas la sphere de raygrc’est-a-dire :

Ay(h)#0 VYuelv,bl, Yhtelquellh| =p.

Pour pouvoir trouver un tel il suffit de montrer que 'ensemble des points annulapt
pour i € [a, b] est borné. Nous utilisons pour cela la propriété suivante, qui est évidente
lorsqueu est assez régulier :

PROPRIETE 4.6. — Supposons que € Y Vérifie:
bo(u,u,¢) =0 V¢ e YL (21)

Alors pour toutp € Y&
bo(u, u, p) =0.
Preuve. -Soit u € Yy, vérifiant (21). Un argument similaire & celui de la preuve du
théoréme 3.3 assure qu'il exisiee R3 tel que :
bo(u,u,$) =% -V, VpeYE
Notre objectif est de démontrer giie= 0. Pour cela, d’une part, nous écrivans- i +z
avec :
=, AyeW(Or),  z:=u—ie W-?(Op).

Notons que; est de trace nulle suff et donc, posard = dist(y, S), l'inégalité de Hardy
nous assure que :

f_z € L2(Op).
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D’autre part, nous introduisong € C*°(R), vérifiant :

1 sit <0,
Y(t)=4 €[0,1] si0O<r <],
0 sit > 1,

et nous posons, pour tolit e R3 et poury >0 :

¢<y>=w(3w('y'_r)wy)
Y 2 y .

Notant B, = B(0,r + y) N D), on a Suppyp,) C B, et le theoreme de convergence
dominée nous assure que :

£
d

lim
y—0

=lim |z|;2 = lim |u|;2 =0.
125, y_)0| |22(8,) y—>0| |l22(8,)

Poury suffisamment petitp, appartient éﬂe (voir la Propriété 2.1) et
bo(u,u,¢,) =% -V,
d’ou il vient
lim bo(u,u, ¢,) =% - V.
y—0

Or nous avons
bo(u,u,¢,) =bo(u +2z,u+z,¢,).
Remarquant que

_ _ 1
(@ Vit = SV () = 1 y17),
intégrant par parties et utilisant les symétries de la sphére, on a
bo(it,ii, ¢,) =0 Vy eR*.

D’autre part, comme la norme dg, dansL*(Oy) est bornée indépendammentjde
l'inégalité de Hoélder fournit une majoration de la forme :

- < -
e 8 <|5| | il 48, e, (22)
L2(By)
- < -
’bO(Z,I/h ¢)/)| gCl > |M|L2(B ) (23)
d LZ(BV) 4

ou C; ne dépend pas dg. On dispose d'une inégalité analogue pour le terme
bo(z, z, ¢,), par conseéquent :

lim bo(z, z, ¢,) = lim bo(z, it, ¢,) = 0.
y—0 y—0
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Enfin, par intégration par parties :

bo(i, 2. §,) = —/z- (@ V)o,).

BV
soit :
bo(it, 2, ¢y) = — /z (Qu- (Y AVYD)).
By

Notantn = lf—l on a la majoration suivante :

o, 2. ¢,)| < |l g

)lylLZ(By)’d(n N v)¢V|L°°(By)’ (24)

L2(B,

F4
= , 25
7 ’LZ(BY)|y|L2(BV) (25)
ou Cz ne depend pas de. En effet,|[d(n A V)@, )|1=5,) est bornée e car ce terme
correspond a la dérivation dg, dans des directions tangentielles a la sphere centrée
en 0. Or, les puissances gen'apparaissent dans les déerivéespdague par la dérivation
de et ce terme reste constanhya constant. Finalement,

|bo(it, 2, $,)| < C2

lim bo(@, z, ¢,) =0.

Donc, pour toutV € R, © - V =0, soitX = 0. Par conséquent :
bo(u,u,p) =0 Vo e YR, O
Nous pouvons donc maintenant montrer :
PROPRIETE 4.7. — Pour toute > 0, posons
M (g) = sup{|lu|l pouru solution deA, (x) =0 pourv > &}.

Alors:
M(s) <oo Ve>D0.

Preuve. Cette inégalité se démontre par I'absurde. Supposond&(gg) = co pour
go > 0. On sait que pour > v; toute solution de\, (v) = 0 est dans la boule de rayon
2||U||. Si M (&) estinfini, il existe donc une suit@,,, v,)nen telle que

— v, estsolution de\,,, (v) =0, soit

by (U + Up, U 4 0y, #) + 0, (U + v, 0)) =0 Vo € Yy, (26)

- Iimm—>oo ||Um” =00,
— &0 <Vy < V1.
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Posons
_ Um
[V, |l
A extraction prés, on peut supposer que :
0

lim v, =v",
m—0o0

lim z, =z° dansy faible.
m—0o0

Zlﬂ

Alors, pour toutm € N, divisant (26) pat|v,, ||, on obtient, pour toup dansY&

U U Vn U
me< + Zm, +Zma¢ + ( +Zma¢ 207
llom |l [ om |l lom | XN\ vl

14

" ol
Passant a la limite quand tend vers l'infini, on obtient

avec

m -

bo(z%2°% ¢) =0 Vo e Yy (27)
La Propriété 4.6 nous assure alors que
bo(z°, 2% ¢) =0 Vperk (28)
Or, prenant = v,, dans (26), il vient
by (U + Uy, U, vp) + vy llom 1> = 0.

Divisons cette égalité palfv,,||?, puis faisons tendre: vers l'infini. Nous obtenons
I'égalité suivante :
bo(z°, U, 2% +1° =0.
Puisquev® > gy > 0, il vient bg(z°, z°, U) # 0, bien queU e YX. Cette contradiction
prouve gue I'hypothése est fausse. On a en fait
M(e) <o Ve>0. O (29)

Nous avons donc le théoréme suivant :

THEOREME 4.1. —Soit un fluide de viscosité > 0, un solide de rayorr, a une
distanced > 0 et ayant une vitesse de translatidn paralléle a P. Alors, pour tout
R > 0, il existeh € Y tel que:

by(U+h,U+h,¢)+v((U~+h,¢)=0 V¢eY§ (30)
Soit, posantt = U + h, il existeu € Y} tel que:

by (u,u, ) +v((u,$)) =0 V¢ e Y§.
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Preuve. -Soit p > max(2||U ||, M(a)). Nous avons montré que toltannulantA,
pour v € [a, b] est strictement dans la boule de rayonPar ailleurs, le degré da,
relativement a cette boule vaut 1 pauassez grand. La théorie de Leray et Schauder
nous assure donc que ce degré vaut 1 pour toute valeursdpérieure a. Il existe
h € Y& annulantA,. Cet h vérifie (30). Puisquex > O est arbitraire, le probléme
homogéne local a bien une solution dans le cas général.

4.4, Retour au probléme variationnd homogéne global

Nous disposons maintenant d’au moins une solution du probléme variationnel
homogéne local sur tout ouvefty.

PROPRIETE 4.8. —Soituz une solution du probleme homogéne local sur I'ouggt
Alors, la famille(u ) o €St bornée.

Preuve. -Supposons gu'il existe une suit®,),cn croissante, telle que :

lim ”uR,, || = o0.
n—00

ChoisissantlU ¢ Y§°, on poseh, = u, — U. Alors, (h,),en diverge commeu,,),cy €t,
pour toutn € N :

by(U+hy,U+hy, @) +v(U +hy,¢)) =0 Voe¥y".
On peut alors se ramener a la démonstration de la Propriété d.7.

Remarquons de plus que les solutions du Probléme 3.2 vérifient une certaine form
de fermeture pour la topologie faible :

THEOREME 4.2. — Soit (h,).en UNe suite deYy convergeant faiblement vers
dans Yp. Supposons que, pour toute N, 4, verifie (17) pour tout¢ dans un sous-
ensemble’, deY. On suppose en outre que I@$),n Sont croissants pour l'inclusion.
Alors, h satisfait

by(U+hU+h,¢)+v((U+h,¢)=0 Voel| ]V,
neN

Preuve. Prenonsp € | J,cy Y- Alors, il existeng € N tel que poum > ng :
by (U +hy, U + hy, @) +v((U + hy, 8)) = 0.
Or, d'aprés le Lemme 4.1 :
M by (U +hy, U+ hy, @) =by(U +h,U+h, ¢).
Donc a la limite :

by(U+h,U+h,¢)+v((U+h,¢))=0. O
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Soit ug une solution du probléme homogéne localh@t:= uz — U. La famille
(hgr)r-0 €tant bornée, on peut en extraire une sous-gujfeconvergeant vers € Yy
avec(R,),en Suite croissante non bornée. Le théoréme précédent 4.2 nous assure dot
gueh vérifie (17) pour tout

¢ e UYORH=Y0.

neN
Par conséquent, est une solution du probléme variationnel homogeéne 3.2.

5. Etudedes solutions aobtenues

Dans la partie précédente, nous avons montré le théoréme suivant :

THEOREME 5.1. — Soit une viscosité > 0, un rayonr > 0 et une distance > 0.
Soit V un vecteur paralléle 2. Alors il existeu € Yy et X, € R3 tels que:

by, u,¢) +v(w, ) =%,-V, VpeV.

Pour gu’un solide puisse évoluer dans I'écoulement caractérisg péaut et il suffit
quem,ge=X,. Orm, =m —|S|. Donc

ou bien |Z,| > |S|g auquel cas on doit poser

)y

u
e=—,
[ 2]

mg = |Z,| +|Slg,

ou alors 0 < |Z,| < |S|g auquel cas on peut poser

> 1Slg = |5l
€= — ) mg = 8 — uls
BN

ou

u

12l

mg =X, +|Slg.

On ne s'intéresse pas au cas Byl= 0. Nous montrerons par la suite que ce n’est en
général pas le cas. Déterminer pour quelles masstgjuelles gravités ge une sphére de
rayonr dans un fluideadmet un régime permanent revient donc a déterminer I'ensembl
des valeurs décrites pgL,,|.

5.1. Encadrement des masses obtenues

Soit un fluide (i.e., une viscosité) et un cadre spatial (e, R® paralléle &P, d > 0
etr > 0) donneés. Nous notomnsla norme de I'application linéair@ — V,: |Vy| < a|@]]
pour tout¢ dansy .
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THEOREME 5.2. — Soitu une solution d’'un probléme variationnel homogéheg,
alors, il existe des constantgg, 81,8, ne dépendant que deetd telles quex, vérifie:

V
2VIsZds lull (Bov + Ballull + B2l V).

Preuve. -Par construction est obtenu comme limite faible de, ),y Ol u, est un
élément d&v;" tel que (17) est vérifié pour togte Y, . Par le méme raisonnement que
dans le Théoréme 3.3, il exisk, tel que, pour tougp € Y & :

b\/(l/tn, Up, ¢) + ])((I/ln, d))) =Xy qu-
Pour¢ = u,, on adonc
Vlual? =%, - V.
Par ailleurs, du Théoreme 4.2, on tire

im X, =%,.

n—oo

Passant a la limite quandtend vers I'infini, on obtient
viulP <%, -V,
dont on déduit
SIVISIZ,.

D’autre part, dans la démonstration de la Propriété 4.6, fixaatd, I'application qui a
W € R3 associe lep, de vitesse de translatioi’ est linéaire continue a valeur daks
et il existe ne dépendant que dedonc ded tel que :

o, I < BIW].
Alors, utilisant 4.1, on a pour tolW € R3 :
1 1
|Zy - W< (v+KI[B, IS+ K|VIIB,|3)llullléy
soit :
1 1
IZu| <B(v+KIB, I8+ K|V[IB,|3)|ull. 0

Remarque— Conformément a ce que nous avons noté ci-dessus, on &hign0
lorsqueV # 0. Cependant, la démonstration ci-dessus nous apprend plus que cela. E
effet, 'estimation la plus fine obtenue sHy, est :

Vo2
o
gui montre quex, a une composante positive dans la directionVdeCe qui implique

que la verticale n’est pas perpendiculaire au gRarAutrement dit, le plar® ne peut
étre horizontal.
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De I'encadrement ci-dessus, nous pouvons déja déduire que les orobtenues
peuvent prendre des normes arbitrairement petites et arbitrairement grandes. On pe
méme étre plus précis en ce qui concerne le comportemeBt gigandV s’approche
de 0.

5.2. Comportement de X au voisinage de 0

PrenonsV unitaire, posonsW, = ¢V. Pour toute on dispose de:, solution du
probleme variationnel homogene associé a la vitesse de transtétiehduE, = X,
associé. Posons :

Usg = EZ¢, e = &g.

Poure assez petit, remarquons que la Propriété 4.3 s'étend par limite faible a la solutior
sur le demi-espace tout entier. En effet, prendhs Yf comme origine d&r, alors

eU € YR, Poure suffisamment petitsU|; 3 < v, de sorte queU vérifie la condition

pour que I'estimation d’énergie de la Propriété 4.3 soit valable. Or, dans la constructior
de u., on peut gardel/ comme origine dd/§’ pour toutR’ > R et I'estimation qui

était valable sufy reste valable dan®y . Il existe donc, poue suffisament petit, une
majoration dég|u. | de la forme :

lusll < Are|V].
Ceci implique, grace au Théoréme 5.2, une autre majoratioB sdu méme type. Pour

¢ au voisinage de Qz,) et (¢,) sont donc bornées dais. On peut extraire une suite
(en)nen tendant vers O telle que., )<y converge faiblement vers ug € Yy et la suite

des(Z., )nen associés converge vers ghe R3. Or, nous avons, pour togte Y :

bw, (g, ue, @) + v ((ue, ) = E; - V.
Soit, factorisant um :

&by (2e, 26, §) +v((2e, P)) =& - V.
Quande tend vers zéro, il vient, puisque tend vers faiblement,

v((zo,9)) =Co- Vs Voev.
Or, nous avons l'estimation suivante :
vlizel? < ¢ -V,

gui nous donne, a la limite quanrdend vers O :

lim |z ||© < ——.
e—0 v
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D’autre part, prolongeant I'égalité vérifiée pay a tous lesp € Y par continuité, on
obtient :
2

v[zoll*=¢0- V.
Finalement :

lIzoll = lim ||z ||

e—0

ce qui nous garantit la convergence fortezdeverszy.

Par densité, le couple, o) satisfait la formulation variationnelle linéaire

v((zo, ) =¢0- Vs Vhev, (31)

olizg € Yy et € R3. Testant dans (31), contre la différence de deux solutions (pour
cette difference, on &; = 0), on voit que la solution de (31) est unique. C’est donc la
famille (z,).-0 toute entiére qui converge vetg ainsi que(Z,).-o vVerssy. Notons que
I'application V — ¢, est linéaire et satisfai(V) - V = v||zo[|2. CommeV # 0 implique

z0 # 0, cette application est injective. Nous résumons cela sous la forme suivante :

THEOREME 5.3. —Pour | V| petit, pour toute forcex associée a un écoulemeint
solution du Problem@&.20n a:

2 =(V)+o(|V])

ol (V) est 'unique vecteur d&2 auquel on peut associep € Yy tel que(zo, Zo(V))
vérifie (31). Ici, ¢o(V) est la force appliquée par un écoulement de Stokes de vitesse de
translationV sur la bouleS.

Remarque ajoutée apres acceptation de l’article

Par la formulation variationnelle du probleme linéaire, on obtient la formule suivante :

(V). V=vinf |w|?

weYy

En outre,V — (V) est linéaire et symétriquezp(V) - W = ¢o(W) - V. Enfin, cette
application commute avec les rotations d’axe perpendiculaire aufpl&@n en déduit
que, lorsqueV est parallele &, on azg(V) = vV, ou x est l'infimum de

2
[wll
5

parmi lesw € Y tels queV,, est paralléle .

6. Conclusion

Nous avons donc montré qu’étant données une géomeétrie, une masse, une vites
de translation et une viscosité, il existe un mouvement du solide, une direction de |
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verticale, une gravité et un écoulement du fluide tels que le solide puisse évoluer dans
fluide en restant a distance du plan. Cependant, la méthode utilisée ici ne permet pas :
garantir I'existence d'une vitesse de translation, d’'une distance au bord et d’'un régims
permanent lorsque la gravité et la verticale sont données.

Par ailleurs, nous n'avons considéré que des solides dont la forme est sphérique. L
méthode utilisée ici ne permet pas de traiter le cas de solides de formes quelconque
Pour une forme cylindriqgue générale, le changement de référentiel effectué pour obten
les équations introduit une condition st de la méme facon qu'il introduit une
condition surV. Notantu, I'axe d’invariance par rotation du solide, on devrait alors
avoir :

QAu,=0.

L'étude de cette situation reste a faire.
Pour V au voisinage de 0, la solution peut étre déterminée avec précision cat
I'écoulement fluide se comporte comme un écoulement de Stokes.
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