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RESUME. — Nous considérons un systeme dynamique ergodique d’entropie strictement positive
(R, F,u, T) ou 2 est un espace de Lebesgueest une mesure de probabilité Btest une
action deZ?, d e N*. Nous montrons que, pour tout réepositif, il existe une application réelle
f € LP(Q) et une famille4 de boréliens réguliers d@, 1]¢ vérifiant une condition a@ntropie
métrique avec inclusiotelles que le champ aléatoire stationnaifeo Tk)kezd soit de type
accroissement d’'une martingale mais ne satisfasse paédeeme central limite fonctionnéiu
principe d’invariancé relativement a la class4.
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ABSTRACT. — We consider the ergodic dynamical system F, u, T) with positive entropy
whereQ is a Lebesgue spacg, is a probability measure anfl is a measure preservirg -
action,d € N*. We show that, for any nonnegative rgalthere is a real functiorf € L?(2)
and a collection4 of regular Borel sets di0, 1] satisfying arentropy condition with inclusion
such that f o Tk)kezd is a stationary martingale-difference random field but does not satisfy the
functional central limit theorenfor invariance principl@ with regard to the familyA.
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1. Introduction

Considérons le systéme dynamique, F, u, T) ou 2 est un espace de Lebesgpe,
est une mesure de probabilité Btest une action d&<, d e N*, préservant la mesure
w, i.e. : pour tous, j € Z¢, T', T/ sont des transformations mesurables préservant la
mesure, définies d@ dans< telles queT’ o T/ = T'*/. On appellechamp aléatoire
réeltoute famille(X;),z« de variables aléatoires réelles définies§y F, 1) et on dit
que (Xy)reze €Ststationnairesi, pour tout(k, n) € Z¢ x N*, les vecteur§X;,, ..., X;,)
et (Xijaks---» Xiy1k), i1, - - - in € Z4, ont méme loi. Un élémemt de la tribuF est dit
invariant si, pour tout élément deZ9, T¥(A) = A presque strement (p.s.). On ndte
la tribu des éléments invariants deet on dit queu est ergodique si, pour tout € Z,
u(A) estégalaOou 1.

Pour toute partie” de 2 ou deZ¢, on notel la fonction indicatrice de.

On dit qu’une sous-tribuM de F est une tribul-invariantesi, pour tout élémerk de
7, onaT*M = M.

Soit A C B([0, 1]%) une collection de boréliens ¢, 1]¢. Nous dirons qu’un élément
A de A estrégulier si »(dA) = 0 ol est la mesure de Lebesgue &4 On munitA de
la pseudo-métriqué définie, pour tous élémentset B de A, pard(A, B) = L(AAB).

Soit C(A) I'espace vectoriel des fonctions réelles continues4gue I'on munit de
la norme maximale définie, pour toufee C(A), par

I£1l.a = sup|f(A)].
AeA

(C(A), |I.Il4) est alors un espace de Banach.

Soit X = (Xy)reze UN champ aléatoire réel stationnaire. Le processus de sommes
partielles, associé X, que I'on considére est défini, pour todte A et tout entier
n>1, par

Si(A)= > AnANR)X;

iefl,..,n}¢

ou, pour tout = (iy, ...,iq) € Z%, R; =iy — 1,i1] x - x lig — 1, i4].

Pour contréler la taille de la classg on utilise classiquement éntropie métrique

pour tout ¢ > 0, on appelleentropie métriquede A et on note H(A,d,¢),
le logarithme népérien du plus petit nombre de boules ouvertes (pour la pseudo
métriqued), de rayone, nécessaires pour recouvyr.

Une notion plus stricte est celleatitropie métrique avec inclusion

pour touts > 0, on suppose gu'il existe une collection finie) de boréliens de
[0, 1]¢ telle que, pour toutd € A, il existe A=, AT € A(e) tels queA™ Cc A C At et
d(A~, AT) < e. On appelleentropie métrique avec inclusicet on noteH (A, d, ¢), le
logarithme népérien du plus petit cardinal d’une telle collection.

Notons que, pour towt > 0, H(A, d, ¢) < H(A, d, ¢). D’autre part, sip désigne la
pseudo-métrique définie, pour tous élémeitet B de A, par p(A, B) = +/A(AAB)
alors, pour tout > 0, on a

H(A, p, ) =H(A, d, &?). 1)
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On appellemouvement Brownien standamidexé parA, le processus Gaussien W, de
moyenne nulle, a trajectoires da@s.A) tel que Cov (W(A),W(B))x= A(A N B), pour
tousA, B € A.

On sait d'aprés Dudley ([10], 1973) qu'un tel processus est bien défini des que

1
/\/H(A, 0,&)0e < +00. (2
0
A fortiori, si
1 1/2
/ (LA;‘Z’ ”) de < +00, 3)

alors le mouvement Brownien standard W indexée fast bien défini.
D’aprés (1), la condition (3) est équivalente a la condition suivante

1

/\/]HI(A, 0, ¢)de < +o0. 4)

0

On dit que lethéoréme central limite fonctionnéklf) (ou principe d’invariancé a lieu
relativement a la classd si le processugn=/25,(A); A € A} converge en loi dans
(C(A), |I.ll.4) vers un mouvement Brownien standard indexé. par

Les premiers résultats de type tclf pour de tels processus de sommes partielles o
été établis lorsque les champs aléatoires considérés sont indépendants et identiguem
distribués iid) et lorsque la classd coincide avec la clas€@, des quadrants dé, 1]¢,

a savoir, la collectio[0, 1] x - -- x [0, #;]; t = (11, . .., tg) € [0, 1]¢}.

En effet, Wichura ([19], 1969) démontra ce résultat lorsque les champs aléatoire:
considérés sont seulement de carré intégrable, améliorant ainsi celui de Kuelbs ([13
1968) dans lequel des conditions plus restrictives sont requises au niveau des moment

Ces résultats se réduisent, en dimension 1, au principe d'invariance de Donsker ([9
1951).

Pyke ([18], 1983) démontra un résultat similaire pour des classes d’ensembles plu
larges veérifiant la condition (3). Cependant, les moments requis dépendent de ladclasse
considérée. Bass ([2], 1985) et simultanément Alexander et Pyke ([1], 1986) ont étend
le résultat de Pyke ([18], 1983) au cas ou seuls les moments d’ordre 2 sont suppose
finis.

Goldie et Greenwood ([11], 1986) ont étendu la méthode de Bass ([2], 1985) au ca
des champs aléatoirgsmélangeants ¢2-mélangeants pour des coefficients de mélange
uniformes (c’est a dire que le supremum est pris sur une collection de couples de tribu
(U, V) ou chacune des tribug et V peut étre engendrée par une infinité de variables
aléatoires).

Chen ([4], 1991) a démontré également un principe d'invariance lorsque le processu
de sommes partielles est issu de champs aléaipiraglangeants ou les coefficients de
¢-mélange considérés sont non uniformes (les coefficiengsmélange non uniformes
ont été introduit par Dobrushin et Nahapetian ([8], 1974)).
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Enfin, Dedecker ([7], [6], 1998) a donné un critere projectif sous lequel une version
non ergodique du principe d’invariance a lieu lorsque le processus de sommes partielle
estissu de champs aléatoires stationnaires bornés et indexé par une classe d’ebsemble
dont la seule restriction est de vérifier la condition d’entropie métrique (2). En particulier,
ce résultat est valable pour les champs aléatoires bornés de type accroissement d’'u
martingale. D’autre part, un article antérieur de Basu et Dorea ([3], 1979) montre que
le principe d'invariance a lieu pour des champs aléatoires de carré intégrable de typ
accroissement d'une martingale, lorsque I'on considére la cl@ssées quadrants
del0, 1.

Pour cette classe des quadrants, le critere projectif de Dedecker ([7], [6], 1998
entraine le principe d'invariance pour les champs aléatoires réels stationnaires ayant d
moments d'ordre 2- ¢, ¢ > 0. De plus, ce critére projectif fournit de nouveaux critéres
pour les champs aléatoirgsmélangeants bornés. Par ailleurs, sous I'hypothésee(d
adaptant la méthode de Bass ([2], 1985) et en établissant des inégalités exponentielles
type Bernstein, Dedecker ([7], [6], 1998) donne des critéres pour des champs aléatoire
¢-mélangeants non bornés ayant des moments d’ordre strictement supérieur a 2.

Notre objectif dans ce travail est de construire, pour tout péebsitif, un champ
aléatoire réel stationnaingX, ).z« de type accroissement d’une martingale aXgo:=
LP(Q, F, ) et une classed de boréliens réguliers d@, 1] satisfaisant la condition
(3) d’entropie métrique avec inclusion tels que le principe d’invariance n’ait pas lieu
relativement aA.

Autrement dit, nous mettons en évidence le fait que les hypotheses sur la.dlasse
garantissant le tclf pour les champs aléatoires réels iid [1,2] ou de type accroissemel
d’'une martingale bornés [7,6] ne suffisent plus si on considére des champs aléatoire
réels non bornés de type accroissement d’une martingale.

Dorénavant, on suppose gueest ergodique et que I'entropie du systeme dynamique
(R, F, u, T) est strictement positive.

SurZ4, on définit la relation d’ordre lexicographique,, comme suit :

Sim= (mq,...,my) € n = (n1,...,ny) sont deux éléments dg&‘ distincts, la
notationm <., n signifie que, ou biem:; < n1, ou bien il existe € {2, ..., d} tel que
m; <n; etmj =n; pour 1<_] <.

On définit également une autre relation d’ordresurZ¢ de la fagon suivante :

Sim= (my,...,my) € n = (n1,...,ny) sont deux éléments dg‘ distincts, la
notationm < n signifie que, pour toute {1, ..., d}, m; < n;.

Il existe plusieurs fagcons de définir un champ aléatoire de type accroissement d’'un
martingale (am). SoiK = (X )z« Un champ aléatoire réel. Nous dirons quesst un
champ aléatoire de tygemsi et seulement si (ssi), pour toute Z¢,

E(Xp|o(Xk;k <iexm)) =0 p.s.
Ce type de champ aléatoire vérifie le critére projectif de Dedecker ([7], [6], 1998).
Une définition plus stricte est celle utilisée par Basu et Dorea ([3], 1979) :

X est un champ aléatoire de typmssi, pour tous éléments < n deZ?,

E(Xylo(Xy,..ip;3L<s<d, i;<m;))=0 p.s.
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En effet, Basu et Dorea ([3], 1979) ont démontré le principe d’invariance relativement
a la classe des quadrants [@e1], d € N*, pour ce type de champs aléatoires lorsque
seuls les moments d’ordre 2 sont supposés finis.

Enfin, Nahapetian et Petrosian ([15], 1992) ont introduit une notion encore plus
stricte :

X est un champ aléatoire de tyamau sens fort (amf) ssi, pour tout € Z¢,

E(Xwlo(Xi;k#m)) =0 p.s.

2. Réaultat principal

Soientn e N*, A € B([0, 1]9) et f € L°(22, F, ), on adopte la notation suivante,

Si(fLi A= > AnANR)foT'

Le résultat principal de cet article est le suivant.

THEOREME —Pour tout réel p positif, il existe une application réell¢ € L7 ()
et une classed de boréliens réguliers dg0, 1] vérifiant la condition(3) d’entropie
métrique avec inclusion telles que le champ aléatoire stationn@ire T*),.z« soit de
type amf et telles que le principe d’'invariance n’ait pas lieu relativement Autrement
dit, le processus de sommes partiell@es?/2S,(f, A); A € A} ne converge pas en loi
dansC(A).

Ce résultat montre que, contrairement aux champs aléatoires iid de carré intégrab
étudiés par Bass ([2], 1985) et simultanément Alexander et Pyke ([1], 1986), la conditior
(3) ne garantit pas le tclf pour les champs aléatoires (non bornés) dartypkanmoins,

si A est la class&, des quadrants d@, 1] et sip > 2, le tclf a lieu aussi bien pour

les champs aléatoires iid que pour les champs aléatoires darny@@ir Dedecker ([7],

[6], 1998).

Rappelons que, sous la condition (4), le tclf de Dedecker ([7], [6], 1998) entraine
le principe d'invariance pour les champs aléatoires bornés de dagpeNotons que
récemment, El Machkouri ([14], 2002) a démontré que le tclf reste valide si on considére
des champs de variables aléatoires ayant des moments exponentiels finis.

3. Démonstration

Démonstration du théoreme. —
(1) Construction de l'applicatiorf .
On a besoin du lemme suivant.

LEMME 1. - Il existe deux sous-tribug-invariantes3 et C de F et une fonctiorg
définie sur telles que

(i) les tribusB et C soient indépendantes,

(i) la fonctiong soit B-mesurable, de moyenne nulle, a valewrls 0 oul et le champ
aléatoire (g o T*),z« soit iid,
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(iii) le systéme dynamiqu&, C, u, T) soit apériodique(i.e. : pour toutk e (Z%)*,
n{we Q| T'w=w}) =0).
De plus, il exist <a < 1telqueu(g=-1) =u(g=21 =a/2etu(g=0) =
Notonsh(T) I'entropie du systemé&, F, u, T). Sia(T) > 1, on peut choisiu = 1.

Preuve du lemmg. —Notonsh I'entropie du systemeé, F, u, T). Soita €10, 1] tel
que

hi=—(1—-a)log,(1—a) —alog,(a/2) < h.

Posons2; = {—1, 0, 1} et notonsy la mesure produifa/2, 1 —a, a/2)®Zd Considérons
le systéme dynamiqus; = (%, v, (6)rez) OU, pour toutk € Z9 et toutw € Q%
(Or(w)); = w4k, i € Z¢. S1 estun champ aléatoire de Bernoulli d’entropig([5], 1972,
exemple 2, page 18). Considérons un autre Bern@ulti’entropie inférieure ou égale
ah — hy. S1 x S, est alors un Bernoulli d’entropie plus petite gueD’apres la version
multidimensionnelle du théoreme de Sinai ([16], 1987)x S, est un facteur du systeme
(Q, F, w, T). Nous avons donc dans ce systéme une cSpige S; et une copies, de
S, qui sont indépendantes. Ce qui fournit les sous-triBetC. Soit F : (2, B, u) — S1
une bijection bimesurable et sgit: S1 — {—1,0, 1}, (w;);cza = wo. ON Vérifie alors
gueg = po o F satisfait les propriétés voulues.

Ce qui acheve la démonstration du lemme 1.

Dorénavant, pour simplifier la construction, nous supposerons (fie> 1. On peut
donc choisirg de sorte quer(g = —1) = u(g=1) =1/2. Le cash(T) > 0 se traite de
fagon similaire. Fixongl € N*. Sans perte de généralité, on peut supposerpgest un
entier naturel arbitrairement grand.

Pour tout réel > 1, on pose

2
n,=4x 9",
nd/?

_ r _ 2dp 2rdp(2p—1)
Lr_792(r—l)dp_2dxg x 9 ,

n, d 94d
rap
ke = — > =4 x

K, =

n, 2
= 94rp

1/d

p

L. xK! L, 9
n4 Tk, 24 x Q¥dp’

& =

Le lecteur pourra vérifier que, si on pose= (2p + 1)~ €10, 1], on a, pour tout réel
r=1,

(5)

D'autre part, les suite8,),>1, (k-);>1. (Ly)r>1. (Lr/2)r>1, (L), 51 €t(K,),>1 SONt
des suites croissantes d’entiers positifs tandis @t)¢.>1 est une suite de réels
strictement positifs qui décroit vers zéro.
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De plus, on peut vérifier que, pour tout entieg 2,

nd/2 r=1,d/2
r 2 2 S . 6
L ; L (6)
Soit (8,),>1 une suite de réels strictement positifs telle que
lim L.8, =0. (7)

r——+00

Puisque(£2,C, u, T) est apériodique, la version multidimensionnelle du lemme de
Rokhlin ([12], [5], 1972) assure que, pour tout entiek 1, il existe F, € C tel que

.....

K—-1 K—1
M( U U T_(uls---»ud)Fr> >1-35,. (8)

u1=0 ug=0

Pour tout entier > 1, posons

nd/2
fr = L, g]IF,-
Notons
+00
f= Z Jr-
r=1

Ainsi, f est une application réelle non bornée définie@ur
De plus, pour tout entier > 1,

dj2\ p 1 dj2\ p
1 <k x () g x (M) g2t

r r

On en déduit,

+00
If1lp < 29_2(’“)””’ < +o00.
r=1
Par conséquentf € L?(R2).

Soitk € Z4, on poseF;, =o(go T i #k)\VC Do(foTii #k). En utilisant
I'indépendance des tribus et C, on montre queE(f o TX | F;) = 0. Autrement dit,
le champ aléatoire réglf o %), est du typeamt

(2) Construction de la classé.

Pour tout entier > 1, on noteA, 'ensemble des Boréliend de [0, 1]¢ satisfaisant
la propriété suivante : il existéuq,...,uy) € {0, ..., K, — 1}¢ tel que, pour touf
{1,..., L,/2}, il existe un unique vecteue, ,)scq1...ay € {0, ..., LY4 — 1} tel que

.....

il,s =u;+ al,sKra
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et
U}lll_l 111} me]il,d—l ll_d]
=1 ny ny ny ny
Notons
+o00
A= UA,.
r=1

Pour montrer que la collectiod satisfait la condition (3), on a besoin d’estimer, pour
tout entierr > 2, les nombres d’entropie métriqli& A, d, ¢,).
Soientr > 2 et 1< j <r — 1 deux entiers. Puisque le cardinal;| de A; est égal a

L;/2 N . . .
K¢ CLj/ , on a la grossiere majoration suivante :

exp(H(A;. d. ) < K¢ Cp”. 9)
Cependant, st e,n , 0N peut obtenir une estimation meilleure, a savoir,
exp(H(A;. d, &) < K¢+ 1 (10)

De plus, puisquéJ;-, A; estinclus dans le cubg, = [0, ¢///]¢ de mesure,, on a

exp<H<U Aj.d, g>> <2 (11)
jzr

D’autre part, d’aprés la définition de I'entropie métrique avec inclusion, on a

r—1
exp(H(A, d, &) <> _exp(H(A;. d, &) + exp(H(U Aj.d, s)) (12)
jzr

j=1

On déduit des inégalités (9), (10), (11) et (12), la majoration suivante :

r—1
2
exp(H(A. d. &) <2+ (K + 1)L ey + kicy Iipjsemty- (13)
j=1 ' '

Finalement, d’'apres (5), (13) et le fait que la smlcej/nj?)j>l soit décroissante, on
obtient
[ar]
exp(H(A, d, &,)) 2+2Kd cr /2+ Z (K¢ +1) (14)
=lar]+1
ou[.] symbolise la fonctiompartie entlere
Pour montrer la condition (3) d’entropie métrique avec inclusion, il suffit de s’assurer
de la convergence de la série

400 H(A d gr)>l/2

b)) =Zsr_1<

r=2 &r
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Or

+o00 [ar 1/2
ZgZi?j(log<2+ZKd chil?y Z K"+1>> d'aprés (14)

j=lar]+1

N

~

+
3

2 \flog(2+ Lo, larK{ + (r — 1= larD(K{ + D)

<
r=2
+oo

&r_

t\/log(3r K¢ (La,h)

Pl v/10g(3r) + log(K +
}’2::2\/a r= 2\/_ r= 2\/_
P} 2 33
Le lecteur pourra vérifier que les sériEs et 3, sont convergentes. Vérifions qui
converge également.
En effet,

<
<

Lar Iog(Lar) .

~ Zgl/z ar Iog(Lar = Z d/2 Iog(Lar) d apres (5)

r20[r

\/_
Z d/2f ZgZ(ar 1)dp < +oo.

r= 2 ar
Finalement, la séri& est convergente et, par suite, la clagseérifie bien la condition
(3). A présent, montrons que le processus de sommes parfietlé€s,(f, A); A € A}
ne peut pas étre tendu dafigA).
Pour cela, il suffit (voir par exemple, [17], 1990) de montrer qu'il exjste O tel que

lim Ilmsupu( sup n~?[S,(f, A) = S,(f, B)| > B) > 0.
-0 p—4o00 d(A,B)<$
Soitr > 1 fixé. NotonsW, I'ensemble des € 2 satisfaisant la propriété suivante :
existeu = u(w) = (u1, ..., ug) €10, ..., K, — 1}¢ tel que, pour touf = (I, ...,1;) €
{0,..., LY — 1} ettouts > r + 1, on aitT*"®rw e F, et T*" Ky ¢ F,.
Remarquons que

M( U U T—(u—HK,) Fg‘> L Z = 9—2rdp‘

s>r+1l€{o 1/d_1}d s>r+1

.....

Par conséquent,

lim u( N N T—<"+1Kr)F;> =1 (15)

r—+00
S>r+ll€{o L:rl-/d_l}d

.....

De (7), (8) et (15), on déduit
lim w(W,) = (16)

r——+00
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Soiente > 0,u €{0,..., K, — 1}¢ etw € Q.
Notons

I*u)={u+I1K,|1€{0,..., LY — 11/},
I, 0)={k el u) | g(T"w) =1},
et

=m0 = {oeal| el 1)
= £) = _— <€ ..
r r w Lr 2
Commel}(u) =u+T7(0),ona
T (u, )| = |u+ {keT0) | g(T""w) =1}

=|u+T} (0, T"w)|

= I} (0. 7).
Ainsi,
w(EY) = w(T™E}) = u(Ey). (17)
De plus, d'aprés la loi faible des grands nombres,
. 0 _
rﬂTooM(Er) =1 (18)

On définit également, (1, ») comme étant le sous ensemblelteu) vérifiant
@ IT(u,w)| =L,/2,
(b) I'f(u, w) C Ty (u, w) Si T (u, )| < L, /2,
(©) I(u,w) CTHu,w) si T (u,w)| > L, /2.
Enfin, pourw € W,, on pose

I (@) =T, (u(w),0) et I'M(w)=T(u(w),o).

LEMME 2.-Soientr > 1 ete > 0. Il existe un sous ensemble = V,.(¢) de W, tel
que, pour toutw € V,,

1 . 1
i€l (w)
et
Jim (v =1 (20)
Démonstration. H suffit de considérer I'ensemble

I ()] 1’ }
< €& .

Vr=Vr(s)={a)eWr] 7 5

Avec cette définition d&,, on vérifie que I'inégalité (19) est satisfaite.
De plus, comme

Vo= | W.nT“FnNE,
ue{0,....K,—1)4
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on a,
wVoy= > uW.NT™F.NE!)

= > w(W,nTF)u(E') (carB etC sontindépendantes)

=u(En (W, n |y T Fr> d'aprés (17)

ue{0,...,K,—1}4
— W(EQ) u(W,).

Par conséquent, (16) et (18) entrainent (20).
Ce qui acheve la démonstration du lemme 2.

Pour toutw € W,, on pose

o= A8

. R n
(i1,-.sia)ETr (@) r

4
x}ld ,l—d}eArCA.

n. n,

Remarquons que, potre Z¢ etw € W,, A(n, A, (w) N R;) = Ir, ) (i). Dorénavant, on
suppose ke <1/16 etr > 2. Siwe W,,0ona

r—1 =1
n:d/zsn(waA’(“’))‘:n:d/2 S A N R)YA(Tw
s=1 s=1

ie{l,...,n )4
r—1 d/2
—d/2 Z Z HFA( )
i€l (w) s=1 S
r—1 d/2
<y Y
iel (w) s=1 Ly
nd/2
<n 2T, (a))| d'aprés (6)
r
B 1
=7

D’autre part, sw e V, C W,,ona

’nr_d/zsnr (frv Ar(a)))| =|n d

1
> 5= 2¢ d'aprés (19)
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Ainsi, pour toutw € V, C W,, on a

n, 428, (f, Ar(@))] =

r—1
ny2s,, (me Ar(w>> +n7928,, (fr. Ar(©))

s=1

1 1

i VA I

><2 8) 4
1

:Z—28>0.

Ou on a utilisé le fait que, pourtous>r +1, w € W, eti e I',(w), f;(T'w) =0.

Notonsp = % — 2¢ > 0. Pour tout > 1 et toutw € V,, on air(4,(»)) =

Soits > 0 fixé. Il existers > 1 tel que, pour tout > r;, ;7 <.
Par conséquent, pour tout> rs, on a

w( sup |n; %S, (f, A) —n; %S, (f. B)| > B)
d(A,B)<$

> p( sup [n; %S, (f. A)| > B)
AM(A)<$

> n({w e V, | 25, (f, A @)] > B)
=u(V,) > 1 quandr — +oo.

L,
2nd"

On a donc montré que, pour tait- 0,

limsupp( sup |n~92S,(f, A) —n~28,(f, B)| > B) = 1.
n——+00 d(A,B)<$

Ce qui achéve la démonstration du théoréme.
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