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RESUME. — Nous étudions l'ordre de grandeur uniforme de fonctions aléatoires du type
Z,ﬂvzl Xif(nkx) ou f € A(T), {Xi}>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes
complexes centrées telles qii#X;|? < oo et {ni}r>1 est une suite strictement croissante
d’entiers positifs (le cas; réel étant aussi traité). Posoff?? = E,i\':lmxk 2. Sous une certaine
condition sur{ X}, nous montrons que

/ Supsu% SV X f ()

/2
o N>1xeT oR |OgnN

Ce résultat généralise dans un certain sens I'inégalité de Salem—-Zygmund. Une des applicatio
de cette inégalité est I'étude de propriétés locales des séries aléatoires du type Rademact
> ey aker f (nix) et gaussienne non-stationnal&ge ; ax gk f (nxx).
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dP < oo.

ABSTRACT. — We study uniform estimates for random functions of the fOPfl; X f (nxx)
where f € A(T), {Xi}r>1 is a sequence of independent complex random variables such that
EX; =0 andE|X|? < oo, and{n.}r>1 is a strictly increasing sequence of positive integers.
(the case of real sequenegis also studied). Lei2 = Z,iV:lIE|Xk|2. Under some condition on
{Xy}, we prove that

N
X
/Supsu%M dP < oo.
o N>1xeT /O']%, |OgnN

This result generalizes to some extent Salem—Zygmund inequality. We apply this inequality tc
study the local regularities of random series of Rademache@/iiel arex f (ngx) and of non-
stationnary gaussian type ;- ; ax gk f (nix).
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1. Introduction

Considérons une série de fonctions aléatoires de la forme

D X f (nex)

k=1

ou {X}i>1 est une suite de variables aléatoires complexes centrées et indépendants
définies sur un espace probabilisé comiet B, P) telles que

E|X? <00, Vk>1,
f une fonction de la class&(T), i.e.

I fllamy =D fm)] < oo,

nez

et {ni}x>1 une suite strictement croissante d’entiers positifs. Plus précisement, nous
étudions la grandeur de ses sommes tronquées dans le sens suivant, lesquelles s'avére
d’'une grande commodité dans les applications : prenons deux suites d'¢hfi¢xs.1

et {Ay}y>1 telles que O< Ay < Ay. Chaque couplgiy, Ay) décrira une somme
tronquée. Dans le théoreme suivant, nous aurons besoin de la condition suivante s
les deux Suite$nk}k>1 et{AN}N>1 :

nay =ciN? (YN >1) (£)

ol c; > 0, ¢, > 0 sont deux constantes. Signalons queAgspeuvent se répéter, mais
cette répétition est limitée par la conditi@d). Il est clair que siAy est strictement
croissante (i.e. sans répétition), la conditi@) est satisfaite aveg = ¢, = 1.

Posons

AN
of = > E[X%

k=

Pour tout entierr > 1, posons

1 &
Zy=sup\| = > 1Xul2.
Nza UN k=AN

Notre premier résultat est le suivant.
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THEOREME 1. —Supposons qu¢ € A(T) et que{ni}i>1 et {Ay}y>1 satisfont a
la condition (£). Supposons de plus que la suite de variables aléatoires centrées e
indépendante$X; };>1 satisfait a la condition

1 &
Esup,| — > X2 < oc. (V)
N21 \ ON k=\y

Alors pour toute suite de nombres régfs, },>1 et pour toutz > 1, nous avons

AN
X +
/ supsu% Ly XiS X+ OO\ ooy

\V 0'1%/ logn s,

ou C est une constante indépendante g Xy }r>1 et {Pii>1.

o N2>a xeT

Dans la section 4, nous discuterons de la conditidon

Le cas particulier olf (x) = €¥** correspond au cas étudié par Salem—-Zygmund [13].
Signalons qu'il y a une différence entre le théoréme 1 sous forme intégrale et I'inégalité
de Salem—Zygmund que Kahane a présentée dans [7] (p. 68) sous forme de probabilit
D’abord, Salem—Zygmund [13] ont traité le cas des variables de Rademacher et d
Steinhaus, puis Kahane [5] a donné une généralisation aux variables sous-gaussienn
La condition sous-gaussienne est ici remplacée par la condifipdans le théoréme 1.
Remarquons que sans la conditiaf) (il y a une inégalité faible :

dP < C| fllamy\/ o5 10g(nay)

dont la preuve est une simplification de celle du théoréme 1. De plus, nous signalons |
travail récent de Weber [15] qui étudie et généralise cette inégalité faible a des norme
d’Orlicz au lieu de la normé (), dans le cas oif (x) = e*™i*,

Si {Xih>1 = {exlk>1 est la suite de Rademacher (suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement réparties prenant les vajlduos —1 avec probabilité
%), la condition(V) est clairement satisfaite. Sdif; la somme partielle de

AN
/SU% Z Xi f(nex + Dp)

Q xeT k:}»N

> erag f (nix).

k=1

Le théoreme 1, appliqué a ce cas, donne l'intégrabilité de la fonction maximale

M = supsup [Sw (0l

N>1xeT /05 logn y

ol o2 = 3"V, |a,)?. En fait, Hoffmann-Jorgensen a montré qie posséde des
moments de tous ordres [4] (voir aussi [9], p. 159). Rappelons que Salem—Zygmunc
avait montré queM < co presque sdrement.
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Le théoreme se démontre par une méthode de randomisation gaussienne qui permet
se ramener aux estimations de Fernique. Les calculs sont d’abord faits avec la fonctio
exponentiellef (x) = €¥* et le cas général s'obtient par convexification. Le lecteur
est invité a consulter [14] pour trouver une description détaillée de cette technique d
randomisation gaussienne. Notre démarche est différente de celle de Salem—Zygmun
celle-ci étant basée sur l'inégalité de Bernstein pour des polyndmes trigonométriques.

Tel est le cas pour les fonctions périodiqugs:,x). Si lesn, ne sont pas entiers,
les fonctionsf (n,x) ne sont que presque périodiques. Notre méthode s’adapte encore
cette situation. Nous nous contentons d’énoncer le résultat suivant, une estimation loca
pour des sommes de Dirichlet aléatoires.

THEOREME 2. —Il existe une constant€ > 0 telle que pour toutd > 0 et tout
N>1ona

< Cy/Nlog(MlogN).

C’est une estimation du type loi du logarithme itéré, mais uniforme pourrteut
[—M, M]. Il mérite d'étre signalé que la norme uniforme urn connu une estimation
précise que Queffelec [11] a attribuée & G. Halasz :

N
> e

n=1

E sup

te[—-M,M]

N
log N

<G

N
Crim o < Esu% > e

Og N teR n=1

(C1 > 0 etC, > 0 étant deux constantes). Queffelec [12] a obtenu une généralisation de
cette derniére estimation en considérant*’* au lieu den’ (0< o < 3).

Comme application, nous étudierons les séries de fonctions aléatoires de la form
Rademacher

o0
Zskakf(nkx) (SR)
k=1
et gaussienne non-stationnaire
o
> grar f(nx). (S6)
k=1

Nous cherchons des conditions pour que les séfigs et (Sg) représentent presque-
sGrement une fonction continue sur le cercle. Nous donnerons également des estimatio
de leur module de continuité et verrons a quelle condition ces séries aléatoire:
représentent une fonction Lipschtzienne dordre(0 < o < 1). Ce faisant nous
montrerons que sous certaines conditions la convergence des séries alé&oirets

(Sg) est uniforme en.

Dans la section 2, nous rappelons deux inégalités dles a Fernique sur les process
Gaussiens. Nous démontrons le théoreme 1 dans la section 3. Des conditions plt
parlantes qué)’) sont discutées dans la section 4. La section 5 est consacrée a I'étuds
de séries aléatoires comme une application du théoreme 1. Puis dans la section 6, nc
donnons une généralisation du théoréme 1 au cag olest pas entier, et ce pour une
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famille de fenétrega ), A", N > 1}x>1. Enfin, le théoréme 2 est démontré dans la
section 7.

2. Préliminaires

Les preuves des théoremes 1 et 2 reposent sur deux inégalités fondamentales, die
Fernique, concernant la régularité des trajectoires de fonctions aléatoires gaussienne
Par souci de clarté, nous convenons de citer dans leur ordre d'apparition les outil
Gaussiens utilés dans ce travail.

INEGALITE 1. —Soit{Gy, N > 1} une suite de processus Gaussiens réels définis sur
[0, 1] dont les trajectoires sont p.s. des fonctions continues. Alors

E sup sup |Gy (x)| < K{supE sup|GN(x)]+Esup|§NaN|}
N>1x€[0,1] NeN xe[0,1]

ou K une constante absolug;, k > 1} est une suite isonormale et pour tovite N
oy = Ssup HGN(x)HLZ(Q).
x€[0,1]

INEGALITE 2 (Fernique [2]). -Soit g une fonction aléatoire gaussienne a valeurs
réelles, stationnaire, séparable et continue en moyenne quadratique. De plus, motons
sa mesure spectrale associée Bur définie par

El|g(s) — g)|]] = 2/[1— cos 2ru(s — 1)]m(du).
0

Alors on a

E sup g(a) < K{\J /min(uZ, l)m(du) +/\/m(]@2,w[) dx},
R+ R+

ael0,1]

ou K est une constante absolue.

INEGALITE 1 (Fernique [1]).-Soit X = {X(z): t € T} une fonction aléatoire
gaussienne définie sur un ensembBléni ou dénombrable. Soit de ply%;, k € [1, n]}
un recouvrement d&. NotonsS =T x --- x T,. Alors on a I'inégalité suivante

E{ sup [supX (r) —EsupX ()]} < % -sup{E[ sup X (s¢)] }

ke[l,n] teTy teTy seS kel[l,n]

3. Démonstrations du théoréme 1

Nous allons mettre en oeuvre dans cette section une technique de preuve qui repo
sur le jumelage de la randomisation gaussienne (étape 1) et de I'inégalité 1’ de Fernigu
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(étape 2) qui nous conduira naturellement a la condition d’équiintégrabititeNous

désignerons paf toute constante positives pouvant se modifier au cours de la preuve.
Nous commencons par le cas particulier mais essentigl(®ii= e**/*.
Etapel. Nous allons démontrer que

AN .
N Xrexp2ringx
E sup ki X OXP 2riny < CEZ,.
N>a \/ozlogn,, o

CommeEX, = 0, il nous suffit de montrer que

E/I{\LVAN (Xx — X;) exp2ringx

\Jo2logny,

ou (X, ) est une copie indépendante @€ ) etEx x désigne I'espérance sur I'espace ou
les deux suitegX;) et (X;) sont définies. Comm&, — X, est symétrique, on peut
supposer des le départ qug est symetrique (signalons qug, — X, satisfait a la
condition (V). Soit maintenante;) une suite de Rademacher indépendante Xjg.
Comme(X;) et (g, X;) ont la méme répatrtition, la derniere inégalité équivaut a

EX,X’ sup
NZ>a

<CEZ,

[e.0]

An .
N e Xrexp2ringx
Ey.. Sup DVE T P < CEZ,.
Nza \JoZlogny, 00

Alors, en vertu du principe de contraction [3], il nous suffit de montrer que

Z/jc\:NxN X lgr€cOS 2Zrnix + g, Sinngx]

\V 0'1%/ logn s,

ou (g,) et (g,) sont deux suites normales centrées reduites et indépendantes 'une d
l'autre.

Etape2. Conditionnellement au processUs;), nous appliquons l'inégalité 1’ a la
suite de vecteurs Gaussiens

ExE, ., sup < CEZ,
N2>

Za

o]

_ Z,/;NAN Xilgr €OS 2Zrnix + g, SN 2rnyx]

\/ 01%/ logn s,

a valeurs dans I'espace de Band&d(T). Alors

Gy

Eg o SUPSUAG v (x)| < C[SUPE, o SUPG y (x)| + E¢ supléngnl]
NZ>a xeT NZ>a xeT NZ>a

ou (&) est une suite isonormale et

Z,?;VAN Xilgr€cOS 2Zrnix + g Sinmngx]

\/o2logny

gy < Sup
x€[0,1]

2
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ou || - || désigne lal2-norme sur I'espace de probabilité ¢g),) et (g/) sont définies.
Un calcul simple nous montre que

1 i 1
1%’ —=AN legl’ZAN'

D’apres(L), logn,, > clogN, donc

/ EN ‘ I
ExEs su < CEZ, - E¢ su <C'EZ,.

Ainsi il nous suffit de montrer

Ex SUpE, , SUdGy(x)| < CEZ,.
NZ>a xeT

Dans la suiteGy = Gy (x) sera considéré comme une fonction aléatoire au lieu d'un
vecteur aléatoire.

Etape3. Remarquons d’'abord queX;j (¢ € T') est une fonction aléatoire gaussienne
définie sur 'ensembl@, alors pour touty € T, on a [3]

EsuplX;| < E|X, |+ EsupX,.

teT teT

Cela nous permet d’éliminer la valeur absolue. Appliquons cette remamGw&€xd pour
to =x = 0. Nous contrlons l'intégralg, , sup..r |Gy (x)| par la somme

A
>kt Xk8k

\V 0—1%' lognay

Ay + By :=E, + 2E, o, SUpGy (x).

xeT

Il est évident que

e i |Xk|2 1

\/IognAN

’ S ngk
\/Jozlogna,

D’autre part, la majoration d8y découle immédiatement des estimations de Salem—
Zygmund [13] ou elle y figure explicitement en les termes suivants : il existe une
constanteC telle queBy < CZ,.

Ainsi nous avons démontré I'existence une constante absolue telle que

Ex SUP(Ay + By) < CEZ,.

NZ>a

Etape4. Maintenant envisageons le cas général, qui peut se ramener au cas particuli
gue nous venons de considérer. Soi 0. Observons que I'application— jx (mod 1)
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est surjective. Donc

AN
Su% Z Xexp2imngjx)

xeT k= AN

AN
—Su% Z Xeexp(2inngx)|.

xeT k= AN

Ce qui donne une méme borne supérieure dans le?¢4$ que dans le cas’®*. En
examinant les trois étapes précédentes, on voit que la méme borne supérieure est aL
valable quang = 0.

En développany en série de Fourier, on a

A AN ..
=iy X Z N X exp(2
E SUpsu% > ko Xi S (xng) |f(])]E Supsu% >kt Xk €Xp(2rijngx)
N>a xeT 0‘1%/ |Ogl’lAN JeZ >1xeT 01% IognAN

< fllae - CEZ, < +o0. O

Nous pouvons affaiblir la condition stipulant que la syitg}; >, est a valeurs entieres,
en lui permettant de prendre des valeurs réelles. Dans ce cas, les méthodes de Sale
Zygmund ne s’appliquent plus. Dans cette nouvelle situation nous utiliserons I'inégalité
2 de Fernique. Nous examinerons cette situation dans la section 6.

Nous pouvons encore nous passer de la condifignsi nous nous contentons de
l'inégalité faible suivante

AN
> E|Xi[?logny, .

k=AN

AN
Esu% > Xif (mx + @) <

xeT k= AN

En effet, la preuve est plus simple que celle du théoreme 1, car on ne prend pas sup
et donc I'étape 2 peut étre supprimée. Nous invitons le lecteur a voir I'article de Weber
[15] pour une autre approche.

Remarquons qu’étant donnée une suite d’enfiefk.>1 strictement croissante, nous
avons

C1/NlogN <E sup Zs e2inx| < Cov/Nlogny
xe[Ol]

(C1 > 0etC, > 0 étant deux constantes). La premiere inégalité, nécessitant la croissanc
stricte de la suite d’entieffs, };>1, est due a Marcus et Pisier [10] (p. 118) et la deuxieme
est une conséquence de I'inégalité faible citée ci-dessus. Ces estimations sont a compa
avec celle du théoréme 2.

4. Lacondition (V)

La condition(V) est vérifiée par toute suifeX,},>1 de variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées (I.1.D.) telles HUE,|?> < co. En effet, comme
o4 = NE(X1)?, la condition revient &+/X* < oo ol

1
X*=sup— > X%

N1 N 1<k<N
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Or, selon le théoréme ergodique maximal de Hopf }8],est faiblement.!-intégrable.
DoncEX* < oo pour tout O< r < 1.

Notons que I'argument du théoréme ergodique maximal de Hopf peut étre remplac
par le fait que

1

~ > Ixl?

1<kEN

est une martingale a I'envers et que I'on peut appliquer I'inégalité maximale de Doob.
La condition 1.1.D. ci-dessus étant trop forte en générale, nous discutons maintenar
une condition qui assur@’j dans le cadre suivant.

THEOREME 3. —ConsidéronsX; = a;Y; ou {Y;};>1 est une suite de variables
aléatoires 1.1.D. telle que pour uh < p < 2,

E|Y1|% < o0

et {a}r>1 une suite de nombres réels. Pour todt > 1, notonso? = Y5, a?,
Supposons de plus que

o0
1
ar =0(D), Z 20— < o2y = O(ow). ()
=1 Noy
Alors nous avons
1 N
Esup,| — Y af¥? < oo.

NZ1\ ON 21
Ce résultat nous conduit a faire deux remarques importantes.

Remarquel. — Lorsque{Y;},>1 est une suite de Rademacher, la conclusion du
théoréeme 1 est vérifiée sans I'hypothegg;(cette derniere étant triviale dans ce cas.

Remarque2. — Lorsque{Y;};>1 est une suite de variables aléatoires gaussiennes
centrées et réduites, la conclusion du théoréme 1 est encore vérifiée sans I'hypothé
(V) ; cette derniére étant ici non-triviale. En effet, dans le cas Gaussien, nous pouvon
supprimer I'étape de symétrisation dans la preuve du théoréme 1; et ainsi éviter I;
condition ().

Démonstration du théoreme 3Neus remarquons d'abord qu'il suffit d'établir
linégalité sur I'index géométriqué; = {2/};>1. Cette remarque et la concavité de la
fonction racine carrée entrainent qu'il suffit de prouver

1 N
Esup— > af¥? < cc.
Nely O—N k=1

Nous symétrisons maintenant le probléme. Pogns Y2 — Y, ol (Y;) est une copie
indépendante de la suitg;). Il n'est pas difficile de voir que la derniere inégalité
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résultera de

1<,
Ei?ﬁ %;akw{ < 0.
Or,
1 N
(ESUD ZZank> ZE ZZakUk CZEUF ZZakUkek
Nen|ON =1 T = Neh ON k=1

ou (e;) est une suite indépendante de Rademacher (choix de sigrés)net constante
universelle. Cette majoration provient de la symétrie des varidlest de propriétés
usuelles de convexité. Conditionnellement a la suite de variables aléatbjresous
avons

p/2

N p N N
2 4yr2 2
ES E akUksk E akUk SC,,E akplUkl”
k=1 k=1 k=1

ou C, est une constante ne dépendant que deinalement, en intéegrant par rapport a
la suite(U;) nous obtenons

1 N
(E Sup| — > atus
Nely N -1

Les conditions(x) sont satisfaites giy;| est décroissante, mais pas trop vite de sorte

queo;” ? est au moins de I'ordre de 16§’ N, avecy > 0 lorsqueN — co.

p 00 1
)gc,,ﬂaumzl’zm <oo. O
NlN

5. Sériesaléatoires

Nous allons étudier les sérig¢Sy) et (Sg), définies dans l'introduction, en suivant
le schéma présenté dans [5]. Grace a l'inégalité de Salem—Zygmund sous la form
intégrale que nous avons obtenue, la preuve est plus simple bien que les séries soie
plus générales. Notons

si= | > lal? (j=0,12..)

2/ <k<2/+1

et supposons que la suite d’entigs };> Soit strictement croissante, a croissance
polynomiale :
ng=0(k") (0<d <+00). (P)

THEOREME 4. —Supposons quéP) est satisfaite et qug € A(T). Alors (Sg) et
(Sg) représentent presque-sirement une fonction continue si

si 40, Zsj < +o00.

De plus, sous cette condition la convergence des séries de fon¢igh®t (S;) est
uniforme, presque-sirement.
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Dans le cas ou la suitg;} >, n'est pas décroissante, nous obtenons encore la méme
conclusion si

2k+1

ZZ"/Z > 52 <oo.
k=1 m=2k
Supposons de plus que

s;=0(j727")

ol B8 > 0 ou bieng =0 maisy < —1. Alors, d'aprés le théoréme précédent, chacune
des séries aléatoirgsSy) et (Sg) représente presque-sirement une fonction continue
gue l'on désigne indifferamment dans la suite parLe théoreme suivant donne des
estimations du module de continuité Hedéfini par

wp(h)= sup |F(t)— F(t")| (Yh>0).

le—1|<h
THEOREME 5. —Supposons que la dérivég € A(T), s; | 0 ets; = O(j7275/).

Alors
(@) Lorsque0<d <1, =0, y <-1

wp(h) = O<|091+V %) .
(b) Lorsqued >1,d>pB>d—1
_ 14+p—d 1+y 1
wrp(h) =0\ h log 7w )

(c) Lorsqued >1, B=d, y > —3

wp(h) = O(h IOgl_H/ %) .

1
(d) Lorsqued > 1, B=d, -1<y <—3

wp(h) = O<h log? %)

Voici un corollaire du Théoréme 5 qui donne des conditions pour que la safndee
la série(Sg) ou bien de(Ss) soit une fonction lipschtzienne.

COROLLAIRE. —Supposons qug’ € A(T) et ques; = O(27#/) pour un certain
B >d— 1. Alors F € Lip, presque-sirement, avec< S.

Démonstration du théoréme 4Neus suivons [5]. L'argument que I'on présente ici
est un peu plus simple, car on se passe du lemme de Borel-Cantelli grace a l'inégalité c
Salem-Zygmund sous la forme intégrale (théoréeme 1). Nous commengons par traite
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le cas des séries du typex). Soit (Ny)r>1 une suite d’entiers positifs strictement
croissante, tendant vers l'infini. Posons

Ni+1—1

VE=1, Px)= > emtyf(nx).

m=Njy

Nous préciserons le choix dev;) plus tard.
Il nous suffit de montrer que presque slrement,

+00
> sup Pi(x)] < oc.
k=1 xeT

En vertu du théoréme 1, nous savons qu'il existe une variable aléatoire positive
intégrables, donc presque sGrement finie, telle que

Niy1-1
supg Pe(x)| <& |09”Nk+1< Z |am|2> =: by.

xeT m=Nj

Il nous reste donc de choisitv,) telle qued” b, < oco. ChoisissantV, = 22k, nous
avons la majoration (quitte & modifierd’'une constante multiplicative)

2k+1_1q
( > si) = E¢y.

m=2k

by <242

Grace ala décroissance gdela série de terme général est convergente si et seulement
Si Y >0k < 0o. Ceci prouve le théoreme 4 dans le ¢&g).

Dans le cas des séries aléatoires du tyfi) nous obtenons le méme résultat en
posant

Ni+1-1
Vk = 17 Pk(x) = Z gmamf(nmx)-
m=Ny
En effet, d’aprés la remarque 2 (voir 84) et le théoréme 1, on conclue de maniére
analogue pou(Sg). O

Démonstration du théoréme 5Reprenons les notations introduites dans la preuve du
théoréme 4. Comme précédement, il suffit de considérer le cas des séries dsiklype
car notre démonstration reposera uniquement sur I'estimation type Salem—-Zygmun
provenant du théoréme 1.

D’abord, nous avons la majoration triviale suivante

wr(h) S wpy(h) +2) _ SUPP ()|
k=1*X€
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oll Po(x) = MY ey f (nix). Comme

wPo(h) <

xeT

ol Pj(x) = St agnyey f(xni), NOUS avons

wr(h) <h squo(x)| + ZZsquk(x)|
k= lXE

Pour tout O< 2 < 1, nous noterons la partie entiere de qu} Lentier r > 1 étant

fixé, choisissonsV, = N, = o2t pour k > 1. Réarrangeons les entiefé, ; (t >
1,k > 1) dans l'ordre croissant. Notonsy la suite croissante obtenue. Remarquons
gue pour touin > 1,

Card{(t, k): N;x <m} <log,m -log,log,m < (log,m)?.
Ceci implique queA,, > A jog,m)2 = m, €t donc que la conditionl) est satisfaite par

(Ay) et(ny). Appliquons le théoreme 1 (la conditi@) est trivialement satisfaite) : il
existe une variable aléatoire intégrable: 0 indépendantele r et dek telle que

N1—1
SUHP(;(X)| < S\J IOgl’lN1< Z |nmam|2> =:b
xeT

m=1

et

Niy1-1
SUﬁPk(xﬂ <é |09”Nk+1< Z |am|2> =:by.
xe

m=Ny

Rappelons qué et b, dépendent de, cette derniére dépendant de Ainsi, nous
obtenons

wr(h) < hb+ ZZbk
k=1

Dans la suiteg pourra étre modifiée d’'une étape a l'autre, mais restera intégrable.
Rappelons que,, = O(m?). Donc nous avons

j=1

b< gd Ty RiE=p j2r

et

T2k—
bt |24 S 2w

j= —r2k-1

Distinguons les trois cas suivants pour contrdler
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(i) Si0< B <d, alorsh < £72+7277(F=d),
(i) Sip=dety >—3, alorsb < §r11+V.
(i) Si p=dety <—1, alorsb <&t2.
Distinguons aussi les deux cas suivants pour contigler
(1) Sip > 0, alors

Zbk <§Z(T2k)%+yz—ﬂrzk < S_L_%—&-yz—ﬂr.
k=1 k>1

(2) Sip=0ety < -1, alors

Zbk QSZ(IZI‘)HV <§Il+y-

k=1 k=1

Alors (i) et (2) donne (a), (i) et (1) donne (b), (ii) et (1) donne (c), (iii) et (1) donne
(d). La preuve du théoréme 5 est ainsi terminée.

Nous terminons en signalant que les études précédentes s'étendent aux séries
fonctions aléatoires :

o0
D Xi f (mex + @) (S)
k=1
ou {X;}x>1 est une suite aléatoire indépendante et centr¢égi~1 est une suite de
nombres réels. Le r6le de sera joue par

1/2
s,:( > Ele|2> .

2 <k<2i+1

Mais une condition de type/) sur les variables aléatoirgg, doit étre satisfaite.

6. Caspresque périodique

Nous présentons un résultat qui généralise le théoréme 1 en vue d’autres application
comme par exemple, I'étude de théorémes ergodiques pondérés et I'étude de la régular
locale des fonctions représentées par des séries aléatoires. Cette généralisation a p
objet I'étude du comportement asymptotique de séries aléatoires vues sous I'angle d'ur
famille de fenétres. De plus, nous ne supposons pas a priori que la série aléatoire €
periodique comme précédemment : la syitg};>1 sera supposée a valeurs réelles et
croissante au sens large. Dans ce cas nous sommes en présence de séries aléat
presque-périodiques, c'est la raison pour laquelle notre étude sera éffectuée sur L
intervalle du typgd—M, M] ou M est un nombre positif fixé. Dans cette situation ou les
choses sont vraiment nouvelles et ou les méthodes de Salem—Zygmund ne s’applique
plus, nous voyons que I'emploi des inégalités 1, 2 et 3 de Fernique (cette derniére étal
citée dans cette section) est crusial.
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Supposons que

=" f (k) [v/Tog([k[ + 3) < oo,
keZ
(cette hypothése étant plus forte qfies A(T)). Considérons une famille de fenétres
(A, A B < AP} indexées pak > 1 et N > 1, et une suite de variables
aléatoires centrées et indépendantes possédant un moment d’ordre deux.
Supposons que la condition suivante soit vérifiée :

A
E sup Z 1X |2 < 00 V)
NZ21LK>1 O—NK j )L(K)
ou
AL
2 2
ohx= > EIX;
j=xy

Enfin, considérons une suite croissante de réels positifg~1 telle qu'il existe deux
constanteg”; etC, avec :

K>1 VN>1 n,m>CN (L)

THEOREME 6. —Dans le cadre décrit ci-dessus, pour tout réel pogiif> 0 et tout
entiera > 1, nous avons

A

Z A(K)X f(” iX)

\/O’N,K log(M nAxo)

/supsup sup

J KZINZaxel-M,+M]

P< C|IfIl EsupzX
K>1

ou C est une constante indépendante g X, }x>1, K et M, et

AP

ZX = sup Z 1X ;2.

N2a N, j= (K)

Remarques- Si nous supposons que la sufig},>1 est a valeurs entieres et que
f € A(T) alors nous avons l'extension suivante du théoreme 1 pour une famille de
fenétres :

(K)

%Z?jxgv’” X;f(n;x)

d
N A log(r , )

Dans le cas olX; = ai&,, I'hypothése (V) est vérifiée. Dans le cas oKy = a,gi
({gx}k>1 €tant une suite isonormale), le théoreme 6 est vrai sans la conditipn

/supsupsu

o K>1NZ>a xeR

P<ClfllamEsupZ; .
K>1
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(voir section 4 a ce propos). De plus il nous semble important en vue des application:
d’insister sur le fait que la constantene dépend pas de la famille de fenétres.

Un exemple d’application est I'extension des résultats du Théoréme 4 aux série
aléatoires du typ€éSy) et (Sg) au cas presque-périodique. Soit

o0
> gear f (nix). (S6)
k=1
Notons
si=. > la? (j=012..)
2/ Kk<2i+1

et supposons que la suite de réels posiiifg,> soit croissante et telle qu’il existe un
nombre O< d < +oo et une constant€ > 0 avec

n; > Cloglogk et ny=O(k"). (P)
Enfin considérons un élémeyitde A(T) tel que

A= ">"| f (k)| \/log(lk| + 3) < oo.

keZ

Alors (Sg) représente presque-sirement une fonction continu sur

si 40, Zsj < +o00.

Il en est deméme pouiSy). De plus, sous ces conditions la convergence des séries de
fonctions(Sk) et (Sg) est uniforme sur tout compact, presque-slrement.

De la méme maniére nous pourrions étudier leurs modules de continuités. Pour c
faire il suffirait de considérer la famille de fenétriga ', A\): BAS < ALK} définie
par A& = 2K2"" et A) = 262" avec I'entierk > 1 (cf. preuve du théoréme 5 avec
K :=1). D'ol I'étude de séries aléatoires du type suivant :

VxeR, F(x)=)_ e&af(xvklogk).

k=1

Démonstration du théoreme 6Neus présentons ici uniquement les points qui
different de la preuve du théoréme 1. Nous appliquons I'estimation gaussienne suivants
gui généralise l'inégalité 2.

INEGALITE 3.-—Soitg une fonction aléatoire gaussienne a valeurs réelles, station-

naire, séparable et continue en moyenne quadratique. Notons garmesure spectrale
associée suR™ définie par

E[|g(s) — g(t)|2] = 2/(1— cos 2ru(s — 1)) m(du).
0
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Alors I'espéranceE sup,;_ ) & (@) €St majorée, a une constante universelle pres, par

/min(ZMuz, l)m(du)—{—/\/m(]zex—M,ooDdx.
0 0

Nous appliquons l'inégalité 3 a la fonctigr{M«) dont la mesure spectrale associée
surR™ est

E[|g(Ms) — g(M1)|*] = 2/(1 — cos ruM(s — t)) m(du)
0

d’'ou I'inégalité 3. Observons que giest une fonction aléatoire stationnaire, les mesures
spectrales dg et d'une quelconque translatgg(o) = g(r + «) de g sont les mémes.
Cela nous permet d’obtenir des majorationsEXgup, g(«) ou « est restreint sur un
intervalle arbitraire de longueur2.

Etapel. Notons/l,, = [—M, M] Nous commencons par la preuve du cas particulier
mais essentiel f (x) = €*. La procédure de randomisation gaussienne (cf. étape 1 de
la preuve du théoreme 1) nous conduit a étudier

79
v «) XjlgjCOS2rn;jx + g’ sin2tn ;x]

=
\/a,%,,( log(M nA§VK>)

Ex, ¢ ¢ SUPSUP SUP
K>21NZ>axely

Nouvelle étapeFixons X et le réel positifM. Conditionnellement au processis
notons

A .
3o Xjlgj cOS 2unjx + g sin 2 jx]
N
\/af,’K log(M nA%())

PourK et N fixés, G (x) représente (a une modification de trajectoire prés) une fonction
aléatoire a trajectoires presque-slirement continues. C’est la raison pour laquelle no
pouvons nous restreindrelg N Q pour montrer qué&s est bornée. Ainsi nous majorons

G(K,N,x)=

E supsup sup |G(K, N, x)|. (1)

K>21NZ>axelynQ

Nous pouvons supprimer les valeurs absolues, sans modifier la nature de la majoratic
de (1) car le colt a payer est du méme ordre que le majorant annoncé
Pour appliquer l'inégalité 1, fixons un entierassez grand et notons

T={1,...,n} x Nx Iy NQ).

L'ensembleT ainsi formé est au plus dénombrable et nous proposons de majorer
E sup, G indépendamment deet ainsi conclure par croissance. Notons

T, ={k} x Nx (Iyy N Q).
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Il est clair que{T;} est un recouvrement dé. Posons enfin
S=T1 x---xT,.

En vertu de I'inégalité 1, nous avons

EsupG(t) < EsupE sup G(sg) + sup E supG(r).

teT seS  K=1,.., sl t€TK

Concernant la partie
sup Esup sup G(K,N,x),
1I<SK<n  NZaxelynNQ

il suffit d’appliquer le théoréeme 1 pout fixé. Nous obtenons la majoration suivante,
indépendante de I'entier :

sup Esup sup G(K,N,x)<CsupzXk.
1<KK<n  NZ2a xelynQ K>1

Il ne reste plus qu'a étudier :

SUpk sup G(sg).

seS  K=1,..,

De facon explicite, I'expression ci-dessus s’écrit aussi

A(K) .
ijfuo Xjlgjcos2rn xg + g sin2rn x|
SupE sup [ Nk

1<K<n

(2)

\/O'I%K,K |Og(MnA%(K))

ou le premier sup est pris s{ifxy, ..., x,) € (Iyy NQ)" et(Ny, ..., N,) € N*}. Posons

ANK = \/O'I%K,K |Og(MnA§VKK>)

Fixons(xi, ..., x,) € Iy NQ)" et(Ny, ..., N,) € N”. Notons enfin le processus Gaus-
sien

Avg
1 .
GNK X [g] COSZTI’lj)CK +g; SInZTnij].
ANK Py
=AN

Afin de majorer(2), nous remarquons que

SUPE sup |Gyl < sup  E sup sup|Gy, (x)|. (3)

1<K <n (N1,....,Np)e(N)* 1<K <nxely

Nons allons majorer le membre & droite de (3) de fagon indépendante de ligntier
qui nous permet d’obtenir une majoration @ par croissance Su.
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Appliquant l'inégalitt 1 a la suite finie de fonctions aléatoires gaussiennnes
{G N hi<k<ny ESUP ¢ k<, SURcg,, |Gy (x)] €St majore par

CEx{ sup E; o sup|GNK(x)|+Eg sup lgng qng |} 4)

1<K 1<K <n

ou C est une constante universeligy, }1<k <» Une suite isonormale et

4 < SUP| Gy (),
xely

En vertu de I'hypothésél), nous obtenons sans peine

A(K)
Z X(K) | | N
Eg SUp |gNKQNK|<Eg SUp (K) £
1<K <n 1<K <n Ay /logn , )
K K Z )L(K) IE’:|X |2 g ANK
A%(K) 5
Z ., (K) |Xj|
< sup LE sup gi (5)
= (K) 8 .
1<K <n Ay 1<k <nl v/TOg Nk
Z )L(K) E|X |2
L'intégrabilité exponentielle des vecteurs Gaussiens assure que
gNK
sup E, sup [7] < 00,
(e NpeNn 1<k <n L/T0g N
indépendamment deet de la suite d’entiefNg } ¢ >1.
On obtient ainsi
(K)
L 1,
Exs SUP lgneqng| <Ey —sup ~ sup A(K)— (6)
<K<n N1,...,N, m1<K<n
(oS 2, 2 BIX P
La condition(V) assure québ) est majorée par :
1 A
E sup — |X |2
NZ>a,K21 01%/,1( .Z(K) !
]:)‘N
indépendamment de
Enfin, il reste & majorer
Ex sup sup E, o sup|GNK €3] (7)

(N1,..., Np)eNt 1<K <n xely
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indépendamment de. Nous remarquons que cette estimation est I'analogue de celle
traitée dans I'étape 3 de la preuve du théoréme 1 goufixé. Ne pouvant plus
appliquer les estimations de Salem—Zygmund car la quith.>1 n'est pas supposée

a valeurs entiéres, nous employons dans cette situation I'inégalité 2, plus préciséme
son extension : I'inégalité 3. La mesure spectrale définieRsuassociée a la fonction
aléatoire gaussienne stationnaffg, est

1 Wk
My, = |X;1%6
Nk 2 | J njos
ONk. K OgnAm j—k(m
=AN

ou é, désigne la mesure de Dirac concentrée au poihtous obtenons alors

xely

E, o Sup]GNK(x)| { /min(uz, 1) mNK(du)—i-/\/mNK(]eprz,oo[)dx}.
0 0

Il est trivial que le premier terme entre accolades est majoré par

AK)
1 N
VRS C | —— > X2
ONk,K ._ &)
J=hy

ou C est une constante universelle.

Pour le deuxieme terme, procédons a un découpag®tdsuivant la subdivision
croissantg0} U {/Togn;, Ay’ < j < AL’} Nous pouvons majorer le deuxiéme terme
par

A(K>

1 N
> \/Iognj \/Iognj 1]( > |Xk|2>
\/O—NK,KIOgnA%() (5 k=j

ALK A(K)
Z N (K) |Xk|2 Ag\llo E (K) |Xk|
S M | | | 2w
o2 loan o > [\/Og”j - \/Ognj—l] S >
Nk, k 109 AﬁvK) j= ) Nk, K

- N
avec la conventior/logng = 0.
On en déduit que
Ex  sup sup E, sup!GNK (x)] < CEsupZ¥ < oc.

(N1,.... Np)e(N)" 1<K <n xely K>1

Ceci termine la premiére étape.
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Etape2. Nous envisageons maintenant le cas général, en considérant une fghction
telle que

f@ =Y fexp@irky), Y |fk)]/Iog(kl+3) < co.

keZ keZ

LEMME. —Sous les hypothéses du theoré®ngour toute suite croissante au sens
large{n ;};>1 deréels positifs, et pour toéte Z, nous avons

(K)

A .
sup / supsup sup il dP < CEsupZ,
keZ ) KZ1NZaxely \/Iog (k| + 3)0,?,,(,,< log(M I’lAﬁvK)) K>1

ou C est universelle.

Démonstration du lemme.lksuffit d’adapter I'étape 1 a la suite croissafikgn ; } j>1
pourk fixé non nul,en remarquant que

@Vx+y<2/xy (Vx>=1Vy>1).

(b) La mesure spectrale définie SR associée a la fonctionaléatoire gaussienne
stationnaireG y,, pour la suite{|k|n;, j > 1} dépendant du paramettest la suivante :

(K)
1 il
2
Myg k= 7 > X P8,
ONg K |Og (Jk] +3) IOgnAﬁvK) s J
=1

Lorsquek = 0, le lemme est vérifié. Ceci termine la preuve du lemme.

Appliquant le lemme respectivement pour lepositifs et pour les négatifs et en
utilisant le fait queiz| = |z|, nous obtenons

03
AN
)
_)LN

> X;f(njx)
7

dP

/supsup sup

o KZ>21NZaxely

(K)

A .
Ej:NAE\f) X ; exp(2imkn ;x)

\/Iog(|k| +3)02, & log(M n,,x)

<l fllsup /[ supsupsup dp

keZ o K>1NZ>axely

<IIfICE supZf < oo.
K>1

Ceci achéve la démonstration du théoreme 8.

7. Estimation desommesdeDirichlet

Voici un résultat qui découle en partie de la démonstration du théoréme 6; c'est
pourguoi nous proposons de le présenter de facon autonome. Nous en déduirons u
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estimation locale pour les sommes de Dirichlet (théoreme 2). Dans cette situatior
l'inégalité 1' de Fernique semble remplacer avantageusement les méthodes d’entrop
métrigue comme par exemple le théoréme de majoration de Dudley, carici on ne sait pé
estimer la métrique hilbertienne associée

1/2

N
d(s, 1) = <Z|k” - k“|2>

k=1
contrairement au cas des séries de Fourier, qui conduisent a

1/2

N
d(s, t) — <Z|elks _ eikt|2>
k=1

gue I'on sait parfaitement estimer.

THEOREME 7. —Soient{e,};>1 la suite de Rademaché#; },>1 une suite de nombres
complexes efn, },>1 une suite croissante de réels positifs . Soit un iget 1 et f une
fonction dansA(T) telle que|| || < co. Alors

E sup

te[—M,M]

Z exax f (ngt)| <

k=1

N
CIIIfIIIJ > lax|?log(Mny),
k=1
ou C > 0 est une constante indépendante eV etM.
On obtient le méme résultat si I'on remplaeg};>1 par une suite isonormalg; }¢>1.

Démonstration du théoreme 7. —
Etape 1. Fixons N et commencgons par supposer qfig¢) = €279  En vertu des
procédés de symérisation, il n'est pas difficile de constater que

E

&
te[—-M,M]

1
Zskak exp(2imtny)
VI, la2log (2Mny) it

1
/SN, laxl2log (2Mny)

<CE,;, sup
te[— M M)

N

X Z ax (gx cOS(2tny) + g Sin(2riny))|,
k=1

ou (gx) et (g;) sont deux suites isomormales indépendantes. En vertu de la premiére
relation de I'étape 3 de la preuve du théoréme 1, appliqguée au processus Gaussien

1 N
- \/ZN — > ai(gecos(2ming) + g sin(2rtny)),
i1 lak|?log(2Mny) k=1
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ona

1
E,, sup |X/|<————+E,, sup X,.
88 ze[—MF,)M] " /log2Mny) i te[—MI,DM] '
Nous appliquons ensuite I'inégalité 3X4.Sa mesure spectrale associée Rdr est
donnée par larelation :

1 N
pLH

YN laxl?log (2Mny) =

Nous obtenons ainsi

E,, sup X, <C { /mln 2Mu?, 1 m(du)—i—/\/ )dx},
te[—M.M]

ou C est une constanteuniverselle.
D’une part

1
V10g(2Mny)

D’autre part, la croissance de la suftg },>1 nouspermet de montrer que

[ (gl

Pour ce faire,il suffit de considérer la subdivision croissante suivanfR*de{{0} U
{v/Tog(@2Mny), k < N}}.

Etape2. Considérons maintenant le cas flaelle que||f|| < oco. Lidée consiste
a appliquer l'estimation de I'étape 1 a la suitg|ng, k > 1} pour j entier relatif
fixé. Formellement nous obtiendror\yéz,f':1 lax|?log (2M | j|ny) comme normalisation
pour tout j # 0. C’est la raison pourlaquelle il peut-étre plus commode de considérer

la normalisation suivante\/z,f’:l|ak|zlog (2Mny)log(]j| + 3). Dans cette situation
nous obtenons de facon analogue a I'étape 1 (voir aussi le lemme dans la preuve c
théoréme 6).

/ min(2Mu?, 1) m(du) <

1 N
> ewar exp(2ime| jlng)| < oo.

SUpE, sup
VI, la[2log (2Mny) log (1] +3) it

jeZ  te[-M,M]

Ce qui termine la démonstration.d

En appliquant le théoréme 7 a la suite croissante de n¢elslogk, aveca, = 1 et
f () =€, nous obtenonsle théoréme 2, énoncé dans l'introduction.
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