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RESUME. — On prouve dans ce travail qu'un automorphisme générique d'un espace de
Lebesgue peut étre inséré dans un flot. On montre aussi qu'une action du groupe dyadiqt
n'est, au contraire, génériquement pas plongeable dans un flot. Enfin, ce travail s’achéve p:
une discussion technique qui établit I'équivalence entre les notions de dlotothorphismes
(dont chaque temps n’est défini qu’a un ensemble négligeable prés) et detfarisfermations
ponctuelles.
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1. Introduction et annonce du résultat
1.1. Automorphismes génériques dg0, 1]

On se place dans ce travail sur I'espace probabilisé formé de l'intef@allé muni
de la mesure de Lebesgue Une transformation inversible préservant la mesure de
cet espace est une bijectian [0, 1] — [0, 1], telle quet et T~ soient mesurables,
et qui vérifie pour toute partie mesurahle de [0, 1] u(tA) = w(A). On convient
habituellement d’identifier deux telles transformations qui coincident en dehors d'un
ensemble négligeable, et on appelldomorphismes d@, 1] les classes d'équivalence
ainsi constituées.

Le groupe2 des automorphismes d6, 1] est classiguement muni d’une topologie
dite faible, qui en fait un groupe polonais. Une distatengendrant cette topologie, et
pour laquelle2 est complet, peut étre définie comme suit : pour tolt1, notonsy, la
partition de[0, 1] formée par les2intervalles[;j/2", (j + 1)/2"[, j € {0, ..., 2" — 1},
et posons pous et 7 dansQ2

deéf

dy(S,T) =) (W(TTFANSTHA) + (T A\ 54)),

AeP,
puis
(5.7 €S Lo 5.1,
n>1 2
Cette topologie faible fut introduite dans le célebre livre de Halmos [2], ou apparait auss
la notion degénéricitépour les propriétés des automorphismes.
Rappelons qu'un sous-ensemble d’'un espace topologitjaest dit génériquesi il
contient une intersection dénombrable d’ouverts densesiansrsqueE est polonais,
tout sous-ensemble générique est dense.
Soit P une propriété susceptible d'étre vérifiée par un automorphism@®,dg, et
désignons par le méme symb®&densemble deg” dans2 qui vérifient cette propriété.
On dit qu'un automorphismgénériquede 2 vérifie P si 'ensembleP est générique
dansQ. Halmos a ainsi établi qu’'un automorphisme génériquéldi] est faiblement
mélangeant, mais non mélangeant. Du travail de Katok et Stepin [3], on déduit auss
gu’un automorphisme générique est de rang 1 et rigide, ce qui implique en particuliel
gue son commutant est non dénombrable (voir par exemple [5]).

1.2. Le probléme de l'insertion dans un flot

Récemment, King a montré dans [6] qu'un automorphisme générique possede de
racines de tout ordré > 1 (pour tout entietk > 1, une racine d’'ordré& de T est un
automorphismes tel que S*¥ = T). De ce résultat découle naturellement la question
suivante, que King pose dans ce méme article : est-ce qu’un automorphisme générigt
peut étre inséré dans un flot (une actiori)&

Avant de poursuivre, il convient de définir plus précisément ce que I'on entend par
flot. Dans le cas de I'étude d’'une actiondgil n’est en général pas génant de confondre
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transformation ponctuelle et automorphisme (classe d’équivalence de transformation
ponctuelles qui coincident hors d’'un ensemble négligeable). Mais lorsque I'on considér
une famille d’automorphismes indexée @arnon dénombrable, il n'est pas évident
de passer de l'une a l'autre de ces notions sans se heurter aux problémes posés |
les réunions non dénombrables de négligeables. Les flots considérés ici seront d
familles d’éléments d& ; pour dissiper toute ambiguité, on les nommera d’ailleurs des
Q-flots. Une discussion plus approfondie sur le rapport entreczéipts et les flots de
transformations ponctuelles se trouve a la fin de ce travail.

DEFINITION 1.1.—On appelleQ-flot une famille(T*);cr d’éléments de2, telle que
'application ¢ — T’ soit un morphisme continu du groug®, +) dans le groupe?.

On peut maintenant énoncer le principal résulat du présent travail.

THEOREME 1.2. — Pour un automorphisme génériqiiede [0, 1], il existe unQ2-flot
(T")er tel queTt =T.

2. La méthode développée par King

Pour montrer qu'un automorphisme générique posséde une racine carrée, King
développé dans [6] une méthode utilisant un certain nombre d’arguments topologique:s
Ces mémes arguments seront utilisés dans la suite pour la preuve du Théoreme 1.2.

Explicitons ici la technique de King, dans le contexte abstrait d'une proiéignt
on veut montrer qu’elle est génériqguement vérifiee dans

2.1. Laloi 0-1 pour les propriétés dynamiques

Glasner et King ont établi dans [1] une loi 0-1 pour les propriéigsmamiquesies
automorphismes dai§s, qui constitue le premier ingrédient de la preuve de la généricite.

Rappelons qu'un sous-ensemlile d'un espace topologique est ditaigre si son
complémentaire est générique. On dit qlieest presque ouvert si A peut s’écrire
UAM ouU estouvert el est maigre.

DEFINITION 2.1.—La propriétéP est dite dynamique si

— P est stable par conjugaisorsi T e Q vérifie P, ¢ 1T ¢ vérifie aussiP pour tout
e,

— I'ensembleP est presque ouvert darss.

THEOREME 2.2 (Loi 0—1 pour les propriétés dynamiquespPeur toute propriété
dynamiqueP, 'ensembleP est soit maigre, soit générique.

Pour montrer la généricité dg il suffit donc de vérifier qué® est bien une propriété
dynamique, puis de prouver qéene peut pas étre maigre.

1 Traduction de I'expression “almost open” utilisée dans [6]. La méme propriété est nommée “Property
of Baire” dans [8], et abrégée en “BP” dans [4].
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2.2. Image continue d’un polonais

La premiére condition donnée dans la définition de propriété dynamique (stabilité pa
conjugaison) est en général immédiate a vérifier (lorsqu’elle est vraie !). Pour vérifier |a
seconde, on peut utiliser le théoréme suivant (voir par exemple le théoréme 21.6 dar

[4]).

THEOREME 2.3 (Lusin-Sierpiski). —Dans un espace polonais, tous les sous-
ensembles analytiques sont presque-ouverts.

I suffit donc de vérifier qué® estanalytique c’est-a-dire qu'il existe un espace polonais
Y et une application continug: Y — Q telle queP = f(Y).

2.3. Lalocale-densité et le lemme de Dougherty

Dans le contexte d'un sous-ensemBlde 2 qui s'écrit comme I'image d’un polonais
Y par une application continug, King donne dans [6] un critére permettant de montrer
gueP n’est pas maigre. Ce critére utilise la notion de locale-densité, dont on rappelle ici
la définition.

DEFINITION 2.4.-Soit f: F — E une application continue entre espaces topolo-
giques. Un pointx de F est dit localement denggour f) si pour tout voisinage/ de
x, f(V) est un voisinage dé¢ (x).

Rappelons aussi qu'uaspace de Bairest un espace topologique dans lequel un
ensemble générique est toujours dense (en particulier, tout polonais est un espace
Baire).

PrRoPOSITION 2.5 (Lemme de Dougherty).Si F est un espace de Baire, et si
'ensemble des points localement denses pour I'application contiiue — E est
dense dang’, alors f(E) n'est pas maigre dang.

Ainsi, lorsque I'on a pu écrire I'ensemble comme image d’'un polonaig par une
application continuef, il suffit de trouver une partie dense #edont tout élément est
localement dense poyf pour pouvoir conclure quB n’est pas maigre. Si par ailleurs
on sait que la propriéte est dynamique, on en déduit gBeest générique.

3. Application aux flots

On se propose maintentant d’appliquer cette technique pour prouver le Théoreme 1.
P est dorénavant I'ensemble d&se Q qui sont le temps 1 d'u2-flot. CommeP
est clairement stable par conjugaison, il suffit pour vérifier Buest une propriété
dynamique de montrer que est I'image d’'un espace polonais par une application
continue. Pour cela, on va simplement munir I'ensenibldes2-flots d’une topologie
polonaise telle que I'applicationf : F — Q qui a unQ-flot (T*) fait correspondre son
temps 17! soit continue. Puis on vérifiera que I'ensemble des pointg decalement
denses pouy est dense, ce qui achévera la preuve du résultat annoncé.
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3.1. Une topologie polonaise sur I'ensemble des flots

Commencons par remarquer que la continuité en 0 d’'un morphismé&’ de (R, +)
dansQ entraine évidemment la continuité fRutout entier. En fait, on a dans le cas de
la distanced définie précédemment s@ une propriété plus précise, qui sera utilisée
plusieurs fois dans la suite : si> T’ est un morphisme déR, +) dans<2, on a pour
tous réels eth

d(T™ 1)y =d(T",1d). )

(Cela vient de la propriété plus générale, aisément vérifiée, selon laquglé®simute
avecT etT’ dansQ2, alorsd(T, T’y =d(ST, ST').)
Définissons maintenant une distarkesur 'ensembleF desQ-flots par

ar ((5"). (1)) %" sup a(s'. 7).
t€[0,1]

Il est facile de voir que toute suite de Caudli§’),cr).en POUrdy converge dang. En
effet, pour toutr € [0, 1] puis pour tout réel on vérifie qués’),cy est de Cauchy dans
Q, donc converge vers une limi#. Il est clair que pour tous réefsets, 75T = T**,
et puisque pour tout, S, Yy Id, on a aussi'’ —— Id. Ainsi (T") est un2-flot,

t—0
limite de la suite((S)))nen.

Pour montrer quely fait de F un espace polonais, il reste a vérifier la séparabilité.
Suivant Halmos, appelomermutation cyclique de rangun automorphisme qui envoie
chaque intervalle de la partitiof?, sur un autre intervalle d&, par une translation,
et qui agit sur les intervalles d®, comme une permutation cyclique. Rappelons que
pour tout entietV, I'ensemble des permutations cycliques de rangN est dense dans
Q ([2], p. 65). Le lemme qui suit permettra d’utiliser ces permutations cycliques pour
construire un ensemble dénombrable dense dans

LEMME 3.1.— SoitS une permutation cyclique de ramg Il existe unQ2-flot (S),cr
avecS! = S, et tel que

Ve €[0,1], d(S',1d)<d(S,1d). (2)
Démonstration. Pour tout réelr, on appelleotation d'anglea I'automorphisme

Ry:x—x+a (mod]l.
Une telle rotation s'insére de facon naturelle dansQifiot : celui défini parT’ gef
R,x (t € R). Or, toute permutation cycliqu& d’'ordre n est conjuguée a la rotation
d'angle 1/2". En effet, numérotong, I, ..., I lesintervalles d&?, dans I'ordre usuel,
et soit(Iy,, Ik,, - - ., Ir,) le cycle défini parS (aveck; def 1). Sig est 'automorphisme
envoyant chaque intervallg sur /;; par une translation, on veérifie immeédiatement que

S = <pR1/2ngo—1. Ainsi, S s'insére dans le2-flot (S),cg, OU S* d:éfgoRt/zn(p_l. Pour
achever la preuve du lemme 3.1, il suffit de vérifier que pour #ogt 1, si A est un
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atome de la patrtitio?,,, on a pour tout € [0, 1],
n(S'ANA) = n(SANA).

Or, sim > n, on atoujourge(SA N A) = 0 et l'inégalité ci-dessus est triviale. Bi< n,
ona

1
M(SAHA)ZEHBEJP,, | BC AetSB C A}|.

Mais pour tout atome3 de £, et toutr € [0, 1], on aS’B C B U SB. Ainsi, si B est tel
gueB et S B soient contenus dans, on a aussh’ B C A, d’ou I'inégalité annoncée. O

Pour tout entien > 1, toute permutation cycliqus d'ordre n et tout entierk > 1,
considérons I&-flot (T ,),cr défini par

¢ def ok
TS,k = 57,

ou (S est leQ2-flot construit a partir deS comme dans le lemme 3.1. NotoR®C
I'ensemble de tous le®-flots (7§ ,) quandS parcourt 'ensemble des permutations

cycliques etk décrit N*. FPC est évidemment dénombrable, et la séparabilitéFde
pourdr se déduit de la proposition suivante.

PrRoPOSITION 3.2. — FPC est dense dans.

Démonstration. -Soit (T") € F ete > 0. On choisit d’'abord assez grand pour que
vre[0,1/2], d(T7,1d) <e.
Puis on choisit €]0, ¢] assez petit pour que
d(S.TY?)<s = Vme{1,....2%), d(s".T"?) <e.
On trouve alors une permutation cycligSeelle qued (s, Tl/zk) < 4. Sit €[0,1] est
dyadique de la forme:/2¢, on a donal(Tg,,T') < e.Puis, siO<r < 1/2%, on vérifie
grace a (2) que
d(TL o 1d) <d(TEZ 1d) <d (T, TY?) +a(TY? ) 1d) < 2.
Enfin, pour tout € [0, 1], on écritt =m /2¢ +r o0 0< r < 1/2¢, et on a en utilisant (1)
d(T§, T') <d(T 4 T8 ) +d (T T72) +d (172, T) < 4e. D

Ainsi, dr fait bien de F un espace polonais. De plus, il est clair que I'application

f:F — Q, définie parf ((S")) def 61 est continue de dansS.
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3.2. Les flots de rotations irrationnelles

Il reste maintenant a établir la densité dangle I'ensemble des points localement
denses pouy’. Considérons

FRI (s e F|Ip e Q,Fa e R\ Q, ST = pR,0 1}

FRI est constitué de®-flots dont le temps 1 est conjugué a une rotation irrationnelle.
La démonstration du Théoreme 1.2 sera terminée dés que I'on aura prouvé les det
propositions qui suivent.

PROPOSITION 3.3. — FRI est dense dank’.
PROPOSITION 3.4. — ToutQ-flot (7") dansFRI est localement dense poyr

Preuve de la Propositior8.3 —Soit § une permutation cyclique de rang qui
s'écrit S = gRym¢~* ol ¢ est donné dans la preuve du Lemme 3.1. On a vu dans
ce méme lemme que pour taut [0, 1/2"], d(¢ R, 71, 1d) < d(S, Id). En particulier, si
a €10, 1/2"[ est un irrationnel, l&2-flot (S’) défini parsS), d:ef(pR,a(p_l est un élément
de FRI qui vérifie Vr € [0, 1], d(S},, 1d) < d(S,1d). De plus, six est assez proche de
1/2", S peut étre rendu arbitrairement prochesd®©n peut alors conclure comme dans
la preuve de la Proposition 3.20

Pour la preuve de 3.4, on admet provisoirement le lemme suivant, qui dit essentiel
lement que les automorphismes conjugués a des rotations irrationnelles sont localeme
denses pour 'applicatioff — T2.

LEMME 3.5.— Soit T € @ conjugué a une rotation irrationnelle, et sait> 0. Il
existes > 0 et un entierN tels que, siS est une permutation cyclique de rang> N
vérifianld(TZ, S) < 8, alors il existe une permutation cycliqéede rangn + 1 avec

- d(S,T) <e,

- §2=5.

Preuve de la Propositio.4. — Soit (T') un Q-flot dansFRI, ete > 0. On va montrer
gue lI'image parf de la boule de centrér'”) et de rayore est dense dans une boule
de centreT'* et de rayors > 0, en établissant que &iest assez petit, toute permutation
cyclique S de rang assez grand et telle gits, T1) < § est le temps 1 d’u®-flot (%)
vérifiantdg ((S7), (T")) < e.

Choisissons tout d’abord un entieassez grand pour que

Vi€ [0,1/2], d(T',1d) <e/4.

Comme(T") € FRI, T" est conjugué a une rotation irrationnelle pour tout ratiomnel
Appliquant récursivemerik fois le Lemme 3.5, on obtient que &i> O est assez petit
et si N est assez grand, pour toute permutation cycliuae rangn > N telle que
d(T1, S) < 8, il existe une permutation cycliquede rangn + k vérifiant
—Vme(l,..., 2%}, d(S", T"?) < ¢/4,
- 5% =3,
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Comme dans la preuve de la densitéRIRC, on en déduit que iS") Cj_Ef(Tf ) alors

dr((8"),(T") <e. O

Preuve du Lemma8.5. —Soit T €  conjugué a une rotation irrationnelle, £t- 0
donné. AlorsT? est également conjugué a une rotation irrationnelle, et il existe un entier
k > 1tel que

d(T, (T9)") <. (3)
Soit N assez grand pour q@€,. y 27" < ¢, de sorte que dans le calcul de la distaiice
la contribution des > N soit inférieure a 2. Soité > 0 assez petit pour que

d(S,T%) <8 = Vjel{—k,....k}, d($/,T%) <e. 4

Soit maintenantS une permutation cyclique de ramg> N, avecd(S, T?) < 8. Pour
chaque atomd de la partitiond,, appelons/s (respectivementp) la moitié gauche
(respectivement droite) de: I; et Ip sont donc des atomes de la partitigy, ;. On

définit la permutation cycliqué de rangz + 1 en posant, pour toute 5,

def

Si; E'skr, et S1, Ef g1y,

(Cette permutation cycliqu n’est autre que le résultat de I'opération Weayedéefinie
dans [6], appliquée a la permutation cycligti¢ On vérifie inmediatement que = S,
et il reste a majorerl(S T). Pour cela, étudions,,(S, T) lorsquem < n. Pour tout
atomeA de £, écrivonsA = Ag U Ap, ou

deéf

déf
Ag = 5

AN J 1. et Ap =An | Ip.

lep, lep,

On a alors
SA\TA=(SAG\TA)U(SAp\TA).

Remarquons que par constructionSieet puisque?,, est moins fine que?,,
SAc C S¥A et SApcSFA,
d’'ou
W(SA\TA) < u(S*A\TA) + u(S*1A\TA).

De méme,
n(STTANTPA) S u(STHANTTA) 4 u(SH1AN\ T72A).
On en déduit que pour tout < n

du(S,T) < dy (S5, T) +d, (ST, T),
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et donc
d(S,T) <2e+d(S5,T)+d(S™,T).
Puis, grace a (4) et (3)

d(S5,T)<d(S5, T*)+d(T*,T) < 2,
et en utilisant de plus (1),
d(S™T) <d(S7™ (T2) " 4+ d(T272, T) < e +d(T, T*) < 2e.

Ce qui donne finalement
d(S,T)<6e. O

4. Une action dyadique ne peut pas en général étre insérée dans un flot

On s’intéresse maintenant adbots dyadiques c’'est-a-dire les familleST4) cp
d’automorphismes indexées par I'ensemiiledes nombres dyadiques, et telles que
d — T soit un morphisme du groug®, +) dans2. Contrairement a ce que I'on vient
de voir dans le cas d’'une action engendrée par un seul automorphisme, on va montr
gue, dans un sens qui va étre précisé maintenant, un flot dyadique générique ne peut |
étre inséré dans un-flot.

D étant dénombrable, I'espace prod@P muni de la topologie produit reste un
espace polonais. Le sous-ensemble fermé

LT e QP |Vd, d' eD, TTY =T+,
qui est exactement 'ensemble de tous les flots dyadiques, est donc lui aussi pour |
topologie induite un espace polonais. Il est facile de vérifier que la topologie et
compatible avec la distanek définie par

dy((Sd)’ (Td)) d=éf22_];1d(sl/2n,Tl/2n).

n>1
4.1. Une famille de flots dyadiques

Pourm > 1, notons@,, la partition de[0, 1] en 3" intervalles de méme longueur.
Considérons un automorphisnfe qui permute cycliquement les atomes @g,, et
étudions la suite de ses carrés succesgifs) ;0. On vérifie facilement par récurrence
surm que dans le groupe multiplicatiZ/3"Z)*, 2 est d’ordre ", Ainsi, la suite
(T?);>0 est elle-méme périodique de périod'22, tous ses les termes étant des
permutations cycliques des atomes@g.

On peut alors étendre cette suite par périodicité en une famille indexég par
(T?) ez, puis de fagon naturelle en un flot dyadiq&’) ;cp.

Désignons pat I'ensemble des flots dyadiques que I'on peut ainsi obtenir, lorsque
m parcourtN* et pour tout choix de la permutation cyclique des atomeg (e
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PROPOSITION 4.1. —C est dense dang.

Démonstration. -Soit (S¢) € Y ete > 0. Soitng € N tel qued
8 > 0 tel que

27" < ¢g/2, puis

n>ng

no—1 ) )
d(SY?°.T)<s = > d(SY?"".T%)<e/2
i=0

Choisissons anriT permutation cyclique des atomes@g (pour unm assez grand),
tel qued(S¥2°, T) < §. (Un tel T existe, toujours grace au théoréme d’approximation
de Halmos, [2], p. 65.) On peut insérérdans un flot dyadiquéT?),.p € € tel que

T =TY2° etonaalorsly (T%), (59) <e. O

4.2. Non-insérabilité dans un2-flot

THEOREME 4.2. —L'ensemble des flots dyadiques qui peuvent étre insérés dans ur
Q-flot est maigre dan¥'.

Démonstration. +a preuve de ce théoreme s’inspire de celle de Halmos montrant que
'ensemble des transformations mélangeantes est maigre. Il est clair qu'une conditio
nécessaire pour qu&“) € Y puisse étre inséré dans mnflot est

lim 7 = 1d. (5)

Il suffit donc de prouver que I'ensemble des flots dyadiques qui ne vérifient pas (5) es
générique. Pour cela, remarquons que cet ensemble contient

AL UGS ey | w(SYPENE) <1/4},
n=21j>n

ouE def [0, 1/3]. A est l'intersection d'une famille dénombrable d'ouverts, et il suffit
donc de vérifier quel est dense. Pour cela, on va montrer gueontientC.

Soit (T¢) un flot dyadique dan€, ol 7! est une permutation cyclique des atomes de
@, (m > 1). Rappelons que la suit¢'?) ;.;, est périodique de période® . Notons
de plus que si est un atome d€,,, les images'?' I, j € {1, ...,2.3""1} sont deux a
deux disjointes. On en déduit

2.3n-1 . 23m—1
> wWT?EnE)= )Y Z (T INE)
j=1 ICE j=1
1e@,
<D wE)=3""2
ICE
16(2,,1

Il existe donc un entierj € {1,...,2.3"} tel que M(TZjE N E) < 1/6, puis par
périodicité une infinité d’entierg € N tels quen(TY? E N E) < 1/6. Ainsi, (T9)
A. O
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5. Questions

Commencons par la remarque suivante (i) est unQ-flot tel qu'il existe 1y
pour lequelT’ est faiblement mélangeant, alors pour touton nul, 7' est lui aussi
faiblement mélangeant. (On le vérifie facilement en considérant les mesures spectrals
des processusf o T'),cr pour f dansL?.) Mais puisqu’un automorphisme générique
est faiblement mélangeant, taitflot (77) dans lequel il peut s'insérer vérifie # 1d
pour toutz = 0. Ainsi, un automorphisme générique peut étre inséré darss-ilot tel
guet — T soit un morphisménjectif du groupe(R, +) dans2. Un résultat similaire
subsiste-t-il si I'on remplac€R, +) par un groupe abélien plus gros (par exemple
(R4, 4+) pour und > 1) ? Existe-t-il un groupe abélien maximal dans une action duquel
on peut insérer un automorphisme générique ?

Considérons maintenant I'ensemble des actior&%lqui peut étre identifié a la partie
fermée de x Q constituée des couplé€s, T) vérifiant ST = T 'S. Cet ensemble est lui
aussi muni d’'une structure topologique qui en fait un espace polonais, ce qui donne u
sens a I'expression “action & générique”. Disons qu’une action @& engendrée par
le couple(S, T) peut étre insérée dans @nflots'il existe unQ-flot (77) et deux réels
s ett tels queT* = S et T' = T. Cette propriété est-elle vérifiée par une actiorZde
générique ?

6. Annexe :Q-flots et flots ponctuels

La définition classique d’'un flot en théorie ergodique se référe habituellement a de
vraies transformations ponctuelles. On utilisera ici le tefffoe ponctuelpour bien
distinguer cette notion de@-flots présentés auparavant.

DEeFINITION 6.1. —Un flot ponctuel suf0, 1] est une famillgt’),cr de transforma-
tions inversibles, préservant la mesure, telles que

— pour tous réels etr, ¥ o’ = ¥,

— (t,x) — t'(x) est mesurable d& x [0, 1] dans[O, 1].

Comme on l'a déja dit, la non-dénombrabilité &eentraine quelques difficultés
techniques a passer de I'une a I'autre de ces deux définitions de flots. Dans cette sectic
indépendante du reste de ce travail, on se propose de montrer que ces deux notions s
bien similaires, au sens précisé dans le théoréme qui suit.

THEOREME 6.2. —Soit(t7),cr Un flot ponctuel, et pour toute R soit T* I'automor-
phisme d€0, 1] correspondant &’. Alors (T7),cr est unQ-flot.

Réciproquement, sir'"), g est unQ-flot, on peut trouver un flot ponctuét’), . tel
gue pour tout € R, 7 soit un représentant de la clasgg.

Démonstration. Pour la premiére partie du théoreme, rappelons tout d’abord qu’un
morphismey de (R, +) dans$2 est continu si et seulement si il est mesurable (voir par
exemple le Théoréme 9.10 dans [4]). Seif) un flot ponctuel. Si, pour toute R, 77 est
'automorphisme correspondant§ il est clair quer — T est un morphisme d@, +)
dans2, et il ne reste plus qu’a prouver sa mesurabilité. Pour cela, il suffit de vérifier que
pour toutS e €, tout intervallel dans[0, 1] et toute > 0, {t e R | w(T "1\ S711I) < ¢}
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est mesurable dari®. Or, par la mesurabilité de, x) — t’x, 'ensembleM dﬁf{(r, x) |

t'x € I} est mesurable dar® x [0, 1], et il en va de méme poup d:efM\ (R x S711).
Alors I'applicationt — u({x € [0,1] | (z, x) € D}) est elle-méme mesurable, et cela
suffit pour conclure.

Pour prouver la seconde partie du théoréme, on part@+iot (7*), et on va montrer

successivement les étapes suivantes.

— Etapel. Il existe un processus stationnaigg),.r, défini sur I'espace probabilisé
([0, 1], w), tel que (¢, x) — &,(x) soit mesurable d&R x [0, 1] dans[0, 1], et
vérifiant

VieR, p(&x) #T'(x) =0, (6)

— Etape?2. Il existe X, borélien de[0, 1], avecu(Xo) = 1, un espace probabilisé
(L, p) contenantXy, et tel quew|,, = p|y,, €tuN flot ponctuel{o’), g défini surL,
tel que

VieR, p(o'(x)#&(x))=0. (7)

— Etape3. Il existe un flot ponctuelt’), g défini surXy, tel que
VieR, u(t'(x)#0'(x))=0. (8)

Il suffira ensuite d’étendre la définition du flot ponctigel) a[0, 1] tout entier, en posant

Vx e[0,1]\ Xo, V7 e R, 7'(x) Ex.
Par (6), (7) et (8)(t") sera alors un flot ponctuel s{®, 1] répondant aux conditions
voulues.
Etapel. Pour chaque rée) choisissons une transformation ponctugileeprésentant
la classer”. Le processust, x) — x;(x) n'a pas de raison d’étre mesurable, mais grace
a la continuité de — T7, on vérifie immédiatement que ce processus est continu en
probabilité, c’est-a-dire

VieR,Ve>0, u(|x(x)— x(x)|>e)——0.

s—>t

Mais cela entraine (voir par exemple [7], p. 87), quyg) admet une modification
mesurable, qui est le procesggg annonce.

Etape2. Soitv la mesure de probabilité équivalente a la mesure de Lebesglig sur
donnée par

dv déf 1
ﬁ(t) =5 exp(—|t).

Puis, soit
LEfellm o< <.

L hérite de la topologie d&'(v) qui en fait un espace polonais. Considérons ensuite
¢:[0,1] — L, qui ax associe I'élément d&'(v) correspondant a I'application—
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& (x). De la mesurabilité du process(@s) on déduit aisément celle de Montrons
maintenant que est presque slrement injective. Par la continuité en probabilit§ de
on peut pour touk trouver un réet, > 0 tel que

Vi e[0,1,], wn(|&(x) —x|>1/n) <1/2*.
Onaalorsu(M,) <1/2", ou

M, d:éf{xe[O, 1]‘ / 1lsx<x>—x|>1/nd’2’”/2’1}'

[0,1]

Par Borel-Cantelli, 'ensembl&y desx danse [0, 1] qui n'appartiennent qu'a un
nombre fini deM, est de mesure 1, et il est immédiat aue, est injective. Paip,
X s’'identifie donc a une partie de, et si on appelle la mesure image de par¢, on
abienu, = piy,-

Définissons maintenant un flot ponctuel);.r surL, en posant

VieL VieR, o'(f) £y,

ol f, est I'élément del.’(v) correspondant a I'application — f(s + t). On vérifie
facilement que(z, ) — o’(f) est continue, donc mesurable, Bex L dansL. Par
ailleurs, on a évidemmeunt® o o' = o**. Il reste a vérifier que pour tout régl

— o' préserve la mesure de probabilit¢

— pour presque tout € Xg, o' (¢(x)) = @(&(x)).
Remarquons que la premiére de ces propriétés est une conséquence immédiate de
seconde. Puig, étant fixé, 'ensemble

{G, %) €Rx[0,1] | & (& (x)) # &1 (1)}

estv x u-négligeable. En effet, si on fixe aussi’ensemble

{x €10, 1] &(& () # &1 (x)}

est u-négligeable grace a (6). Cela entraine que petpresque toutr, les deux
applications

s> & (St(x)) et s &4 (x)

coincidentv-presque sGrement. Autrement dit€; (x)) = o’ (p(x)).

Etape 3. Prouvons qu'il existey : L — X, bijective, bimesurable, aveg (x) = x
pour p-presque touk. En effet, puisqud. est polonais, la mesugevérifie, pour toutA
mesurable dans,

n(A)= sup u(K).
KCA
K compact
(Voir Théoreme 17.11 dans [4].) En s’inspirant de la construction de I'ensemble de
Cantor dangQ0, 1], on peut alors facilement construire un comp&ctc Xy qui soit
négligeable et ayant la puissance du continu.



134 T. DE LA RUE, J. DE SAM LAZARO / Ann. I. H. Poincaré — PR 39 (2003) 121-134

CommeX, est borélien dan®, l |I I'est aussi dang. (voir Théoreme 15.1 dans [4]),

tout comme son complementatrb 'L \ Xo. Alors K et K U C sont deux boréliens de
L qui ont méme cardinal. Le Théoréme 15.6 de [4] assure alors qu'il existe une bijectior

bimesurabley*: K U C — K. Il suffit ensuite de posey (x) OI:e'tx//*(x) sixe KUC,
¥(x) def » sinon.
Le flot cherché(t") sur X, peut alors étre défini en posant

def
_L,t

vVt e R, Yoo oyt O
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