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RESUME. — L'Agrégation Limitée par Diffusion Interne est un modele de croissance sur un
ensemble infinig associé a une chaine de Markov surll a été introduit par Diaconis et
Fulton (Rend. Sem. Mat. Univ. Pol. Torino 49 (1991) 95-119). Lawler, Bramson, et Griffeath
(Ann. Probab. 20 (4) (1992) 2117-2140) et Lawler (Ann. Probab. 23 (1995) 71-86) ont étudié ce
modele pour la marche aléatoire simple Zdr lls ont démontré que le nuage de points généré
par ce modéle posséde une forme limite qui est la trac&Z%uwies boules euclidiennes &,

Nous étendons ce résultat au cas des marches aléatoires centrées et irréductiBlesssrdes
conditions de moment. La forme limite devient alors la trace des boul®&¢ deec une norme
associée a la matrice de covariance de la marche aléatoire. Nous étudions également le cas |
marches aléatoires non-centrées et obtenons I'existence d’une forme limite en dimension 1. Dal
le cas multi-dimensionnel, nous donnons une borne supérieure pour le Nu2@@2 Editions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

ABSTRACT. — Internal Diffusion Limited Aggregation is a growth model on an infiniteGet
associated to a Markov chain gnlt has been introduced by Diaconis and Fulton in 1991 (Rend.
Sem. Mat. Univ. Pol. Torino 49 (1991) 95-119). Lawler, Bramson, and Griffeath (Ann. Probab.
20(4) (1992) 2117-2140) and Lawler (Ann. Probab. 23 (1995) 71-86) studied this model for the
simple random walk ofi?. They proved that the limiting shape of the cloud of points generated
by this model is the trace dA’ of the Euclidean balls dR¢. We extend this result to the case
of centered and irreducible random walks &h under moment conditions. Thus, the limiting
shape becomes the trace of the ball®6fwith a norm assiociated to the covariance matrix of
the random walk. We also study the case of non-centered random walks et get the existence
a limiting shape in dimension 1. In the multi-dimensional case, we give an upper bound for the
cloud.o 2002 Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

SoientG un ensemble discret infini et(k) une chaine de Markov sur les éléments
de G, avecS(0) = O un élément fixé appelé I'origine. Le modéle appelgrtégation
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Limitée par Diffusion Interne(*ALD” interne) est un modéle de croissance surc’est-
a-dire une chaine de Marko\(n) (n un entier positif) d’ensembles aléatoires croissants
d’éléments de&j, associée &(k). La chaineA(n) est définie de la fagon suivante :

o A(D)={0},

e P{An+1) = A(n) U{y}|A(n)} = P{S(z(A(n)%)) = y|T(A(n)°) < oo},
out(A) est letemps d'atteintele 'ensembleA.

Concrétement, a chaque temps entignous langons une particule énqui progresse
suivant la chaine de Marko§(k). Nous attendons que la particule quitte le nuage
précédentd (n — 1), puis nous la stoppons sur le premier élément visité hors(de- 1).
Nous disons alors que la particule (ou la chaine de Markov) a augmenté le nuage
Remarquons que lorsqug(k) est irréductible (tous les points sont accessibles), la
relation de récurrence peut étre remplacée par

P{A(n+1) = Am) U {y}|A(n)} =P{S(r(A(n)°)) =y},

car, pour toutn, A(n) est fini et donc, par irréductibilités (A(n)°) est fini presque
sGrement.

Nous considérons ici, le cas d’'une marche aléatoire irréductibl&%sur

Le nom d“ALD” interne vient de la similitude avec I'"ALD” (externe). Dans ce
dernier modele, les particules sont lancées “a l'infini”, conditionnées pour atteindre le
nuage précédent, et elles sont stoppées juste avant de I'atteindre. Voir par exemple [1
pour une définition précise et des propriétés de I""ALD".

Diaconis et Fulton [4] ont défini I"ALD” interne et ils ont étudié le cas uni-
dimensionel ouS(n) est la marche aléatoire simple (aux plus proches voisins et de
probabilité de transition uniforme). lls ont montré que le nuage au temfiend”
vers l'intervalle [-n/2,n/2] et que les fluctuations autour de cet intervalle étaient
gaussiennes de parametre d’'orgfe.

THEOREME 1.1 ([4, Prop. 3.2]). Nous notonsA* (n) le nombre d’éléments positifs
du nuage au temps. Lorsquen tend vers l'infini,
|A*(n)| —n/2
P{— m < f} J_/exp —X /2

Lawler, Bramson, et Griffeath [14] et plus tard Lawler [13] ont étudié le cag&de
(d > 2) avec la marche aléatoire simple. lls ont montré quéotee limite (voir ci-
dessous) du nuage est la trace des boules euclidiennRg der Z¢. Cette propriété
a longtemps été conjecturée pour le modéle d’Eden mais des travaux de Kesten ain
gue de puissantes simulations informatiques ont montré que cette conjecture éta
fausse. L“ALD” interne est ainsi le premier modéle de croissance connu ayant cette
propriéte.

Définissons deux variables aléatoires(n) l'erreur interne et §x(n) l'erreur
externe:

n —8;(m) Einf{|z]: z ¢ A([wan])}.
n+8p(n) & sup{lz|: z € A([wan])},
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ou | - | est la norme euclidienne d&’, w, le volume de la boule unité de< et [k] la
partie entiére dé. Ainsi [w,n?] est le nombre approximatif de points A€ dans la trace

de la boule euclidienne de rayanNous disons que la trace des boules euclidiennes est
la forme limite du modéle, dés que

8;(n)=o0(n) et &g(n)=0(n),

presque srement. Dans [13], Lawler a précisé ce résultat en étudiant les fluctuations
la forme du nuage autour des boules euclidiennes.

THEOREME 1.2 ([13, Th 1]). —Sid > 2, alors, avec probabilitél :
e §;(n)=o0(n3(Inn)?),
o 5z(n) =o(n3(Inn)%).

Des études ont été menées sur ce modéle lorsque linjection de particules se fa
de facon beaucoup plus rapide, indépendamment du chemin suivi par la particul
précédente. Lawler, Bramson et Griffeath [14] ont obtenu des résultats en dimensio
d > 3 en utilisant les mémes techniques que pour la définition initiale du modéle. Cette
similarité vient du fait gu’ils ont injecté les particules grace a une loi de Poisson. Ainsi,
a un instantz, les particules n'ayant pas encore augmenté le nuage sont en nombr
négligeable devant le nombre total de particules lancées. Gravner et Quastel [6] or
résolu le cas de la dimension 2 en utilisant des techniques de limite hydrodynamique
Enfin, Ben Arous, Quastel et Ramirez [1] étudient les cas ou l'injection se fait plus
rapidement. Notamment, a tres fort taux d’injection, ils conjecturent une forme limite du
modeéle proche de la trace des bouleRdepour la norme?.

Notre but est d’étendre/adapter les théoremes 1.1 et 1.2 a des marches aléatoires p
générales SUL?.

2. Casd’'unemarche aléatoire centrée

Dans cette section, nous étudierons IALD” interne &ifr (par abus nous notons
ainsi le graphe de Cayley d& muni du systéme standard de générateurs) associé a une

marche aléatoire (n) det SO +X1+---+X, (X, Xq,...,X,, ...1i.d.) définie par sa
matrice de transitionP dont les éléments sopi(x, y) det P{S(n)=y|S(n —1) =x}.
Nous écrironsp(x) = p(0, x). Les notations avec I'exposant, telles queP’, E,
S, indiguent queS(0) = y, alors que I'absence d’exposant signifi€d) = O. Nous
commencons par quelques hypothésesSsuy :

o Irréductible : c’est nécessaire pour pouvoir parler de propriétés de recouvrement
pour '"ALD” interne. Sinon, le probléme se ramene a celui d’'une marche aléatoire
irréductible sur le semi-groupe engendré par les éléments accessibles en un coup

e Centrée(l'incrément de la marche aléatoire est une variable aléatoire centrée).

e Dans la suite nous aurons besoin de distinguer des famillesrdtitions de moment
(la norme utilisée sera définie juste aprés, mais ces conditions sont indépendant
du choix de la norme) :
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d<4 Y p)lx|* <oo,

xeZd

d=5 ) p)lx|t <oo.

xezd

d<3 > p)xl* < oo,

xezd

d=4 > p)lxlI*In|x] < oo,
xezd

d>5 ) p@lx|!<oo.

xezZd
C):
d=1 > p@[x[P*#n|x|)° < oo,

xeZd

d>2 > p@)|xPTY nlx)* < o

xeZd

D) -

d=2 > p)|xIF IV (In |1x])® < oo.

xezd

Remarque2.1. — Dans la suite, nous supposerons toujours la marche aléatoire
apériodique (le p.g.c.d. des: tels queP{S(n) = O} > 0 vaut 1). Néanmoins cette
hypothése peut toujours étre respectée en changeamts, + p)/2 (oud, estla masse
de Dirac enQ). En effet, cette opération ne change pas la forme du nuage de I'"ALD”
interne et rend la marche aléatoire apériodique.

La fonction de GreerG(x, y) associée a une marche aléatoire est le nombre moyen
de visites en un poing, partant dec. Comme ce hombre est fini si et seulement 5i 3
pour une marche aléatoire centrée, il existe une notion similaire pour k& €a3: le
noyau potentiet(x, y).

G, y) & E*{Zﬂ(sm) = y)} =Y P (S() = y),
n=0 n=0

a(x,y) €S [PY{S(n) = x} — P*{S(n) = y}].
n=0

Nous écrironsa(x) = a(0, x) et G(x) = G(0, x). Soit 0 la matrice de covariance
associée @, c'est-a-dire la matrice de la forme quadratique des moments :

> (©.x)?p(x), pourf € R

xezd
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La matriceQ est symétrique définie positive de détermingpt. Nous définissons une
nouvelle norme suR?, associée & :

déf.

1/2
xll = :

(d_lxtQ_lx)

Remarque2.2. —
e Cette norme coincide avec la norme euclidienne dans le cas de la marche aléatoi

simple.
e Pourd =1, Q =o? (variance dex).
Le volume de la boule dB“ pour cette norme, devient

Vol(B(0, n)) = d*?10Y2wn? & wfn.

Nous définissons alors la boule et la sphére “discrétes” de rayon
B & {zeZ" |lz|| < n},
9B(n) % B(n + 1)\B(n).
Les nouvelles définitions dedireur interneet de l'erreur externesont
n—82m) Einf{|iz|: z ¢ A([02n?])},
n+52(n)  supliz|: z € A([wfn])}.

Le principal résultat de cette section est le suivant.

THEOREME 2.3. — Pour une marche aléatoire centrée et irréductible,
e Erreurinterne:
. Pourd =1, sousA, avec probabilitél, 52 (n) = o(n¥/2Inn).
Il. Pourd > 2, sousA, avec probabilitél, §2 (n) = O(n'/?).
lll. Pourd > 2, sousB et si la marche aléatoire est symétrique, alors avec
probabilité 1, 52 (n) = o(nY/3Inn).
o Erreur externe (pour une marche aléatoire a portée finie, prengre= 0, et pour
une marche aléatoire avec des moments exponentiels, remplager Inn)
I. Pour d =1, sousC(y) (0 < ¢ < 1/2), avec probabilité 1, 8,?(;1) =
o(n?*Y2(Inn)3).
II. Pour d > 2, sousC(¥) (0 < ¢ < 1/4), avec probabilité 1, Sg(n) =
o(n?*2(Inn)>?).
lll. Pourd > 2, sousD(¥) (0 <y < 1/3) et silamarche aléatoire est symétrique,
alors avec probabilitél, §2(n) = 0(n2 +1/3(Inn)3).

Le corps de la démonstration est adapté de celui de Lawler dans [13]. Nous noteror
¢, ¢/, c(g) des constantes dont la valeur peut changer d’'une ligne a l'autre.

2.1. Erreur interne

Dans cette partie, nous prouvons la partie interne de théoréme 2.3. La méthod
consiste a contrler la probabilité qu'un poimtproche de la spheréB(n), n'appar-
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tienne pas au nuage au teMp§nd]. Ce contréle s'effectue par la comparaison de deux
variables aléatoires/ et L (voir les définitions ci-aprés) dont les espérances peuvent
étre calculées précisément grace a des estimations de la fonction de Green et du noy
potentiel.

Nous commengons par quelques définitions. Nous dirons qu’une guitend
rapidement verd) si elle tend plus vite que toute puissance finie dea {ou tout
polynéme en 1n) :

Yu —> 0= Vk < 00, n*y, —> 0.
Pour toute positif, nous définissons des anneauxZde

DXn) % {z € Z: n—2en?Inn < ||z| < n — en?Inn},

DAm) & {z €74 n— 2/e)n™? < ||z <n — (1/e)n*?},

D3(n) det {z€Z' n—2en"3Inn < |z|| <n —en'Pinn}.
Soit &, le temps de sortie de la boulB(n), &, gt min{k > 1. S(k) ¢ B(n)}. Soit
G,(x,y), avecx, y € B(n), lafonction de Green stoppge’est-a-dire le nombre moyen
de visites ery, partant dex, avant de sortir d8(n),

L, sn_l
Gp(x,y) % IEX{ Y 1{stm) = y}}.
n=0
Pourd > 3, [12, Prop. 1.5.8] donne

Gu(x,y) =G(x,y) —E{G(S&).y)}. 1)

Pourd < 2,[12, Prop. 1.6.3] donne

Gu(x,y) =FE"{a(SE),y)} —ax,y). )
Enfin, pour toutx € B(n) nous notons

déf.

b(x,n,q) = E{(ISE) | —n)?}.

Nous allons prouver qu'il existe trois suitgé — 0 (i = 1,2, 3) correspondant aux
trois conditions (I, II, et 1) de dimension et moment de la partie “erreur interne” du
théoréme 2.3, telles que

P{Di(n) ¢ A([wfn’])} <y, 3)

Ainsi, par le lemme de Borel-Cantelli, cet événement arrivera finiment souvent presqu
slrement. Alors, avec probabilité 1, pouassez grand :

Di(n) c A([w&n]). 4)
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Mais pour toutN assez grand et> N,

B(n —snl/zlnn) = (

Dg(k)> U B(N),

- IC=- IC=

B(n— (1/e)n?) = ( Df(k)) U B(N),

B(n—en'®Inn) = ( U D3(k)> U B(N).

k=N
Notons que pour tout < n, A([w$k?]) C A([w$n?]), alors
{Di(k) C A([wfk])} C {DLtk) C A([wfn’])}.

Et ainsi, pouri = 3,
{B(N) € A([wgn])} U {D3k) c A([w7k])}

c{B(n —snl/glnn) c A([wfn])}.

De méme, nous obtenons l'inclusion correspondante pesrl, 2. De plus,N étant

fixé, B(N) est inclus dansA([wc?nd]) pour n assez grand, avec probabilité 1, par

irréductibilité. Ainsi, pouri =1, 2, 3, (4) implique la premiére partie du théoréme 2.3.
Notre but est d’obtenir (3). Or,

P{D.(n) ¢ A([0$n?]) Z P{z ¢ A([0$n'])}
zeD (n)
<cen? sup P{z ¢ A([w$n])}.
zeDL(n)

Il suffit donc de prouver qu'’il existe trois suitgs —5 Otelles queP{z ¢ A([wdQnd])} <
.l pour toutz € Di(n).
Dans la suite nous aurons besoin d'avoig, fxé, b(x, n, g) borné uniformément en
x etn. Pour démontrer cela, nous avons besoin d’un premier lemme qui sera égalemel
utile plus loin.

LEMME 2.4.— Il existe une constante telle que, pours assez grand et pour tout
x € B(n), en posant =n — §,

Y. Galx,y) <cd®

YEB(m\B(r)

Démonstration— Soity € B(n)\B(r). La distance de a B°(n) dansR? est inférieure
a 8. Nous appelong (), un demi-espace d&“ dont le bord est un hyperplaH (),
tangent aB(n) tel qued(y, H(38)) < 8. Alors,

PY{&) <62} =P {5 (6%) € £(8)} =P* {5 (52) > 5},
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ouy et 5" sont les projetés de et S¥ sur I'orthogonal deH(8). Ainsi, S étant une
marche aléatoire réelle centrée, le théoréme central limite donne

P {& <8} 26>0

ou# estindépendant deet y.
Nous supposons tout d’'aborde B(n)\B(r) et nous notons/,(A) le nombre de
visites en un ensemblé, avant de quitteB(n).

Yo Gy =) Y kPY{V.(yh =k}

YEB()\B(r) k=0 yeB(n)\B(r)
0o 82(j+1-1

=3 3 kP{V,(Bm\B()) =k}

J=0  k=4?j

<8%Y 0 Y P{Vu(Bm\B()) =k}

J=0k=52j
=52> P{V,(Bm\B(r)) > 8j}.
j=0

En séparant suivant les points correspondant(&d2) ™ visite (k < j) en B(n)\B(r),
il vient alors

Y Gue <Y ( sup  P{V,(Bm\B()) >6%})

YEBm\B(r) j=0 YEBW\B()
00 . 52
<8 (1-0) =—.
Jj=0 0

Etsix € B(r), alorsG, (x, y) = E*{G, (S* (tam)\ (), ¥)} NOUs permet de nous ramener
au cas précédent.

LEMME 2.5. — Si la marche aléatoireS (k) vérifie E{||x|9"?} < oo pourg > 0, alors

sup sup b(x,n,q) < +oo. (5)

n xeB(n)

Démonstration— Nous adaptons ici la démonstration de [7, Th. 1.2] qui traite le cas
x = 0. La proposition 3.1 de [7] est un calcul direct qui ne tient pas compte du point de
départ de la marche aléatoire. Nous obtenons ainsi

PLUSEN —m? > 2} = > PHIX +yll >n+ 27} Gu(x, ). (6)

ye€B(n)

Alors,

E{(ISE—n)}= > Gn(x,y>/PX{||X +yll > n+ A} da.
0

yeB(n)
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Mais,
/Px{||X+y|| >n+kl/q}dk</Px{||X|| >n+ A7 —|y|} da
0 0
00 (u—n+|lylh?
:/P{||X||:u} / di du
n—|yll 0
< / uIP{X|| = ) du.
n—|lyll
Ainsi,

E{ISED —n)?} </qu{I|X|I =u} Y Gulx,y)du
0

yeB(m\B(n—u)

+ (WXl =u) Y Gatx, )

yeB(n)

—e{ixlr S Guwniixi<m)

yeBm\B(n—|X|)
+E{||X||‘f > Gulx, )X >n}}.
yeB(n)
Enfin, par le lemme 2.4,
E*{(ISE) I —n)?} < CE{||X||q+211{IIXII <n}+ X992 {1 X ]| > n}}
< cE{|IXx|1*?}.
Cela donne le résultat. O

Dans la suite, nous aurons essentiellement besoin de ce lemme polir Aussi,
nous noteron$(x,n) = b(x,n, 1).

LEMME 2.6.— Casl, II. Pourz € Di(n) (i =1, 2), nous noton$ =n — | z|, alors
wfn?G,(0,z) =218 + (d — 1)8% + O(n).
Caslll. Pourz € Df(n), nous notons$ =n — ||z||, alors
w¥n?G,(0,z) =2n8 + 2b(z,n)n + (d — 1)8% 4 o(n*/?).
Démonstration— Uchiyama [17] donne des estimations précises de la fonction de
Green et du noyau potentiel pour les marches aléatoires centrég$ @i 2). Pour

d =1, I'estimation suivante provient de [3, Th. 3.1]. Leurs résultats peuvent étre résumé:
comme suit, sous les hypothéses du théoréme 2.3,
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2
d=1a(0,x)=—lx|+C+o(),
w;
2 -1
d=2etcasll a(0,x)=—7In(lx|)+C+ O(llxlI77),
)

2
d=2etcaslll a(0,x)=—75In(x|)+C+ O(|lx|I7?),

)
d>3etcasll G(O,x)=———|x|*+0O(|x|*),
0.0 =5 ool (Il f*=)
d>3etcaslll G(O,x)=———/|x|>*+O(x] ™).
A (0=

Plagons-nous d'abord dans le cas lll.&SE 3, par (1) et par symétrie de la marche
aléatoire,

Gx(0,2) =G,(z,0)=G(z,0) —E{G(S(,), 0)} = G(2) —E{G(S()) }
Nous pouvons alors estimer la partie droite de cette égalité.

2
0FE{G(SE)} = T—5E{ISEI” +O(ISEI™) )

2
= ——5n® {1+ @ = dn M ISEDI = m)} + O ™)

_ 2-d _ o 1-d ~dy.
T b(z,n)n""* 4+ O(n™¢)

La deuxiéme égalité vient du fait que sous les conditions de moments chbisies,2)
est fini (Lemme 2.5). De plus,

wlG(z) = d—iz(n — 8>+ 0(n™)

2
S d-2
Sid =2, par (2) et par symétrie,
Gu(0,2) =G,(z, 0)=E{a(S(,), 0)} —a(z, 0)
=E{a(S&))} —a2). )
Nous pouvons alors estimer la partie droite de cette égalitd,(cat, 2) est de nouveau
fini (Lemme 2.5).

o$E{a(SE))} = 2B {In(ISEI) + Co+ O(ISEN )}
= 2E{Inn + Co+n~Y(ISE)I —n)} +O(n?)
=2Inn+2Co + 2b(z,n)n"* + O(n_z),

n2—d + 2n1—d8 + (d _ 1)n_d82 + O(H_d+1/2).

wSa(z) =2In(n — 8) +2Co +O(n?)
=2Inn+2Co — 2n78 — 7282 + o(n"¥/?).
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Nous obtenons finalement le résultat correspondant au cas lll. Considérons maintena
les cas | et Il. Si la marche aléatoire est encore symétrique, ¢aorr2, le calcul
précédent reste le méme avec une précision moindre, etpour,
ofE{a(SE))} =2B{[ISE) ] +OD)}
=2n + 2B { (IS —n) + O(D) } = 21 + O(D),

wla(z) =2n—25 +0O(1).

Alors, comme (7) reste vrai, nous retrouvons le résultat.

Si la marche aléatoire n’est pas symeétrique, nous remarquons tout d'abord que |
marche aléatoire renversde de matrice de transitioh?, posséde la méme matrice de
covariance qus. Ainsi, la norme et les bouleB(n) définies plus haut, sont les mémes
pour ces deux marches aléatoires. Nous avons alors

Gu(x,y) = G,(y, x),

ou G désigne la fonction de Green associée & la marche aléatoire renyef3ées les
cas | et ll, les estimations de la fonction de Green et du noyau potentiel ne supposent p:
la symétrie de la marche aléatoire. Ainsi, pdug 3,

G.(0,2) =G,(z,0)=G(z, 0) —E{G(S(&,), 0)}
=G(2) —E{G(S&))}.
De méme, pout < 2,

G.(0,2) =FE{a(S())} —a).

Les calculs précédents restent alors vrais dans le cas centré non-symétrique. Seule
précision des développements asymptotiques charnge.

Remarque2.7. — Dorénavant, nous nous placerons toujours dans le cas symétrique
pour simplifier les calculs. Le cas non-symétrique se traitera de la méme facon pa
comparaison avec la marche aléatoire renversée.

LEMME 2.8.—Casl, Il. Pourz € Di(n) (i =1, 2), soits§ =n — ||z||, alors
E?(§,) = 218 — 8% + O(n).
Caslll. Pourz € D3(n), soits =n — ||z||, alors
E?(€,) = 2n8 + 2b(z, n)n — 82 4+ O(1).

Démonstration— En réalité, le résultat pour le cas Il est vrai dans les cas | et Il.
Néanmoins, comme nous voulons comparer ce lemme au lemme 2.6, nous séparons <

énoncé en deux parties.
Soient M, det IS()||? — n une chaine de Markov suR, et F, la filtration des

informations jusqu’a I'instant
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E{M, 1|7} =E{IS(n + D> —n — 1|S(n)}
=E{S() + X,a|’IS()} —n — 1
=[1Sm)1?+ E{2d7S(m)' Q" X1 + | Xusa|P1S()} —n — 1
=M, +2d""S)' QT 'E{X,11} + E{l| X1 l”} — 1
=M, +E{IX,1l?} — L.

Mais, X,.1 a la méme distribution de probabilité que& Donc, si nous notong);; et
(071),; les éléments des matricéset 01,

E{IX|?} =d'E(X'Q71X)
=dt )y x'Q7hp)y=dt Y D (07, xixjp(x)
xeZd xe7d i,j

—d- 12 ), Qi =d*TrQ ) =1

Alors M, estune martlngale. Si nous considérons une marche aléatoire issusats,
par le théoreme d’arrét [2, Th. 5.10],

E{M;,} = E*{Mo}.

DoncE#{&,} = E{||S(£,)]I%} — |Iz]|% et nous estimons les deux termes de la partie droite,
grace au lemme 2.5 poyr= 2

E<{IISEDNZ} =E{n® + 20 (ISE) | — n) + (ISEDI — n)?}
=n?+42b(z,n)n + 0O(1),
et,
IzI?=( —8)?=n?—218+68%. O

Maintenant, nous laissons les particules courir, méme apres avoir atteint le point ot
elles augmentent le nuage précédent; {8 particule est associée a la marche aléatoire
S/ (k) issue deO, et nous définissons :

£/ det inf{k > 0: S/(k) ¢ B(n)} instant de sortie d8(n),
ol inf{k >0: S/(k) ¢ A(j —1)} instant d’augmentation du nuage
T/ “ inf{k > 0: S/(k) =z} temps d'atteinte de.

Sans I'exposany, ces temps d’arrét font référence a une marche aléatoire générique

issue de0. De plus £y, o7, 7 font référence a une marche aléatoire issug.de

def

En écrivantn = m(n) = [and], nous notons

N=N(@n, z)defZ]l{r/ (o7 NE]))

j=1
=# parmi lesn premiéres marches qui visitenavant d’augmenter le nuage
ou de quitterB(n),
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M=Mn,2E> 1{/ <&/}
j=1
=# parmi lesn premiéres marches qui visitenavant de quitteB(n),
L=L dEfZ]l{0’<t’<§f}
j=1
=# parmi lesn premiéres marches qui visitenapres avoir augmenté le nuage
et avant de quitteB(n).

Notons queN > M — L et{z ¢ A(m)} C {N = 0}. Donc, pour tout: > 0,
Plz¢ Am)} < P{N =0} < P{M <a}+P{L >a}.

Pour estimer la partie droite, nous aurons besoin de calculer les espérardest de

Les termes de la somme dene sont pas i.i.d., mais seulement les particules telles que
o’ < &J contribuent & cette somme. De plus, pour chageeB(n), il y a, au plus, uny

tel queS/(o/) = y. Donc,

<) < dﬁf
yeB(n)
et ainsi,
P{z ¢ A(m)} < P{M <a}+P{L >a). (8)
Maintenant, les termes de la sommeldsont i.i.d., donc
E{L}= Y P'{r. <&}
yeB(n)

De méme, les termes de la somme dans la définitioW dsont i.i.d., donc, pour tout
dansD.(n),

G, (z, )E{M}=mG,(z,2)P{r, < &} =mG,(0, 2).
Alors, par le lemme 2.6, dans tous les cas,

E{M} =[G,(z,2)] (208 + O(n)). (9)
Et, pour toutz dansD: (n),
Gu(z, DE{L}= Y P, <&)Gu(z. )= Y. G,(0.2)= Y Gul(z,y) =E{&,}.

yEB(n) yeB(n) yeB(n)
Alors, par le lemme 2.8, dans tous les cas,

E{L} =[G,(z,2)] (218 + O(n)). (10)

Sinous combinons les lemmes 2.6 et 2.8, nous obtenonssmuifisamment petit, puis
n assez grand
Casl:
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E{M} —E{L} =[G, (z,2)]*(62 4+ O(n))
> [Ga(z, 2)171(8%/2+ (1/2)’n(Inn)® + O(n))

> [Ga(z,2)]716%/2. (11)
Casll:
E{M} —E{L} =[G\ (z, )] (6° + (d — 1D§* + O(n))
>[Gu(z, )17 H(8% + (d — 1)(1/e)°n 4+ O(n))
>[G,(z, 2)]716% (12)
Cas lll:

E{M} —E{L} =[G,(z,2)] (8% + (d — 1)8% + 0(n"?))
>[Gu(z, )17 (8% 4 (d — De’n® + o(n'/?))
>[G,(z,2)] 7182 (13)

Pourd > 3, il existe une constantetelle que
Gn(z,2) <G(z,2) <c. (14)
Pourd = 2, par définition de la fonction de Green stoppée, et par homogénéité,
G(z,2) < G2(0, 0) =E{a(S(2,))} < clnn. (15)

Pourd = 1, nous avons le lemme suivant

LEMME 2.9. —Pourd = 1, soitz tel que||z|| =n — § avecn/?/§ = o(1). Alors
G,(z,2) <cd(n). (16)

Démonstration— Nous pouvons supposet- 0, alors||z|| = z/o . Ainsi,

Gu(z,2) =E{a(S(&,)),2)}
=E{a(S(&), 2)1{S(E,) < —on}} +E{a(S(&), 2)1{S(E,) > on}}
<CEH{(z = 8(5,)) /0 1{S(&,) < —on}}
+ cE{(S(5,) —2) /0 1{S(&,) > on}} +C
SR (ISED N —n)1{S(E,) < —on}}
+cE{(ISED I —n){SE,) > on}} +2enP*{S(&,) < —on} +cé
=2cnP{S(&,) < —on}+ s+ O(1).

La derniére égalité vient du lemme 2.5 poue 1.

Nous définissons alors, la sufig(n) det (2+n/8%80 dei =0al tel que

hi(n) < 2no < hja(n).
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Nous remarquons quen — ho(n) = z. Dans la suite, nous confondrohgn) et sa partie
entiere. Nous vérifions facilement qu'il existe une constantelle que, poum assez
grand
In(2n/8)

In2 -~
D’aprés [7, Prop. 4.3], si la marche aléatoire posséde trois moments, alors

cln@n/8) < I <

P{S(&) < —ok} =1/2+ O(1/k)
quandk tend vers l'infini. Notonss; le temps de sortie de l'intervalle — 2k;(n), n].
Alors,
P{S(,) < —on}
=P 1M LS (00) < on — 2ho(n), S(&,) < —on}
=P hoW on — hi(n) < S(00) < on — 2ho(n), S(&,) < —on}
+ P LS(50) < on — hi(n), S(&,) < —on}
< P7Tho™I§(E,) < —an|on — hi(n) < S(o0) < on — 2ho(n)}
x P70 IS (00) < on — 2ho(n)} + P70 o n — S(0g) > ha(n)}
< POS(E,)) < —an}PT MM IS (60) < on — 2ho(n)}
+ P{ISGroimyo-1)| > ha(n) — ho(n) }
< [1/24 O(hgt(n)) [P {5(&,) < —on} + c[ha(n) — 2ho(n)] .
En itérant ce calcul jusqu'a— 1, nous obtenons
P {S(&,) < —on} < [1/24O(h; ()] P71 ™($(E,) < —on)
I-1

+¢ S [1/24 0 )] [hia(n) — 2h ()]
i=0

. eXp(In(Zn/S)

i In[1/2+ o(h,—l(n))}>

cs =2 i —i
+G—nZ[1/2+O(h;l(n))} [2+0(D] .
i=0
La somme se majore simplement par la somme partielle d'une série géométriqu
convergente. De plus, comme(lql(n)) < ¢/n, NOUS avons

eXp<|n(|in2/3) cln(2n/5)> < cd

In[1/2 + o(h,—l(n))]> < % exp(

n n
Finalement,
s
PS(E) <—n} <2
n

donne le lemme. O
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En appliquant ce lemme poare D!(n), nous obtenons
Gulz,2) < c(e)n*?Inn. 17)

Nous utilisons enfin un résultat de grandes déviations :

THEOREME 2.10 ([14, Lemma 4]). -SoientS une somme defonctions indicatrices
indépendantes, et = E{S}. Alors, pour toutk suffisamment grand, et toute 10, 1/4[,

1
PUIS =l > w247} < 2exp 4

Nous appliquons ce théorémelh et L, en choisissant tel queE{M}* = (Inn)¥4,
puis tel quek{L}* = (Inn)%*. La partie droite devient

Va dét 5, Uit _r o

Pour le cas 1§ € [en*?Inn, 2en'/2Inn]. Par (9) et (10),

(Inm)¥*[E{M)Y2 + E{L)Y?] < c(e)n®(nn)¥ (G, (2, 172,
et si nous combinons (11) avec (17) paue 1, nous obtenons

E{M} - E{L} > c(e)n(INn)’[G, (z, D17 = ¢ (@)n¥*UInm)¥?[G,y (2, )12

Pour le cas Il € [(1/e)n'/?, (2/e)n'/?]. Par (9) et (10),

(Inm)¥*RMY? + BIL}Y?] < c(e)n¥*Inm)¥ G, (2, 172,
et si nous combinons (12) avec (14) paux 3 et avec (15) poud = 2, nous obtenons

E{M} —E{L} > c(e)n[G,(z, )]7* = ¢'(&)n(Inn) M?[G, (2, )17 H2.

Pour le cas llI§ € [sn'/3Inn, 2en*3Inn]. Par (9) et (10),

(Inm)¥*[E(MY? + E{L}Y?] < c(e)n®2(Inm)¥ G, (z, 172,
et si nous combinons (13) avec (14) paux 3 et avec (15) poud = 2, nous obtenons

E{M} - E(L} > c()n”*(INn)’[G, (2, D17 = ¢ (@)n**(Inm)*?[G(z, 172
Ainsi, dans tous les cas, pourassez grand,
E{M} —E{L} > 2(Inn)**[E{M}*? + E{L}*?].

Si nous prenona = E{M} — (Inn)¥*[E{M}*2 + E{L}¥?] dans (8), nous avons
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P{M <a}=P{E{M} — M > (Inn)¥[E{M}"? + E{L}*?]}
<P{|M —E{M}| > (Inn)¥*E(M}"?} <y,
et,
P(L >a}=P{L —E{L} > E{M} — E{L} — (Inn)**[E{M}"? + E{L}"/?]}
<P{IL —E{L}| > (Inn)**E{L}"'?} < y,..

Via (8), cela termine la démonstration de (3) et donc de la partie du théoreme 2.:
concernant I'erreur interne.

2.2. Erreur externe

Dans cette partie, nous prouvons la partie externe du théoréme 2.3. Grace au résuls
sur l'erreur interne, une forte proportion dgs,n¢] particules ne vont pas intervenir
dans l'erreur externe car elles augmentent le nuage avant de sori#(:ge(via
une modification du modéle définie ci-dessous). Ensuite, nous décolpsgns en
couronnes concentriques dont la largeur dépend des moments de la marche aléatoi
de maniére a pouvoir supposer qu’aucune particule ne saute par-dessus une couron
pendant un temps assez long (voir I'événem&t)). Ainsi, on étudie la décroissance
de la densité de particules sur ces couronnes grace a un contréle de la répartition spati
sur celles-ci.

Nous commencgons par des notations qui nous permettrons, dans la suite, de raisonr

le plus possible sans tenir compte des cas |, II, et lll. $&E 1/2 pour les cas | et Il,

eto © 1/3 pour le cas I, et souﬁ X enInn dans les cas | et Il 8% (1/¢)n® dans
le cas Il. Enfin, nous noterons_ n—=34.

Pours > —1 etr > —n~¥§, nous définissons des couronnes de largeuet n? .
Suivant le cas considéré, nous prengngdans l'intervalle correspondant aux hypothéses
du théoréme 2.3.

3*B(5)E B(n+ (s + Dn®)\B(n + sn®),
BWOE B(n+ (t+Ln?)\B(n+n").

Soit 7/ le premier instant ou 1g°™ marche aléatoire quittd(n + tn¥). Si cette
marche aléatoire augmente le nuage avant d’atteiidre+ tn¥), ce temps est dit
infini. Rappelons que: = [w$n?]. Nous supposons d’abord que I'événement suivant
E(n) arrive, presque slrement, pour tauhssez grand, et nous verrons a la fin de cette
sous-section que les conditions de moment du théoréme 2.3 sont suffisantes pour fai
cette hypothése.

déf.

En) Z V1< j<met —n V8 <t <n¥8(nn)? S(T/) € 3V B(1)}.
Cela signifie qu’aucune particule ne saute par dessus une courtmie) au premier
instant ou elle sort d8(n + tn?).

Nous considérons une construction différente de I''ALD” interne. Nous laissons les
J premieres particules marcher jusqu’'a ce gqu’elles augmentent le nuage ou atteignel
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0% B(0). Ensuite, nous redémarrons les particules qui n’ont pas augmenté le nuage, ¢
nous les laissons marcher jusqu’a ce qu’elles 'augmentent ou atteigfhBt). Nous
continuons ce processus avec les courorfigl(s) jusqu’a ce que toutes les particules
aient augmenté le nuage.

Ce modéle peut paraitre Iégérement différent de I'"ALD” interne, car il peut arriver
qu’une particuleS’ stoppée sub? B(0) ait, dans le modéle initial, augmenté le nuage a
I'intérieur de B(n) en un point;. Alors, cet “espace libre” peut étre pris par une particule
Sk (k > i). Si c'est le cas, quand’ repart et finalement atteint nous arrétonss’ et
redémarronss®. Ainsi, comme tous le§’ sont indépendants, nous obtenons le méme
nuage. Voir [14, Sect. 6] pour plus de détalils.

Nous notonsA,(j) (s > 0) le nuage obtenu par ce nouveau modéle gvearticules,
lorsque celles qui n'ont pas augmenté le nuage, sont stoppéasaisn. Nous voyons
facilement que

AN CAGHD,  AG) CAwa()), et Alm) = lim A (m).

Nous notons/ I'instant d’augmentation du nuage pourji&" particule dans ce modéle
avecm particules. Dorénavant, l'indicefera toujours référence & B(s), sauf lorsque
s = 0 ou nous pourrons garderpar souci de clarté.

Soients > 0 etz € 3? B(s). Nous définissons alors

M(s.n,2) % Y 1{s7 (8)) =2},

j=1

Ls.n ) Y08 (8)) =2.6] > o),
j=1

Lis.n ) Y 2{s"(&) =<},
yeB(r)

W(s.n,2) € M(s.n,2) = L(s.n. 2)
= # de particules qui atteigned? B(s) enz avant d’augmenter le nuage.

PourU c Z4, nous écrivons
We,n, DS S Wen 2, et Wis,n) € W(s,n, 0B)),
zeUNd? B(s)
et de méme poudt, L et L.
{B(r) C Ao(m)} C{¥y € B(r),3j(») t.q. 'V (¢/V) = y et&/V > 0/}
C {Vs > 0,Yz € 3?B(s), L(s,n, z) > (# parmi les particules
d'indice j (y)(y € B(r)) t.q. S/ (/) = z et
gsj(y) - Uj(y)) > Z(S, n, Z)}

= {Vs >0,z € d?B(s), L(s,n,z) > L(s,n,2)}.
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Et, si nous réécrivons la démonstration de l'erreur interne, nous obtenons qu’'ave
probabilité 1, quand — oo
P{3s >0etz e d?B(s), t.q.L(s,n,z) > L(s, n, 2)}
<P{B(r) ¢ Ao(m)} — 0. (18)

Nous remarquons qu¥ (s, n) est le nombre de particules qui atteignent la couronne
0% B(s) avant d’augmenter le nuage. Alors,

|A(m) N BS(n + sn?)| < W(s, n). (19)

Nous voulons démontrer qu'il existe une suite—s O telle que, pour tow, pourd > 2

Casll, E{W(s,n)} < (1—cen 2 E{W(s — 1, n)}+ v, (20)

Caslll, E{W(s,m}< (1—cn 2/ (Inn) ™ )E{W(s — 1, 1)} + va, (21)
etpourd =1

E{(W(s,n)} < (1—cn ™V (Inn) 2)E{W (s — 1, n)} + ¥, (22)

Pourd > 2, dans le cas lll, si nous itérons l'inégalité (21)de 1 jusqu'an® (Inn)3,
nous obtenons pourassez grand

E{W (1 +en®*/3(Inn)3 n)}
72V (Inn)3
<@A—en ™" " EWn,n) +v,

—Inn_d l ”
<en” 'Sty =v,,

ou y, ety sont encore des suites qui tendent rapidement vers 0. En gffetst
construite en multipliany,, par rien de plus grand que des polynémes; €f” tend
rapidement vers 0. Donc, comme pour l'erreur interne, (19) et le lemme de Borel-
Cantelli donne le résultat. De méme pour le cas Il, (20) entraine

E{W (n +en® 2N )2 n)} < .
et pourd = 1, (22) entraine
E{W (n+en"*"*(Inn)% n)} <y,

Maintenant, nous allons prouver (21) et (22). La démonstration de (20) est la méme qu
celle de (21) avec une autre définition&lat la remarque 2.7 lorsque la marche aléatoire
n'est pas symétrique.

Comme dans [13], nous obtenons le lemme suivant.

LEMME 2.11 ([13, Lemma 7]). -Soitx € B(n —(¢/2)n? Inn)\ B(r). Pour touts > 0,

wfn'G,(x,0)= > G(x,y)[1+0(n*Inn)],

YEB(r)
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ou la fonctionO(n?~1Inn) est bornée uniformément erets.

LEMME 2.12. — Pour touts > 0, E{M (s, n, z)} = E{L(s, n, 2)}[1+ O(n?~tInn)].

Démonstration— Nous définissons;, det inflk > 1: S(k) € B(r)} et z, © % si

B(r) n'est jamais atteint. Paf(n), une particule partant de € B(r) doit passer
par B(n — (¢/2)n? Inn)\B(r) avant d'atteindred? B(s). Nous pouvons alors faire une
décomposition de derniére sortie, voir [12, Lemma 2.1.1].

PY{SE) =z} = > G, (x, )P {S(E, A T) =2}
yeB(n—(g/2n?Inn)\B(r)
= > Gy(x, )P{SE AT) =y}

yeB(n—(e/2)n? Inn)\B(r)
= PZ{Tr < SS}]EZ{GS (S(Tr)a X) |fr < és}
Alors

E{M(s,n,2)} = P*(r, < &}(wfn))E{G,(S(z,), O)|t, <&},

BILG.n ) =P (5 <6)E{ 3 Gi(S@)y)[n <& .

YEB(r)
LEMME 2.13. —Sid > 2, alors il existe une constantetelle que, pour toud < s <n
ettoutz € 3% B(s),

et le résultat se déduit du lemme 2.110

P{S(&) =z} <ent™V 4,

Démonstration— Nous nous restreignons au casP (&) =z} > 0. ParE(®) la
marche aléatoire ne peut atteindrequ’en passant pad¥ B(r — 1) avect tel que
tn¥ <sn? < (t + Dn?. Soit

s Zinf{k > 1: S(k) € {0} Ud?B(s)).

Alors,
P{S¢) =z} < sup P'{S(u,) = O}
yedV B(t—1)
= sup G,(y, 0)[G,(0, 0]t <ent™V
yedV B(t—1)

La derniére inégalité vient du lemme 2.6 etrde sn® — ||y|| <2n¥. O

Par définition deM (s, n, z) nous avons, pouf =1,
E{M(s.n,2)} = 0fnP{S(&) =z} <win, (23)
et avec le lemme 2.12

E{M(s,n,z)—i(s,n,z)}<cn1/2|nn. (24)
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Pourd > 2, par le lemme 2.13,
E{M(s,n,2)} = 0fn'P{S(&) =z} < cofn**", (25)
et avec le lemme 2.12
E{M(s,n,z)—i(s,n,z)} <cen*inn. (26)

LEMME 2.14. —Pourd = 1, il existe une constanteet une suite;, —> O telles que,
Sis >0,
P{W(s,n) > cn‘”l/zlnn} <Yy

Démonstration— Soitz tel quern? < sn? < (t + D)nV, les points déd? B(s) occupés
par le nuaged,(m) sont a l'intérieur de¥ B(t) U 8‘”3(r~+ 1). Nous écrivonsW pour
W(s,n,dVB(t) Ud¥ B(t + 1)), et de méme aved, L et L. Pour touta,, a, positif

P{W >a1+a+E{M — Z}}
<SP{M>E{M}+a} +P{L<E{L) —ay} +P{L > L}.

L'inégalité (18) donneP{NZ > L} < y, pour une suitey, — 0. En prenanta; =
E{M}Y?Inn, et a, = E{L}*?Inn, le lemme 2.10 entraine que la partie droite est
bornée par une suitg/ — 0. Or, |3V B(r) U 8¥ B(r 4+ 1)| < cn?, donc (23) donne
E{M} < cn't?, et grace au lemme 2.18{L} < cE{M} < ¢n**?. Ainsi,

a1+ az = (Inn) [BE{M}Y? + E{L}?] <en™P2Inn,
et (24) donné&{M — L} < cn?™Y2Inn. Donc, finalement
PIW>a1+a;+E(M — L)} >P{W(s,n) = cin’ ?Inn}. O

De méme pout/ > 2, le lemme correpondant est

LEMME 2.15. — Soitd > 2. Pour toute constante positivg, il existe une constante
c et une suitey, — Otelles que, sk > 0etV C 3?B(s) avec|V| < Cn¥+@-D/3,

P{W(s,n,V)> cnzw”/glnn} <Yy

COROLLAIRE 2.16. — Pour d > 2, il existe une constante et une suitey, — 0
telles que

P{W(s,n, B(x, nl/g)) < en®*3nn pour touts >0, x € 3’B(s)} = 1—y,.
Démonstration— Par€ (n),
W(s, n, B(x, n1/3)) = W(s, n, B(x, n1/3) N [awB(t) U awB(t + 1)]),
avectn? <sn? < (t + Hn¥. Ory < 1/3, donc

|B(x,n3) N [8VB(t) U3V B(t + 1)]| < n? D3,
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Le lemme 2.15 permet alors de conclurex

LEMME 2.17.— Pour toute > 0, il existea = a(¢) > 0 tel que, siA C B(n) avec
|A| > en?, alors

Plta <&} > .

Démonstration— Nous pouvons nous restreindre: &st assez grand. Prenoms=
u(e) < 1ltel que

|B(n)\B(un)| <

I\JIO’>

Mais |A| > en?, donc|A N B(un)| > (¢/2)n?. Soit v & S5 11{S(k) € A} le nombre

de visites e avant de sortir d& (). Alors,

—

EV)=YG,(0.0> 3 G,(0.3)>5n' inf G,(0.y).

yeA yeANB(un)

Si nous faisons le méme calcul que pour le lemme 2.6, nous obtenonsg poBir

2 _ B _ ;o
2G,(0,y) = (||y|| —nZ N+ O(llylI*™) = cllyl|* = 'n® .

Pourd = 2,
©2G,(0,y)=2(Inn—In|lyl) +O(IylI™") = =2Inu + O(lly| ™) > ¢
Pourd =1,
02G,(0,y)=n— |yl +OD) > (L — wn + O(1) > cn

Nous prenong|y|| > M, avec M assez grand. Nous pourrons faire en sorte que les
constantes permettent d'avoir le résultat également pour le nhombre fini de cas o
Iyl < M. Ainsi

inf G,(0,y)>cn®™,
yeB(n)
et doncE{V} > cn?. De plus, par le lemme 2.&*{V} < ¢'n?. Ainsi,
Plta <&} =PV > 1} =E{V}[E{V|V > 1}]‘l = E{V}[IE{IES“A){V}}}‘1 > a. O

Nous avons besoin d’'un dernier lemme géométrique.

LEMME 2.18. — Il existe une constant& telle que pour toutD > 0 etV c Z4, il
existe un sous-ensemblec V satisfaisant
() VcU, .y B, D),
(i) Pourtouty € Z4, |B(y,2D)NV| < K

Démonstration— Soit lanneaud(kD/2, (k + 1)D/2) & B(0, (k + 1)D/2)\B(0,

kD/2). Nous pouvons toujours le recouvrir par un nombre finiiidépendant de)
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de boules de rayo® /2. Nous constituons un ensemble de boules composé d’'une part
de B(0O, D/2) et d'autre part, pour chaque annedwD/2, (k+1)D/2) (k > 1), deb
boules de rayorD /2 permettant de le recouvrir. Nous notdrsl’ensemble des centres

de toutes ces boules, et

Vi€ {xeV: B(x.,D/2NV £0).

Pour chaquexr € V3, fixons un point dans3(x, D/2) NV et appelonsV I'ensemble
de tous ces points. Pour toute V, il existe x € V; tel quey € B(x, D/2) NV, alors
B(y, D) D B(x, D/2) et donc

U B(3.D)> | J B(x,D/2)DV.

Jev xeV

CommeV C V, la propriété (i) est vérifiée.
Pour touty e Z¢, soitk(y) un entier tel quey € A(k(y)D/2, (k(y) +1)D/2), alors

B(y,2D) C A((k(y) —4)D/2, (k(y) +5)D/2).

Sik(y) < 4, remplacek(y) — 4 par 0. Cet anneau est recouvert par au plub@iles
B(z,D/2) (z € V'). Comme

B(z, D/2) C A((k(z) —1)D/2, (k(z) +2)D/2),
chaqueB(z, D/2) intersecte au plustdboulesB(t, D/2) (t € V'). Donc,|B(z, D/2) N
V| < 3b, ce qui donne la propriété (i) avet = 27b%>. O
Nous fixonsy € 9% B(s) et écrivonsy % B(x, n?) et 2U % B(x, 21%). Géométrique-

ment, il est facile de voir qu'il existe une constagteelle que, pour toup € 9? B(s) N U,
il existez € 3% B(s) tel queB(z, fn?) C B(y,n?) N U. Donc,

|B(y,n?)NUN3’B(s)| >|B(z, pn?) N3’ B(s)| > 2c4n’?

Ici, ¢, est une constante ne dépendant que de la dimedsiDonc, si|U N d?B(s) N
Al < cyn??,

|B(y,n?)Na?B(s)NA°| > |B(y,n?)NUN*B(s)| — |[UNI*B(s) N A| = can®.

Donc,
|UN3?B(s)NA| <can?® = |B(y,n?) N3°B(s) N A°| > cqn™
pour touty € 3 B(s) N U. (27)

Soit ¢/ linstant d’augmentation du nuage pour j&™ particule (avec la nouvelle

définition du modéle). Soient = Y (s, j, U) la fonction indicatrice de I'événement

{S/())eU,0/ > &/} etH aet Ag1(j — DN B(S/(&)),n?) N 3% B(s). Ainsi,
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P{&/ <o’ <§+1 Si(a')e2uU}
>Plo/ <&l,,8(c7) €2U|87(£]) e U, &/ <o/, |H| > cqn?®)}
x P{S/(&/) e U, & <o/, |H| > cqn’?}
>E{PYE () < Thuy JISU (&) € U &1 <o, |H| > cqn™}
x E{YL{|H| > c,n?*}}
> aB{Y1{|As11(m) N B(S7(&/), n?) N3¢ B(s)| = cyn??}}
> aE{Y1{]A;420m) NU N3?B(s)| < can?®}}.

L’avant-derniére inégalité vient du lemme 2.17 pour des boules de ne/@h du fait
que

S/(g]) e U= B(S'(&/),n?) c2U.

La derniére inégalité vient de (27) et du fait que, sur le supportrdes’(&/) €
U N 3% B(s). En sommant cette inégalité pour tous jede 1 am, nous obtenons

E{|(Au+1(m)\As(m)) N2U N 8¢B(s)‘} > aE{W(s,n, U)1{Z}},
ol nous notong I'événement{| A 1,(m) N U N3¢ B(s)| < c,n?}. SurZe,

|(A+0)(M\Ag(m)) N2U N3? B(s)| > |Ai41(m) N?B(s) NU| = can™.
Ainsi,
E{|(Agtnm)\As(m)) N2U N3?B(s)|} = can™E{1(Z°)}.

Donc, pourd > 2

E{|(As+1(m)\A;(m)) N2U N3? B(s)|}

1
> EIE{aW(s, n, U)I{Z} + cqnP1{Zz°}}

> cE{min{W (s, n, U),n?/?}}
> en 2 (Inn) E{W (s, n, U)L{W(s,n, U) < n®*BInn}}
>cen 2 (Inn) T E{W (s, n,U)} — y,.

La derniére inégalité vient du corollaire 2.16.
Gréace au lemme 2.18, pour toutls < n, il existex;, ..., x,u) € 0?B(s) tels que

u(n)
3?B(s) C U B(xi,n?).
k=1

Or, chaquey € 3% B(s) est contenu dans au plus (indépendant da) boulesU, aet
B(xx, 2n?). Ainsi,
u(n)
K[0?B(s)| 2> _(2Ux N a?B(s)),
k=1
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et donc,

E{[(A¢r1(m)\As(m)) N3 B(s)|}
u(n)

> K™Y E{[(Agrn(m)\As(m) N 20U, N 87 B(s)|}
k=1

>cen 2 (Inn)TE{W (s, n)} — y,.

Finalement, I'inégalité (21) se déduit de
W(s,n) = W(s 4+ 1,n) > |(Aqsn (m)\A(m)) N 97 B(s)|.
De méme, poutl = 1, nous obtenons
E{|(A+m\A,(m)) N3°B()[} = en ™V (INm) *E(W (s, n)} = v,

puis (22). Cela acheve la preuve du théoréme 2.3, puisque le cas multi-dimensionne
non-symétrique se traite de fagon identique (en passant par la marche aléatoire renvers
si nécessaire) avec les valeurs correspondanteseté.

Il nous reste juste a étudier I'événemétih)

LEMME 2.19. —Sous les conditions de momefty)) ou D(¥), I'événement (n)
correspondant est vrai pour toutassez grand, avec probabilifié

Démonstration— Nous considérons d’abord le cas lll. Séit(n) le nombre de
particules, parmin, qui sortent deB(n) avant d’augmenter le nuage. Grace a la partie
relative a l'erreur interne dans le théoréme 2.3, sur chaque cou@hBe) il y a,
au plus,cn?=?2Inn particules. AinsiW (n) < cn?=?3Inn. SoientJ,(¢) le nombre de
particules qui sautent par dessifsB(¢) en sortant de&8(n + tn?), et

nY/3H0 (Inn)3

LE S Lo

t=—n13¥Inn

La conditionD(y) entraineP(|| X || > n"} < cn=3'~“*#3(Inn)~°. De plus, par (6),
PLIS(T)I = n+ 4+ D'}

= > P{y+XI=n+0+Dn"}G,ymv (0, )
yeB(n+tn¥)

= Y. PlXxlIzn+@+DnY =y} Gy (0, y)
yeB(n+(t—1)n¥)

Z1
+ Y P{XlIzn4+@+DnY —y1}Grpmr (0, ).
yed¥B(t—1)
Z3

Or, grace au lemme 2.6,
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n+tn?
Zi< Y > P{IXI =7+ @ +Dn” = Iy} Gpprnv (O, ¥)
k=n¥ n+tnV —k<||y||<n+tn¥ —k+1
nktnd d-1 1-d
<c Z (n+tn? —k) TP{IX| =k} (n+ 1Y)k <en V23 (Inp) 78
k=nV¥

De plus,

Z<P{IXI=n"} Y Gy (0.y) <en V"3 (nn)C,
yed¥ B(r—1)

La deuxiéme inégalité vient du lemme 2.4. Nous avons donc
P{IS(THI = n+ @+ Dn’} <cn V= *2¥(nn)~°.

Dans le calcul de/,, n’interviennent que les particules qui sautent par dessus une
couronne a l'instant de sortie de la boule intérieure de la couronne. Donc,

nl/3+t// (In n)3

E()< Y. WP{IST)I = n+ @+ Dn'} < (nmy =0,

t=—nl3V¥Inn

Alors, pourng assez grand, par I'inégalité de Markov,

SOPEM I D E(LI< D (Inn)?nt < oo

n=ng n=ng n=ng

Donc, par le lemme de Borel-Canteli(n)° arrive finiment souvent presque srement.
Pour le cas Il, par la conditiofi(1), les mémes calculs menent &

P{IX] >nY} <n™3V~UH2(Inp)~4,

/24 (In )2
E{J,} < Z en™ Y2 V=@ (In )yt < (Inn)~2n L.
t=—Cnl/2—¥

Enfin, pourd = 1, par la conditiorC(y), hous avons

P{IX|| =n?} <n 27 (Inn)~5,

n1/2+¥ (Inp)3
E{J,} < Z en*?(nmn~>V(nn) "8 < (Inn)~2n~L. O
t=—nY/2=V¥Inn
Méme avec des moments infinis, nous ne pouvons pas prehese car lorsque
Y tend vers 0, lez minimal que nous devons prendre, tend vers l'infini. Néanmoins,
si la portée est finiegy = 0 est possible car la nécessité ¢geapparait dans les
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lemmes 2.13, 2.14, et 2.15 ou le caractére fini de la portée nous permet d’othettre
D’autre part, avec des moments exponentiels, nous pouvons remplaqer « Inn
pour obtenir 'événement (n) vrai pour toutn assez grand, presque sOrement, et le
résultat correspondant (le choix de la constant®pend du type d’exponentielle dans
les moments de la marche aléatoire).

2.3. Condition nécessaire pour I’obtention d’uneformelimite

Jusqu’a présent, nous n'avons établi que des conditions suffisantes pour dire que
modéle admettait une forme limite. Néanmoins, nous pouvons également obtenir un
condition nécessaire. Soiefitk) une marche aléatoire centrée irréductible Ztiret
|l - || une norme euclidienne quelconque. Nous définis&ns, &;(n) etsg(n) comme
précédemment. Rappelons que la trace,Zyrdes boulesB(n) est la forme limite de
I"ALD" interne si et seulement si, avec probabilité &,(n) = o(n) etég(n) = o(n).

PROPOSITION 2.20. =Si §;(n) = o(n) et §g(n) = o(n) presque sdrement, alors la
marche aléatoireS (k) possedel + 1 moments.

Démonstration— Soitw, le volume de la boule unité pour la norrfie||. Supposons
que l'erreur interne Vvérifié; (n) = o(n) presque strement. Alors il exisie(0 < o < 1)
et N tels que, avec probabilité 1, pour tout= N, B(n/2) C A([(1 — a)wyn?]). Dong,
an fixé, sur{wyn‘] particules, leq(1 — a)wyn’] premiéres couvrenB(n/2). Ainsi,
les [awyn“] particules suivantes augmentent le nuage seulement aprés leur sortie d
B(n/2). Nous allons prouver, qu'avec une probabilité positive, il existe au moins une de
ces particules qui sort d&(2n) lorsque gu’elle sort d8(n/2). D'aprés (6),

P{Eli <awgn’t.q. ||Si(Sn/2)‘}
P{|IS(&,/2) || < 2n}]

awgn?

d

—[
oawgn
1- [1 > P{IX+yll =21)G,2(0,y)
yeB(n/2)

— (1= PIX| = 30} El&y2)] "™

>1
> 1—exp(—cnT?P{||X| = 3n}).

La derniére inégalité vient du lemme 2.8. Supposons qu'il existe urgreed et une
suite infinie croissante d’entiefg;) tels que, pour tout € N, n?*ZP{||X|| > 3n;} = B.
Alors les probabilités des événemetifgn;) > n;} sont minorées par une constante
strictement positive. Le lemme de Kochen-Stone [11] permet alors de conclure qu
I'événements(n;) > n;} arrive infiniment souvent, avec probabilité strictement positive.
Ainsi, §z(n)n"! ne tend pas vers 0 avec probabilité 1. Alors, une condition nécessaire
pour avoiré;(n) = o(n) etdg(n) = o(n) presque sirement, est que, pour tut O et
toute suite infinie croissante d'entiefs;), il existei tel quen{”zP{llel > 3n;} < B.
Ceci implique lim,_, o n%*t?P{|| X || > 3n} = 0. Cela rend le moment d’ordeg+ 1 fini,
car il peut s'écrirdl{|| X |91} = o7 t¢ - P{IX|| > t}dt. O
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3. Casd’'une marche aléatoire non-centr ée

. L . dét
Nous considérons une marche aléatoion- centreesuer S(n) = X14 -+ X,

avec X, X1,..., X, ... i.i.d. Nous supposons Iderlveu IE{X} non nulle, de
longueur finie. Dans ce cadre, I'"ALD” interne est plus compliqué & étudier car nous
disposons de peu d’informations sur le comportement asymptotique de cette marct
aléatoire hors de I'axe de la dérive. De ce fait, nous ne pouvons faire une étude précis
gue dans le cas uni-dimensionnel. Dans le cas multi-dimensionnel, nos résultats so
moins satisfaisants. Nous gardons les notations de la section 2.

3.1. Casuni-dimensionnel

Nous pouvons supposgr positive, le cas oy est négative se traitant par symétrie.
Nous supposons également la marche aléatioigeluctible Nous distinguons les
hypothéses de moment sur la partie négative de l'incrémdid,), et celles sur
l'incrément tout entier3(yr).

A@): > XM p(x) <oo, B Y IxV plx) < oo.

x€ezZ~ X€ZL
Janson [10] montre qud(¢), avece > 0, est équivalent &
E{IS(T)—c0,—x1)|?1{T)-00,—x] < 0O}} < 00,

pour toutx > 0, out; est le temps d'atteinte de l'intervallg infini si I n'est jamais
atteint. Ainsi,

o0

P{7)—c0,—x] < 00} <x > k?P{|S(1)—c0,—I? = k?, 7)o, —] <00} <ex .

k=0

Nous obtenons alors un premier lemme sur la forme du nuage.

LeEmMME 3.1. — Pour une marche aléatoire vérifiamt(¢) avece > 2, avec probabi-
lité 1, pourn assez grandA(n) C [—n??(Inn)Y/?, +-o0.

Démonstration— Nous notonsSi (k) (i = 1 an) lesn premiéres marches aléatoires
non-stoppées. L'exposanfera toujours référence a1&d™ marche aléatoire.

P{al nt. q T] 00,—n2/# (Inn)%/2] < OO} nP{T]_Oo’_HZ/zp(mn)l/Z] < OO} < Cl’l_l(ln n)_¢/2.
Donc

Z P{al nt. q T] 00,—n2/# (Inn)%/2] < OO} < Q.
D’apres le lemme de Borel-Cantelli, avec probabilité 1, poassez grand

Vi < n, f]l—oo,—n2/¢(|nn)1/2] = Q. O (28)
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Remarque3.2. — Supposons que la marche aléatoire vérifie les conditions suivantes

notéesE(r) :
() ez lxlp(x) < oo,

(i) llexister e R tel qued_, ., r*p(x) =1.

(iii) Le réelr de (ii) verifie O< )" .., xr ¥ p(x) < 4o00.
Alors, par la proposition 19.13 et 'exemple 19.14 de [15]> 1 et P{1)_x. ) <
oo} = O ™). Ainsi, le méme calcul que pour la preuve du lemme 3.1 donne qu’'avec
probabilité 1, pour. assez grandd(n) C [—alnn, +o0o[, aveca > 2/Inr.

Remarque3.3. — Si la marche aléatoire est aux plus proches voisins, alors elle vérifie
les conditionsE(r). De plus, A(n) est un intervalle de longueur. Donc, grace a la
remarque 3.2, avec probabilité 1, peuassez grand,

[0,n —alnn] C A(n) C [—alnn,n].

Dans le cas général, nous allons obtenir I'existence d’'une forme limite. 8Gtis
va dét va déf
elle s'écrit B(n) = [—n¥?(Inn)Y2, n], et sousé(r), elle s'écrit B(n) = [—alnn, n]
aveca > 2/Inr. Pour démontrer la borne supérieure de ces intervalles ainsi que les
fluctuations autour de celle-ci, nous définissomsr€ur internes; (n) et I'erreur externe
Sp(n) .

n—s; M Emin{z¢ Am)},  n+spm) E max{ze An)).

La condition&(r) seule, ne permet pas d'obtenir un contréle des fluctuations autour de
la borne supérieure de-alnn, n]. Ainsi, il faudra supposer une condition de tygép)
dans tous les cas.

THEOREME 3.4. —Soit une marche aléatoire vérifiant les conditioA&p) aveceo >
2etB(y) avecy > 0.
e Erreur interne:
— Si1< ¥ < 3/2, alors, avec probabilitd, §; (n) = o(n>").
— Siy > 3/2, alors, avec probabilitd, §;(n) = o(n*/?Inn).
e Erreur externe
— Si5/2 <y < 4, alors, avec probabilitd, §z (n) = o(n® @) (Inn)?).
— Si4 <y <6, alors, avec probabilitd, 55 (n) = o(n¥/*¥ @) (Inn)?).
— Siy > 6, alors, avec probabilitél, §;(n) = o(n*?(Inn)?).

Démonstration de I'erreur interne- Le cas o/ = 1 demande des calculs plus fins,
donc nous le traitons ici. Powr > 1, nous donnerons juste les résultats intermédiaires.
Soit G(z) = G(0, z) la fonction de Green associée a la marche aléat®irsous
posonsh aet uG(0). Alors, nous choisissons & 1/3sib < 1eta det 1/(4b) sib > 1.
De méme qu'a la section 2, par irréductibilité, nous pouvons nous restreindre a prouve
qu'il existe une suitey, — 0 telle que, pour tout € [n — en,n — (1 — a)n] (avec
¢ > 0 que l'on fera tendre vers OR{z ¢ A(n)} < y,. Commepu > 0, [15, Prop. 24.7]
donne lim_, . G(0, z) = 1~2. Nous définissons alorg(z) & G (0, z) — u~t = o(1).
En reprenant les notations de la section 2 page 624Bwec= [—n??(Inn)*?, n], nous
obtenons
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G, (z,2)E{M}
= (n+n¥?(Nn)Y?)G(0,2) — (n +n*?(Inn)?)[G(0, z) — G.(0, 2)]
> u 4 f(@n+0n¥?(nn)Y?) — (n +n??(Inn))E{PSE)(1_o 1 < 00} }.
Or par (28)P{S(&,) < —n?*(Inn)*/?} =0, pourn assez grand. Donc,
E{P*{1) o gi<oot = O((en)™?). (29)

Cela implique,G,(z, 2)E{M} > utn + f(z)n + On%?(Inn)*/?). De plus, (29) donne

G,(z,2) = G(z,2) + O((en)™®) = G(0) + O((en)™?). (30)
Donc finalement,
_n_ f@n 2/¢ 1/2
E{M} = 5 + G(0) +O(n“?(Inn)™*). (31)
déf. déf.

Soit y = 1 — 3a/2. De plus, sib < 1, nous notons8 = 1/2, et sib > 1, alors

B aet 1/(4(2b — 1)). Ainsi, toujours avec les notations de la section 2 page 624,

G (z, 2)E{L}

n—(1+B)en n—yen
< Y G+ Gu) Y, P <&}
y=—n2/¢(Inn)1/2 y=n—(1+B)en

+Gu(z,2) Z Py{fz<€n}

y=n—yéen
n—1+p)en
< > f@=+{m—A+Pen)u Tt +GO)A+ B —y)en

y=—n2/¢(Inn)1/2

+G(0) Z PY{t, <&,} + O(n??(Inn)*?).

y=n—yen

Pour touty <n — (1+ B)en, z — y > Ben, donc

n—(1+pB)en

> f=y)=om).

y=—n2/¢(Inn)1/2

Or,l1—a—y=uw/2,donc, poury € [n — yen,nl,y — z > («/2)¢en et ainsiP’{r, <
£,} <PY{r, < 00} < c(en)~?. Finalement, avec (30),

E{Z}g%—(HTﬂ—l—ﬂ—y>sn+o(n). (32)

Et, par le choix des constantes, nous vérifions facilementtwes) /b —1—+y > 0.
Ainsi, en regroupant (31) et (32), nous obtenons, poassez grandZ{M} — E{L} >
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cen, et E{M}¥2 + E{L}%2 < cn%2. Alors, en appliquant la méme méthode qu'a la
section 2 pour I'erreur interne, nous obtenons le résultat Hau).

Par [16, Théoréme 1], la conditioB(y) implique f(z) = o(z*"¥). Ainsi, pour
1< < 3/2, nous pouvons prendeee [n — 2en®> Y, n — en®"V] et le méme calcul
donneE{M} — E{L} > cen®"V. De méme, poury > 3/2, nous prenong € [n —
2en*2Inn,n — en*/2Inn] et ainsiE{M} — E{L} > cen*/?Inn. Or, dans tous les cas
E{M}Y2 + E{L}*? < Cn'/? reste vrai. Donc, nous obtenons le résultat)

Démonstration de l'erreur externe Nous redéfinissons le modele comme dans
la sous-section 2.2. Commg > 5/2, pour toute > 0, §;(n) < en*?Inn, presque
sirement, pour assez grand. Alors, au plus’?Inn particules interviennent dans
le calcul de I erreur externe.

SoientT = Tl = mln{] >0: S(j) > S0} et Tk = mln{] > T 1 S() > S(Tr—1)}
pourk > 1. Comme O< u < oo, T,T, — Ty,..., T, — Ty_1, €tc, sont des variables
aléatoires i.i.d. (appeléeséchelony et par [8, Th. 2.1], la conditionB(y) est
équivalente aE{(S(Ty) — S(Tr_1))?} = E{(S(T))¥} < co. Nous construisons une

nouvelle marche aléatoir€ (k) par Z(0) & 50) et Z(k) & s(T)) pour k>

L'incrément deZ (k) est toujours strictement positif, et il est de moyerp@e: MIE{T}

positive et finie. Nous noton®, les probabilités relatives a cette nouvelle marche

aléatoire. Enfin, nous notorfX[a, b])d_ef{S(k) a <k <b}. Ainsi,

P{SE&)<n+n Tt 202 (nm2.400f) N [, 70+ 204(IN ) H < anl/zlnn}
=E{P¥ {‘L’]n+2na(|nn)2’+oo[ <en?Inn}|S(&,) <n+n*(nn)?}
x P{S(&,) <n+n*(n n)z} (33)

aveca & 5/(2y) si52 <y <4, 0 B 1/443/2y) sid< ¢ <6 eta

Y > 6.
Sous I'hypothése3(yr), [9, Th. 4.3] donneR{|(Z (k) — ku.)k~Y?|V} < oco. Alors,
lorsquesS(&,) <n +n%(nn)?,

aet 1/2 si

n 1/2
PE {T]n+2na(|nn)2’+oo[ <én / |nn}
<P ATpagnm 400 < en2INn} <P {Z(en'?Inn) > n®(Inn)?}
Z(en'?Inn) — pen*?Inn 1
< PZ{ ( ) — > —n“_l/4(|nn)3/2} Le(e)n? @V (Inn)~3V/2,
Ven2Inn 2

L'avant derniere étape vient du fait qae> 1/2. D’autre part, en utilisant (6), nous
obtenons

P{S(&,) =n+n*(nn)?} <P{X > n“(nn)?}E{&,} < cn'™*Y(Inn)~2V,
Enfin, par (33), nous obtenons pour les marches aléat§ifgon-stoppées) intervenant
dans l'erreur externe,
P{3i <en*?Inn t.q.(S'(&,) = n +n*(nn)?) ou (S'(&,) <n +n(nn)?,
|Sl ([&ns r]n+2n°((|nn)2,+oo[ [) N [n,n+2n*(nn) ] | <en*?In n)}
<cenZInn(n? @YY (Inn) 732 4 pt7*V (Inn)=2).
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Alors, nous veérifions que pour tout > 5/2, avec lex correspondant, le lemme de
Borel-Cantelli entraine qu’avec probabilité 1, cet événement n'arrive jamaismpour
assez grand. Ainsi, chacune de ee¥?Inn marches aléatoires non-stoppées visite au
moinsent/?Inn points différents danp:, n + 2en®(Inn)?]. Donc les marches aléatoires
stoppées s'arrétent toutes avant- 2¢n®(Inn)2. Cela achéve la preuve de l'erreur
externe. O

3.2. Cas multi-dimensionnel

Nous séparons la marche aléataft@n deux :S; et S,. La marche aléatoird; est
la projection deS sur I'axe de la dériveD,,, orienté dans le sens de et S, est la
projection deS sur I’hyperplanDj, orthogonal a cet axe. La marche aléatdpeest
centrée et nous noton@,| le déterminant de sa matrice de covariance. Nous disposons
de peu d’informations sur le comportement asymptotique d’une marche aléatdfi§ sur
des que nous nous éloignons de I'axe de la dérive. Ainsi, notre étude sera mains préci
gue dans le cas centré, notamment, nous n’obtiendrons qu’une borne supérieure pour
forme du nuage de I'"ALD” interne. Comme nous n'avons pas de propriété de couverture
pour le nuage, nous pouvons relacher I'hypothése d'irréductibilité. Nous supposeron
également qued,, correspond a un des axes fé. Ainsi, S; et S, sont des marches
aléatoires suf et Z?—* respectivement. Enfin, nous supposons que la marche aléatoire
possede des moments exponentiels et, de plusSgweérifie la conditionE(r) de la
remarque 3.2.

Soitz € Z¢, nous notons;, ol (z, u) (oU (-, -) est le produit scalaire usuel &) et y,
la projection de; surDj. Nous définissons ledgongons cylindriquesuivant ¢ € N*)

déf.

T(k) = {z€Z aklnk <x, <a(k+1)Intk+21), ||y, || <kY2(nk)*?+ (Inn)?},

T-) % {ze2% —alnn <x. <0, |y.| < (nn)2},
ou || - || désigne la norme euclidienne Bé. La constante: doit vérifiera > 2/Inr olr
est le réel définit par la condition (ii) d&(r) sur S;. Pour sa part, la constanéedoit
vérifiera > [24 (d + 1)2/(2d)]/ Inr. Notre résultat est le suivant.

THEOREME 3.5. — Soit S(k) une marche aléatoire suf, non-centrée et vérifiant
les conditions ci-dessus. Alors, avec probabilifgpour n assez grand,

2p2d/(d+1)
AnYcT ) |J Tw.
k=1

Remarque3.6. — Pour une meilleure vision de ce résultat, nous remarquons que
2p2d/(d+1)

. T(k)CP(n),avec

2d
P(n)z{zeZd: o<x2<ad—

X
2D gy < 4 I, + <lnn>2}.
+1 o

Démonstration— Dans un premier temps, Nous prouvons que les pointse® avec
x, < 0 sont, avec probabilité 1, pourassez grand, dar’s— (n). D’aprés les hypothéses
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surS1, comme dans le cas uni-dimensionnel, nous avons
P{3j,1<j<n?tq.t/(— o0, —alnn[) <oo} <n,

ou rlj(l) est le temps d’atteinte de l'intervallepar laj*™ marche aléatoiré;, etc > 1.
Donc cet événement n'arrive que finiment souvent presque sGrement. De plus,

P{3j <n?t.q.3k t.q. 5] (k) <O0et|S]k)| > (Inn)?}
<n?[P{3k < (Inn)? t.q. (k) < 0 et[|S5 (k) || > (Inn)?}
+P{3k > (Inn)?t.q. §{ (k) <0 et|| S5 (k)|| > (Inn)?}].

Or, en notant,(n) le temps de sortie de la boule B&~! de rayor: par S, puisques,
a des moments exponentiels,

P{3k < (Inn)2t.q. S (k) <0 et|[SJ(k)|| > (Inn)?}
< P{&((Inn)?) < (Inn)?} < cexp(—c(nn)?).

D’autre part, en no~tarffl(k) det S1(k) — | llk, Sy est centrée et possede des moments
exponentiels. Dong; satisfait a un principe de grandes déviations de fonction de taux
I(x) > cx?. Ainsi,

P{3k > (Inn)? t.q. 8] (k) <0} <P{3k > (Inn)? t.q. |S1(k)| > |||k}

cexp(—cllul*(nn)?).

NN

Alors,
P{3j <n?tq.3ktq.5{(k) <Oet|S;k)| > (Inn)?} <n~2

Donc, par le lemme de Borel-Cantelli, cet événement n’arrive que finiment souvent
presque slrement.

Maintenant, nous regardons I'ensemble des pointa @de) avecx, > 0, que nous
noteronsA* (n). Nous adaptons la méthode utilisée dans [14]. Nous nafolestemps
d’atteinte (éventuellement infini) d&(k). Ainsi, par [5], pour tout/ > O, pourk assez
grand

P{S(m) =2} < G(0,z2) < c|z| P2 JkID/2,

Alors, pour tout ensembl& c 7 (k) (k assez grand),
P{S(ty) e U} < JHUK=/2, (34)

Nous notons;, = 7y ([ak Ink, +00[) etér = E(kY2(Ink)*?). Ainsi,
Pl # 11} =Plu > i} <P{f2a < 11}
<P{r1 > k(nk)*?} + P{& < k(Ink)¥?}
<P{S1(k(INk)¥?) < —kInk} + P{& < k(Ink)*/?}
< cexp(—c(nk)/?).
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Ainsi,
P{3j <n’tqIk<n®“Vigu#ul<n’ Y Plm#nu)<am ™,

k>n2d/(d+l)

avecp > 1. L'événement{r; # 11} n'arrive donc plus, pour aucune de$ marches
aléatoires, pouk assez grand. Il en est de méme de I'événeniSntry) — akink >
alnk, t, = 11} grace au calcul suivant et au choix @e
P{Sl(‘fk) —akink>alnk, 7, = ‘L’l} <P{5:D) >« In kYE{t,}
< ck(nk)r=" > "= p(x) = k" Ink.

x€Z

Nous définissong (/) & #(A(j) N T (k)), et v (j) = E{Z,(j)}. Ainsi, pourk assez
grand,

Vepr (4 1) — vesa () SE{R(AQD), T (k + 1) 1{re = 11} 1{S1(m) — ek Inn < e Inn}},

oUAh(A(), T (k+ 1)) est la probabilité d'atteindrd ()¢ a l'intérieur de7 (k + 1).
Or, en conditionnant par, = 71 et S1(tx) — akInk < «Inn, si une particule atteint
A dans7 (k+ 1), alors elle a atteinf (k) a l'intérieur du nuaged (7). Donc, par (34)

i1+ D) —vea ) <E{R(T (), AD)) Y <E{J Zo(DEKD72) = Jup (D72,

Mais v (0) = 0, donc en sommant ces sommes télescopiques, nous obtenons

j—1

Va1 () < TEED2N "),
=1

Or, pour k = n?/@+D linégalité v,2,q1(j) < j est toujours vraie. Donc, par
récurrence, NoUs prouvons que, pouE n%/@+Y et j fixé,

.k —pn2d/(d+1)
k—n2d/(d+D) Jk n +1

(k — n2/@+D 1 1)1°

vk(j) < I:Jnd(l_d)/(d-’_l)}

Alors,

2p2d/(d+1)
P{A+(nd) ¢ U T(k)} < P{Zy2i/arn (n?) > 1} < vgziarn (n?)
k=1
< [Je]nZd/(d+l)ald(d_l)/(d+l)~

Nous pouvons choisif < 1/e. Alors, le lemme de Borel-Cantelli donne le résultat

Remarque3.7. — Si la marche aléatoir®y est a portée finie, la largeur des cylindres
T (k) peut étre réduite & une constante qui dépend de la portée.
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FiG. 1. Exemple pour = 10000.

3.3. Exemple

Nous considérons un exemple bi-dimensionnel défini par la probabilité de transition
suivante :

det 1/2d:éf' p((x,y), x+1y—1).

p((x, ), x+1y+1)
La marche aléatoire associée a une fonction de Green aisément calcifable)) =
pi(y), pourx >y avec p;j la probabilité de transition itérée de la marche aléatoire
simple surZ. Alors, les méthodes utilisées dans le cas centré, permettent d’encadrer |
nuage au temps? entre deux boules correspondant aux lignes de niveau de la fonction
de Green, a une constante multiplicative pres. Ainsi, nous n'avons pas de preuve ©
I'existence d’'une forme limite pour le nuage. Néanmoins, des simulations informatiques
semblent montrer I'existence d’'une forme limite (voir Fig. 1). Mais la forme qui semble
se dégager ne correspond pas a une ligne de niveau de la fonction de Green.
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