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RESUME. — Nous démontrons les principes d’invariance de Donsker et Strassen pour les flot
sur Sl(d, R)/Sl(d, Z) définis par des matrices diagonales. La technique utilisée est la méme
que dans [9]. La théorie des représentations des groupes de Lie fournit des estimations ¢
décorrélation. On en déduit un résultat d’équirépartition des feuilles dilatées par le flot qui nous
permet ensuite d’appliquer la méthode de Gordin. Nous établissons également un résultat
régularité pour I'équation de cobord 2002 Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

ABSTRACT. — We prove the Donsker and Strassen invariance principles for the flows on
Sl(d, R)/Sl(d, Z) defined by diagonal matrices. For this, we use decorrelation estimations given
by the representation theory of Lie groups. From them we deduce a result of equidistribution o
unstable leaves for the flow and we follow Gordin’s method. We also establish a regularity resul
for the coboundary equation.2002 Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Introduction et énoncés des résultats

Depuis l'article de Sinai [21] paru en 1960, la preuve du théoréme limite central (TLC)
dans les systémes dynamiques de type hyperbolique a fait I'objet de trés nombreu
travaux. Pour les systémes d’Anosov, on se sert généralement du codage obtenu gré
a la construction de partitions markoviennes (cf. par exemple [13,20]). Lorsque I'on
sort de ce cadre (abandon de la compacité de I'espace ou de la régularité de |
transformation, affaiblissement de la condition de régularité) différentes techniques
peuvent étre utilisées ([6,9,18,19,24]).

La méthode des martingales, développée par Billingsley, Ibragimov puis Gordin [12]
permet d'obtenir des résultats plus précis que le seul TLC, tel le principe d’invariance.
Elle peut étre appliquée a des situations ou on ne dispose pas de partitions markovienn
(cf. par exemple les articles [9,18,24]).

Nous employons ici cette méthode dans le cas des systemes définis par I'action d’u
groupe a un paramétre de matrices diagonaleSkit, R)/SL(d, Z) pourd > 3.

NotonsG le groupeSL(d, R) etI" le sous-group&L(d, Z). L'espace quotienG/T" a
une structure de variété différentiable. La mesure de Haafsur, donne une mesure
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finie surG/ T invariante par translation & gauche que nous notefiors supposerons
normalisée {(G/T) =1).

Nous désignerons parla classe & gauche modulode I'élémentx deG.

Soient(7;)%_, une suite décroissante denombres positifs non tous égaux a 1 dont le
produit vaut un. Appelong' la matrice

I
T, 0
T =
0 Ty1
Ty
Le groupe a un parametre
T
75 0
T = / teR
0 Tj4
T

définit surG/ T" un flot, noté encor&’, préservant la mesuje
T': G/T — G/T:i+— T'x.

Le systéme dynamiqu&s/ T, T*, 1) est mélangeant (cf. [5]) donc pour toute fonction
f intégrable suiG/ T, pour presque tolk € G/ T, on a

L o
im > [ prods= [ fG)dic).
0

G/T

Soit f une fonction de carré intégrable d’'intégrale nulle. Sa variance, sous l'action du
flot, peut étre définie comme la limite, si elle existe

2

G2(f)=lim %

N
JRCRL
0

2

Sous la condition

/|<T5f,f>|ds < 00,
0

la variance existe et est égale a :

=2 [(T°f. f)db.
0
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Lorsques = & (f) est strictement positihous dirons que la fonctiofi vérifie :
— le théoreme limite centrgITLC) si

[L{i: %(/f(TW)ds—tﬁ(f)) <a} — ®(a)
0

ol @ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
— le principe d'invariance de DonskdPID) si le processus a valeurs dans l'espace
des fonctions continues s[@, 1] défini par

<XI—> <sH§,(s,x)=5—ﬁo/f(T x)du))

converge faiblement vers la mesure de Wiener lorggeead vers l'infini,
— le principe d’invariance de StrassePlS) si, presque slrement, I'ensemble de
fonctions sui0, 1]

lim sup

t—0o0 o

=0,

t>0

) 1 A
(s =0 = 2 0glog 2 O/f(T x)du>

est relativement compact dans I'ensemble des fonctions continue$0sLir
d’ensemble limite 'ensemble des fonctiopsbsolument continues si@, 1] telles
que

t>0

1
g0 =0 et / g2 <1,
0

ol ¢ désigne la dérivée de
Nous dirons qu'une fonctionf est un cobord au sens du flot s'il existe une
application/ finie mesurable telle que, pour taytpour presque tout, on ait :

/ F(T%) ds = h(T'F) — h(D).
0

Dans ce cas, quandend vers I’infini,% fé f(T*x)ds converge en probabilité vers 0 et
f ne vérifie pas le théoréme limite central.

Fixons une distance riemanniendg sur G invariante par translation a droite et
définissons une distance suy I' en posant

d(F.3) = inf dox. yy).

Nous noteronsB(x, r) (resp.Bo(x, r)) la boule de centré (resp.x) et de rayon pour
la distanced (resp.dp).
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Soit C > 0 et p €]0, 1] deux réels. Nous dirons qu’une fonctighdéfinie surG/ T’
est(C, p)-hdldériennesi, pour tout couple de poiniset y pris dansG/I", on a

|f&) — F@)| < Cd(&, )P

Un ensemblé/ c G/ T étant donnés, nous désignons son bordpaet, pour tout réel
positif r, définissons I'ensembl@U (r) par

dU(r)={y € G/T/Bo(ld, r)y N U # A}
Nous dirons qu’un ensemblé C G/ T est(C, p)-régulier si, pour toutr > 0,
p(dU(r)) <CrP.

Nous allons prouver les deux théorémes suivants.

THEOREME A. — Soit f une fonction héldérienne ou une indicatrice d’'un ensemble
régulier. Alors, sif n'est pas un cobord, elle vérifie le principe d’'invariance de Donsker
et le principe d’invariance de Strassen.

THEOREME B. —Une fonction holdérienne qui est un cobord est un cobord dans
I'ensemble des fonctions holdériennes.

Ainsi, d’apres le théoréme B, une fonction héldérienne dont l'intégrale le long d’'une
orbite périodique n’est pas nulle, nest pas un cobord et, d’'aprés le théoréme A, elle
vérifie le principe d’invariance de Donsker et le principe d’'invariance de Strassen.

La technique que nous proposons ne s’applique bien gu’en temps discret. Nou
ménerons donc toute I'étude dans le cadre du systéme dynanague, 7 = T, 1).

La varianceo?(¢) est définie comme la limite (si cette limite existe et est finie) :

. 1
o2p)= lim =|p+ T+ +T" |’
n—>+o0o n

Notons S,¢ la sommeyp + T¢ + --- + T"1¢. Les versions discrétes des énoncés de
l'introduction sont :

— le principe d'invariance de DonskefPID’) : soit D I'ensemble des fonctions
continues a droite et ayant une limite a gauchd@ut] muni de la tribu borélienne
pour la topologie de Skorokhod. Lorsqué n’est pas nul, définissons le processus
aléatoire a valeurs dari®

1
2 x) = ——=8), , 0<r<L;n=12,....
&,(1,x) o (19 (X) n

Nous dirons que la fonctiop vérifie le principe d'invariance de Donsker &f

n’est pas nul et si la loi dg, converge faiblement vers la mesure de WienerZur
— le principe d’invariance fort de StrassgiPIS) : soit Cy I'espace des fonctions

continues sur[0, 1] muni de la topologie de la convergence uniforme k&t
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I'ensemble des fonctiong absolument continues s[@, 1] telles que
20 =0 et /gzdt <1

ol ¢ désigne la dérivée dg par rapport &. Si o2 n’est pas nul, pour tout
dans X, considérons I'élément (-, x) de Cy défini comme linterpolation affine
par morceaux de I'application définie &pn, k < n, par :

1
;n (k/n’ X) = (2nazlog |Ogn)1/2 Sk‘P(X)

Nous dirons que la fonctiop vérifie le principe d'invariance fort de Strassen si
o? nest pas nul et si, presque slrement, 'ensenfblen > 2} est relativement
compact dang, et 'ensemble de ses points limites coincide akedC’est une
version forte de la loi du logarithme itéré.
Nous allons prouver que les fonctiopsappartenant a la classeintroduite ci-dessous
vérifient les propriété (PID et (PIS). La classe est un ensemble de fonctions que I'on
peut bien approcher par convolution.

Dans la section 1, paragraphe 8 (corollaire 1.8), nous introduisons un opérateu
différentiel 2 et un entiern. Pour tout nombre réel strictement supérieur a,Inous
appellerong-identité approchée une suitg,) de fonctions définies su¥, positives ou
nulles, indéfiniment dérivables, d'intégrale 1, telle que, il ex&te 0 telle que, pour
toutn,

— le support dey,, soit inclus danBy(ld, p="),

— 12" xnlloo < Cp",

— x, est lipschitzienne de constante de LipschifZ?.

De telles suites existent. (Etant donnée une foncgigoositive ou nulle, indéfiniment
dérivable, d'intégrale 1 dont le support est inclus d&gdd, rg) on peut posek,(-) =
capP x (@ (p"®71(.))) olic, est une constante de normalisatid@ndt rq sont définis au
paragraphe 1.5).) Sojt une fonction localement intégrable s6r Posons :

Yo ¥ () = / ¥ (7%%) 20 (8) A (g) = / V(93 (xg 1) dua(g).
G G

Identifions I'algébre de Lie d& a I'ensemble des champs de vecteurs@unvariants
a droite. Alors, pour toutn, les fonctionsy, * ¥ sont indéfiniment différentiables et,
pour tout opérateur différenti€k appartenant a I'algébre enveloppante universelle de
G, Q(x, *¥) = (2x,) * ¥. Soit ¢ une fonctionji-intégrable définie suG/T. On
lui associe une fonctiop définie surG localement intégrable en posamtx) = ¢(x).
On vérifie immédiatement (sur la premiere définition) gyex ¢ est invariante par
translation a droite par les éléments Idell lui correspond donc une fonction définie
surG/ T : nous la noterong,.

La classeC est 'ensemble des fonctiogsayant les propriétés suivantes (les normes
| - I, sont les normes de I'espa¢6/ T, 1))
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1)
(1a) ¢ € L4,
(1b) fG/r ¢(z)dir(z) = 0.
(2) Pour toutep-identité approchéegy,), il existe des constant&€s > 0 etp > 0 telles
que, pour toukz on ait :
(2a) 12" (gn)ll2 < Cp",
(20) llgn —@lla< Cp™P",
(2¢) ¢, est holdérienne de constante de Holdgf .
Nous allons démontrer le théoréme suivant. Rappelonspgest un cobord au sens
du systéme s'il existe une fonctignmesurable telle que =h — Th.

THEOREME A’. —Un fonctiong appartenant & qui n'est pas un cobord vérifie les
propriétés(PID’) et (PIS).

La preuve que nous proposons consiste a construire une filtrdtjorelle que les
fonctions mentionnées dans I'énoncé satisfassent aux hypothéses du théoréme suiv
(cf. [14] page 145) :

THEOREME G. —Soient(X, A, u, T) un systeme dynamique ergodique inversible,
(A,) une filtration deA telle queA, C A,41 =T 1A, et f une fonction dang.?(u)
telle que

D_IEGIAD], <00 et} [If = E(flAD ], < oo,

n<0 n>0
Alors, soit il existe une fonctioh de carré intégrable telle qu¢ = h — Th, soit la
fonction f vérifie (TCLF) et (PIS).

Le théoreme A se déduit du théorémé :Aoour montrer qu’une fonctiory' vérifie
les théoremes limites en temps continu énoncés dans l'introduction, on commence p:
appliquer le théoréme A la fonctiong  définie par :

1
wf(i):/f(Tsi) ds.
0

Pour cela il suffit de vérifier que, appartient a I'ensembl€. Il nous faut ensuite
pouvoir passer des énoncés discrets (PED(PIS) aux énoncé (PID) et (PIS). Cela est
fait en annexe pour les fonctions holdériennes et les indicatrices d’ensembles réguliers

Plan de l'article

La section 1 est une liste de rappels, définitions et notations.

Nous verrons, dans la section 2, comment les propriétés de mélange exponentiel ¢
flot permettent de montrer la bonne répartition de morceaux de variétés dilatées par |
flot.

Nous donnons ensuite la construction d’une filtration en tribus dont les atomes son
des morceaux de feuilles dilatées par le flot (section 3). Cette construction est mené
avec suffisamment de soins pour obtenir quelques estimations utiles dans la section 4
I'on donne la preuve du théorémé. A
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Enfin, la section 5 est consacrée a la preuve du théoreme B et au probleme de
fonctions cobords.

La technique exposée dans ce travail peut étre appliquée a d'autres flots sur de
espaces homaogénes de groupes de Lie semi-simples (par exemple les flots définis de
[16] sur des espaces homogénes compacts). Nous avons choisi de traiter un cas sim|
non compact. Signalons enfin que Dolgopyat propose dans [11] une démarche proche
celle que nous exposons ici.

Je remercie Jean-Pierre Conze a qui ce travail doit beaucoup (le présent article reprel
les idées exposées dans [9]). Merci également & Yves Guivarc’h et Marc Peigné pot
d'utiles références et d'intéressantes discussions et au rapporteur pour ses remarques
suggestions.

1. Rappels
1.1. Décomposition d’lwasawa

Soit A le groupe des matrices diagonales a coefficients strictement positifs de
déterminant 1. SK et N désignent respectivement le groupe spécial orthogonal et
le groupe “trigonal strict supérieur”, formé des matrices triangulaires supérieures de
valeurs propres égales a un, I'application :

(k,a,n) —> kan

est un homéomorphisme dé x A x N surSL(d, R) qui transporte la mesure de Haar
dg deG en

O (a) dk da dn (avec@ @) =[] aii/a; ,-) .
i<j
1.2. Domaines de Siegel

DEFINITION. —Soientr, u des réels positifs et
A= {a €Afa;; <tajiqi41, i=1,...,d— 1},
N, = {n € N/|n;j| < u}
On appelle domaine de Siegel de(8LR) tout ensemble de la forme

Sl,u - KA[NM

Les ensembles, , sont d’assez bonnes approximations d’'un domaine fondamental
pour la relation de congruence moduloEn effet, d’'une part, lorsque les paraméties
etr sont suffisamment grand le domaine de Siggglcontient un domaine fondamental
pour la relation de congruence modullqvoir [1]) :

THEOREME 1.1. -On a Sld, R) = S, ,SW(d, Z) dés que > 2/+/3etu >1/2.

D’autre part, les domaines de Siegel sont recouverts par des réunions finies d
domaines fondamentaux (voir [8] page 259 et suivantes) :
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THEOREME 1.2. —Il existe un ensemble fif; , inclus dansl" (dépendant unique-
ment ded, ¢, u) tel que six appartient aS;, alors I'ensemblexI" N S, , est inclus
dansxF*; .

1.3. Fonctions hoéldériennes et espacds

PROPOSITION 1.3. —Pour toutr < oo une fonction holdérienne s/ I' appartient
aL (G/T, ).

Démonstration. -Soit ¢ une fonction holdérienne. Il exist€ > 0 et p €]0, 1] tels
que

lp(x, Y| < Cd(x, y)*.

Il suffit donc de montrer que la fonctiod — d(x, Id) appartient a tous les espaces
L"(G/T, i) ou encore, puisqué(x, Id) < do(x, Id) que, pour tout € [1, oo,

/ do(x, ld)" dix(x) < oo. (%)
S,

tu
L'invariance dedp par translation a droite donne :

do(kan, Id) <dg(kan, an) + do(an, n) + do(n, Id)
=dp(k,1d) + do(a, Id) + do(n, Id).

Les ensemblek et N, étant compacts, l'inégalité$) est vérifiée si
/do(a, Id) ®(a)da < occ.
Ar

En utilisant encore une fois I'invariance par translation a droitéylen voit que, pour
toutn > 0,0na

do(a, 1d) < ndo(a", Id).

On en tire la majoration
do(a,ld) < C ml_axl log(aii /ait1i+1)1-
Pourtouti =1,...,d — 1 posons maintenaht = log(a;; /a;+1;+1). On a
/do(a, Id)"®(a) da
A

j-1
< / maxb,’ exp < Z Z bk> dby--- dby_q1 < 00. O

oo logri-1 i<j k=i
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1.4. Feuilles stables, instables et neutres

La relation

(TXT_l)ij = ﬁ
T;
permet d’identifier les variétés stables, instables et neutres du diffeomorpliisme
Considérons la partition dd., .. ., d} en les ensembleg définis par :
— pour toutk, pour touti, j appartenant &, on aTl; = Tj,
— pour toutk, n tels quek < n, pour touti appartenant d;, tout j appartenant d,,
onafl; > T;.

Désignons pah,;; une matrice indéxeée par I'ensemblex J;, par/d;, la matrice
identité indexée pay;. Les variétés stables, instables et neutre¥ d®nt données par
les orbites de groupes de matrices triangulaires ou diagonales par blocs.

La variété instable passant pae= xI" est la variété immergé#,xI" définie par le

groupeH, des matrices de la forme

ldy, hos, oo hyg hay
0 Idjz o h]z./[_l hjz-/l
hy=| : " : :
0 0 ... Idy_, hy_y
0 0 ce 0 IdJ/

La variété stable passant pae xI" est la variété immergéd, xI" définie par le groupe
H, des matrices de la forme

d, O .. 0 0

hys 1y ... 0 0
hy = : : : : :
hft—lfl hft—lfz s Idf/—l 0

hflfl hjljz hjljl_l Idjl

La variété neutre passant pae xI" est la variété immergéH. xT" définie par le groupe
H, des matrices de la forme

hyy, O ... 0
e 8
0 0 ... hyy

Prenons deux exemples.

Si la suite(T;) est strictement décroissante alors les grougsH, et H, sont res-
pectivement les groupes des matrices unipotentes triangulaires supérieures, des matri
unipotentes triangulaires inférieures et des matrices diagonales de déterminant 1.
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SiT,>T,=T;=---= T, alors les variétés neutres sont les orbites de I'action du
groupe des matrices de la forme

h11 0 ... 0 0
0 hoo - hoq-1) hoy
he=| : : . : :
0 hu-v2 ... hu-pu-1v hwu-va
0 ha2 ... hau-1 haa

La dimension de ces variétés @st— 24 + 1.
Dans tous les cas la dimension des feuilles neutres est supérieure ou égalé.a
Lorsqued > 3 la transformatiorf’’ n’est donc pas un flot d’Anosov.

1.5. Coordonnées locales

Appelons E;; les éléments de la base canonique Mé&d, R). Lensemble B, =
{Eij/i € Jx, j € J;,k > 1} forme une base de l'algébre de Lie du groupe nilpotgnt
Appelonsd, son cardinal et notongl, 1, ..., Y,.4,) Ses éléments par commodité. On
définit de mémeaY, 1, ..., Y. q,) €t (Ys1,...,Ys4,) des bases des algebres de Lie de
H, etH, (d;, =d,, (Y,1,...,Y.q,) contient des éléments de la fornig — E;;). Soit
D =d? — 1 ladimension dSL(d, R). L'application

q) RD —_ Rdx'f‘dO'i‘du N G
(ts,l» ce ts,dxa te,l» ce te,dg» tu,l ce tu,d“)

dLl dL“ dS
H»eﬂ<§:aﬁyjeﬂ(}jaﬂa>em<§:aﬂh>
1 1

1

est un difffomorphisme d’'un voisinage de 0 sur un voisinage de l'identité.

Notons A(r) I'ensemble {g € SL(d,R)/3h € M(d,R), ||hllooc < r,g = Id + h},
Bo(x,r) (resp.B(x,r)) la boule de centra (resp.x) et de rayonr pour la distance
do (resp.d). On montre I'existence de constant€g et rg, telles que, pour < rg, 0N
ait

A(C5%) c ®(] — Cytr, €3 r[7) € Bo(ld, r) € ®(1 — Cor, Cor[”) € A(CZr). (1)
Nous ferons fréquemment référence a cette suite d’inclusions.
1.6. Décomposition de la mesure de Haar

Nous noterons:,, m,, m, les mesures de Haar sHt, H,, H,. Il existe une fonction
multiplicative ®, définie surH, telle que, pour toute fonctiop a continue a support
dansBy(ld, rp),

/ ¢(g) du(g) = / o(hshoh)©, () dhy i, dh.

G HyxH,x H,
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1.7. Rayon d’injectivité

Désignons patr la projection canonique d& sur G/T'. On remarque que si la
restriction der a Bo(x, r) est bijective alors on peut identifier isométriquemsnt, r)
et Bo(ld, r). Appelons rayon d'injectivité de5/T" en x le rayonr maximal pour
lequel cette identification est possible. La vari@éI" n’est pas compacte. Le rayon
d’injectivité peut prendre des valeurs arbitrairement petites.

LEMME 1.4. —Soit un “parallélipipéde” de volumé dont les arétes sont de normes
inférieures aL. Il existe une constante> 0 telle que:
(a) toutes les arétes soient de normes supérieures.&d 1,
(b) 'une des arétes forme avec les faces qui ne la contiennent pas unaaigjlgue
sina > ¢/L¢,
(c) le parallélipipéde contienne une boule de raygi. 2.

SoitD un domaine fondamental inclus dans I'ensemble de Siggek ; ,. Pour tout
entier positifc notonsE; 'ensemble{x € G/|x|l« € [€72, &]}. Un calcul d’intégrale
montre qu'il existe une constantg > 0 telle queE, N D est deu-mesure inférieure
a ek,

PrRoPOSITION 1.5. —Il existecg tel que, pour touk et toutx appartenant &0 N Ey,
la projection canonique

7:G— G/T:x—xI'=x

est un difféomorphisme di(] — coe /<, coe*/<0[P)x sur son image.

Démonstration. -Soientx un élément deE;, N D et y un élément dd" différent
de lidentité. Les vecteurs lignes desont de normes inférieures & et forment un
parallélipipéde de volume X (€ SL(d, R)). On peut donc affirmer (lemme 1.4 a) et b))
que I'un au moins des vecteurs lignesxde

— est de norme supérieure-er*@-1,

— forme avec I'orthogonal un angietel que sinx > ce ¢,

Comme les coefficients dgy — Id) sont les produits scalaires des vecteurs lignes de
par les vecteurs colonnes ge- Id # 0 on en déduit :

lx(y —1d) |00 > ce” Dk,

Cela signifie quer + {y/||ylloc < c& @} = (Id + {yx~/||y]lco < c&*~P*})x ne
contient aucun élément dd” autre quex. Grace au lemme 1.4 (c), comniie ||«
est inférieur &'e’*, on montre qu’il existe une constantg > 0 telle que I'ensemble
(d + {yx7/||ylleo < c€@=DK}) contienneA (c,e~@@—D+2-Dky "On déduit alors le
résultat des inclusions (I). O

1.8. Mélange

Soienty ety deux fonctions indéfiniment dérivables sty I' de moyennes nulles.
Grace a la théorie des représentations des groupes de Lie, nous allons donner u
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majoration du produit scalairé7”"¢, ). Nous ne donnerons pas de détail, nous
contentant d’indiquer comment les résultats classiques ([4,23]) s’appliquent. Nous
reprenons un raisonnement trouvé dans [16].

Soit A* I'ensemble des matrices diagonales de déterminant un dont les coefficient:
diagonauxa; sont positifs et forment une suite décroissante. &bifa fonction de
Harish—Chandra, équivalente @ bga/a en l'infini, définie par :

-1/2
do.

r cogo
E(a):/‘ . +sirfo
5 a

Soit & un élément da*. NotonsW (d) la quantité

W(é):rgéian(Mai/aj).

On trouvera le théoréme suivant dans le livre de Howe et Tan ([15] page 215).

THEOREME 1.6. —Soitaun élément dei*. SoitK un sous-groupe compact maximal
de Sl d, R). Soit U une représentation unitaire de GL R) (d > 3) sans vecteur
invariant. Alors, siu et v sont deux vecteurk -finis, on a

|(u, U (@v)| < |lu|l|lv]|(dim VectKu dim VectK v)Y2w (&).

Une représentation unitaire sans vecteur invariéitde SL(d, R) sur un espace de
Hilbert F induit une représentation du sous-groupe compact maximal SQd, R).
Cette représentation se décompose en une somme directe hilbertienne de représentati
irréductibles de dimensions finies. NotoksI'ensemble des classes d'équivalence de
représentations irréductibles deets un élément dek .

Fixons une base du systéme de raciresie K I'algébre de Lie deK. AppelonsW
la chambre de Weyl associée. Chaque représentation irréductitReed déterminée
de fagon unique par une forme linéaire appartenant a un résea efagpelé poids
dominant de la représentation). Soiéntin élément deX et y (8) le poids dominant
correspondant.

La formule de Weyl donne la dimensia#(s), deés en fonction dey :

(o, y +p)
d§) = =7 =
©) agg (a, p)

ou R, est I'ensemble des racines positivesoda demi-somme des racines positives.
Pour touts € K, notonst; le caractére dé et ys = d(8)&;. Posons

P(8) =U(Xs) Zd(3)/€s(—k)U(k)dk-
K
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Les relations d’orthogonalité sur les caractéres permettent de montré? (@uest un
projecteur. C’est le projecteur sur la composante isotypiude 7. On a

F=BPro®rF.

sek

Un vecteurv appartenant &; estK -fini :
dim VectKv < d(8)2.

On dit qu'un vecteurv est indéfiniment dérivable si I'applicatioh — U (k)v est
indéfiniment dérivable. On définit sur I'espace des vecteurs indéfiniment dérivables |
représentation dérivée dé, qui est une représentation de l'algébre de Liekest

qui s’étend en une représentation de l'algébre enveloppante universelle Neus
utiliserons la méme lettr& pour désigner ces trois représentations.

Soit X1, ..., X, une base orthonormale pour un produit scalaire invariantksur
L'opérateur2 = 1— 3", X? appartient au centre de I'algébre enveloppante universelle
de K. On en déduit (lemme de Schur) queusi est une représentation appartenant a
3, il existec(8) tel quews(2) = c(8)us(1). Les opérateurS2 (X;) étant anti-hermitiens,
¢(8) est un nombre réel supérieur ou égal a 1. On montre (cf. [2]) gu'il existe un produit
scalaireQ tel quec(d) =1+ Q(y(8) + p) — Q(p). Pour tout vecteur indéfiniment
dérivablev, on a d'une part

POYU)v=c(§)P(S)v,

d'autre part|| P(§)v]| < ||lv]l, ce qui entraine que, pour tout entierpositif, pour touts
appartenant X, on a

IP @)l < (&)U ().

L'ensemblek s'identifie & I'ensemble des points d'un réseau appartenant a I'adhérence
de la chambre de Wey. Comme la fonctioni(8) est polynomiale et la fonctioa(s)
est quadratique, si est suffisamment grand la sommg_, d(§)c(8)™" est finie.

On peut alors énoncer le théoréme suivant :

THEOREME 1.7. —Soientv et w deux vecteurs indéfiniment dérivables d’'une re-
présentationU sans vecteur invariant. Il existe des constan@s- 0 et m telles
que

(U (a)v, w)0| < CW(a)||Q"v]| || 2" w]|.

Démonstration. -On a

(U @), w)|= ‘< S U@PG)w, Y P({)w>’
sek

rek

<CY@ Y IIP@wllIP@)v]d@)d()

Sek,{ek
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<CU@| Q| |@mw]| S d©)d@)e®) @)™

8612,{612

2
<CY (@) Q||| w]| ( Zd(S)c(cS)"") . O
8612
COROLLAIRE 1.8.—Soientv etw deux fonctions indéfiniment dérivables définies sur
G/ T d’intégrales nulles. Il exist¢ > 1, C, > 0 et un entiern tel que

HT"v, w)| < Co|Q"v]| | Q" w| ¢ (M)

Démonstration. -Le théoreme précédent s’applique a la représentation réguliére sur
I'espaceL3(SL(d, R)/SWLd, Z)) (qui n’a pas de vecteur invariant).0

2. Répartition des variétés instables

Dans ce paragraphe et les deux suivants nous allons prouver le théofema A
démonstration repose sur le fait que les feuilles dilatées psont bien réparties dans
G/T. Il est nécessaire de disposer d’'une information quantitative. Nous I'obtenons ici
(comme dans [9]) & partir du résultat de décorrélation rappelé en I. Ce lien entre |z
décorrélation et la répartition des feuilles instables a déja été utilisé par différents auteur
(cf. par exemple [17]).

Appelons A, (r) I'ensemble des matrices unipotentes appartenari, adont les
coefficients non diagonaux sont de valeurs absolues inférieures a

Fixons ¢ > 0 et considérons un ensemblé C H, contenant la “boule’A,(¢).
Désignons parB,(ld, ¢) (resp. B.(Ild, ¢)) I'ensemble H; N Bo(ld, &) (resp. H, N
Bo(ld, 8))

NotonsU4, I'ensembleT”B,(ld, &)T " x T"B,(Id, &) T x T"FT™" C Hy, x H, x
H,. Sil'application

Uo —> G : (hg, he, hy) —> hshohyx
est un difffomorphisme sur son image, noltefeg, nous dirons qué’ définit un(F, ¢)-
pavé enx.

PROPOSITION 2.1. —Soit¢ une fonction appartenant a la clas€e Pour toutp > 1,
n>1¢>0, FC H, contenantA,(g), toute p-identité approchédy,) et toutx tels
queU = UL soit un(F, £)-pavé, il existeCy et p tels qu'on ait I'inégalité:

1
—_— n-1,(h,T"x) dh,
‘mu(T”FT‘”) [t br)

T"FT—"

AQU(p™) +¢"p* "
La constante est celle que nous avons introduite au corollaire 1.8. Les fonciipns

sont les convolées deavec les fonctiong, et la constantg est la constante intervenant
dans la définition de la clasge(voir I'introduction).
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Démonstration. t'inégalité de mélange (M) (rappelée dans le paragraphe 1) appli-
quée ay, x 1y et Ppu=ty, le fait queg appartienne & et les propriétés de la suitg,
assurent I'existence d’une constagtgtelle que :

(T ™" # Loy @) | < Coll 7 xn # 10 [, | " ppucsy |6 ™ < Cro® s
On a aussi
(T™"1y gpoty) = (T (o % 1), )] < gty 223U (07)).
Par ailleurs, on peut écrire :
("% ) = | 9pa) () (D)
T™"U
= [ ©.pisgp)(hsh o T"5) i b

Un

Les ensembles, (Id, ¢) et B,(Id, ¢) sont respectivement invariants et contractészpar
donc, pour toutz, et tout(h,, h,) € B;(ld, &) x B.(Id, ¢), il existe une constant€’, > 0
telle que :

d(T"hshoh, T"T"%, T"h,T"T"%) < Che.

Commecp[nw_l] est (Cp® %57 , p)-holdérienne, pour touth,, k., h,) appartenant &,,,
ona:

| ooty (sheh T"X) = oy (R T"X)[ < Cp U lcyrer,
donc,

< CCY pCU el (V).

M

‘(T "1y, s /@ (he)gpar, (b T"%) dh dh, i,

En utilisant les inégalités précédentes et en divisanfioah)) (qui est supérieur as?
pour une certaine constantl on obtient I'existence d’une constard@g > 0 telle que :
1
‘7 / @1, (h, T"%) dh,,
my (T"FT—") 7

T"FT—"

n n 2Cn
C,/<N(8U(p )+¢"p +pc”[" 1] )

eh

3. Lafiltration

Comme dans le cag = 2 traité dans [9], nous construisons la fitratiod,), <z
permettant d’appliquer le théoreme 2.1 a partir d'un recouvrerfi&ntl nous faut
imposer quelques conditions7a. Rappelons qué;, désigne I'ensemble des matrices



596 S. LE BORGNE/Ann. I. H. Poincaré — PR 38 (2002) 581-612

dont la norme infinie est comprise entfe ket &. La constanteq a été introduite a la
proposition 1.5 la constantg au paragraphe 1.5 (Coordonnées locales).

LEMME 3.1. —ll existe C > 0 tel que pour touk on puisse recouvriE, N D par au
pluse‘* ensembles de la form(] — coe /0, coe™/0[P)x.

Démonstration. -Soit x une matrice appartenant & N D. DansGL(d, R), I'en-
sembleA(Cylcoe™/?0)x est un parallélipipede de volume; co)?“e*4*/« contenu
dans une boule de rayofité. Il contient donc (lemme 1.3) une boule de ray@m*/<
ou ¢’ est une constante indépendanté déensembleE;, N D est inclus dans I'ensemble
des matrices ayant des coefficients inférieursgues’identifie a ’hypercube de cotés e
dansR?’. Cet hypercube est la réunion di/c)¢’e+1/<)4* hypercubes de coie*/< .
L'énonceé du lemme en découle (on utilise encore une fois les inclusions (1)).

Choisissons un recouvremeRtde G/ T infini dénombrable vérifiant, pour certaines
constantes positives; et C,, les conditions suivantes :
(R1) Le recouvrement est décrit par une familtg, ¢;);cn € (G x R’;)N :

R={®(1—¢,&l")x: i eN}.
(R2) Pour tout, I'application
1— Cigi, C16:[P— G/ T v (V)X

est un difffomorphisme de- Ci¢;, C1&;[” sur son image.
(R3) Pour touti, les éléments d& dont l'intersection ave® (] — ¢;, &;[”)x; est non
vide sont tous inclus danB(] — Ci¢;, C1&;[P)x;.
(R4) Le nombre d’ensembles appartenariR alont I'intersection aved; n’est pas
vide est inférieur a‘e*.
(R5) Pour tout, &; < min(||x; |32, ro).
La construction d'un tel recouvrement peut se mener de la maniére suivante. Il exist
une constanté€ telle que, pour touy € I", pour toutx € G, on ait

Cly D Hxy < el < Clly~Hllxy - (%)

Pour toutk > 0, on recouvreE, N D par au plus €& ensemble de la forme
& (] — coe*/0, coe*/0[P)x de telle sorte que la réunion des ensembles considérés
soit incluse dans un domaine de Siegg) (lemme 3.1). Au domainé, , nous avons
associé dans le théoreme 1.2 I'ensemblefinj inclus dand". Gréace a I'encadrement
(*) on sait qu'il existe un nombr€’ tel que six appartient &£, alors, pour touty
appartenant &, ,, xy appartient ajjc./:_c, Ey+;. NotonsC; la constanteC3 (1+ 26 /0y,
L'application ] — coe*/<, coe™*/0[P— G/T":v > ®(v)x est un difffomorphisme de
1 — coe ¥/, coe*/co[P sur son image (proposition 1.5). On peut recouvrir chaque
ensembled (] — coe /0, cqe */<0[P)x par un nombre fini d’ensembles de la forme
®(1C1tcoe™ /0, C e ™/0[P)x; de maniére & avoir la propriété R2.

Si y est un point appartenant @(] — &, &[?)x; N (] — ¢;,¢,[”)x; alors la
distanced(x;, x;) est inférieure &o(e; + ¢;) (inclusions (1)) et®(] — ¢, ¢,;[°)x; C
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Bo(ld, Co(g; + 26;))x; C ®(1 — Ci(e; + 2¢;), C4(e; + 2¢;)[P)x;. La propriété R3 en
découle car on peut majorer uniformeémente; par &'/ En effetd (] — ¢;, &[2)x; N
®(]—¢;, &;[P)x; ne peut étre non-vide que s'il existec 7, , tel quex;y appartienne
A(Ei_1U Ex U Ey1) NS, (théoréme 1.2) et dong /¢; est inférieur & €/

Lintersection d’'un ensemble (] — ¢;, &;[”)x; avec la projection canonique dg,
n'est non vide que si; appartient éUf’:_C, Ei+j. On en déduit que la propriété R4 est
vérifiée aved’, une constante dépendant@e C et C;. La propriété R5 ne pose pas de
probléme.

Soit x dans G/T', notons ¢; le plus grand dess; tels que x appartienne a
®(]— ¢, &[P)x;. Il existe un entief tel ques; = &; etx soit I'image parr d'un pointx
de G appartenant &(] — ¢;, &;[?)x;. Comme (propriété (R5)); < ||lx; ]|, on montre
en utilisant les inclusions (1) que < (14 Coro)|lx || 2.

Définissons la partitio® de G/ T" de la fagon suivante :

Qz{ () Ax/Ar=R ouCR},

ReR
puis la partitionP par
P(x) =Qx) N A,(Ciez)x,
enfin
PEE) =PE NTP(T %) NT*P(T2%)N---.

Pour toutn € Z appelonsA, la tribu dont les atomes sont les elémentsTde Pg°.
L'atomes deA, contenanifx est

A& =T"P(T"3) N T~ " VP(T" %) nT-"2P(T"2%) N - -
= T_n.Ao(Tnf).
L'égalité Ag(x) = P(x) N.A_1(x) montre que les atomes de_; sont des réunions finies

d’atomes de4,. La famille (A,),cz Vérifie donc la conditiond,, c T71A, = A,41.
Définissons I'ensembl®&?-# par ¢, B €11, ool)

Wi =1xeG/T/Vk=0A, ("8 )T % c Q(T %)}

Si x appartient aw?-# en particulier on a l'inclusiom,(")x C R(x), donce;z > p".
Le pointx est donc I'image pat (la projection sutG/I') d’'un pointx de G de norme
| - |l inférieure &((1 + Coro) )Y 1.

Le groupeH, est dilaté par la transformatiofi : il existe § > 1 tel que, pour tout
r > 0, 'ensembleT A, (r)T ! contienne I'ensemble\, (7). On en déduit le lemme
suivant.

LEMME 3.2.-Si§ < & alors, pourx appartenant aW?®#, on a I'inclusion

AL (B")E C PP ().
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Démonstration. -Soitx un élément dév?-#. Par définition, pour tout entigr> 0, on
a
A (B8N T* 5 cP(T %),
donc
A (B 8FER T C TFAL (B89 T 5  TFP(T ).
Sié§ < &, on obtient I'inclusion annoncée :

B C () THP( =PP@E). O

k=0

LEmMME 3.3. —ll existeC3 > 0 etqg > Otels que, pour tout > 0, on ait
ﬁ{f eG/T: Ay(e)xNaQ(x) # @} < Cgel,

Démonstration. +’ensembleE; est recouvert par la réunion d’au plUg‘epavés de
la forme® (] — ¢;, &;[P)x;. On a donc

% € Ex: Ay(e)XNAQ(F) # 0} < e%e
On a vu (paragraphe 1.7) que pour téubn aji(Ey) < e “*. On peut donc écrire :
p{x e G/ [ AL(e)XNIQ(X) # W}
Zu{x €Er Ay()XNIQ(X) £0} +u< U Ek>

L+1

Z Czks + Ze—clk

L+1
< eL+18 +e D /(1 _e1),
En choisissanL convenablement en fonction deon obtient le résultat. O
LEMME 3.4.—
A(TWP) < Cap.
Démonstration. -€’est une conséquence de l'invarianceidpar T et du lemme 3.3 :

f(WPY=a({x € G/T/3k = 0A,(B"8F) T *xnaQ(T %) #0)}

LR{XeG/T/A (B8 )T xNIQ(T %) #0)}

Mg

~
Il

0
<Y G o
k=0

Pour montrer la bonne répartition des atomes4jlenous avons également besoin
d’'une information sur la régularité de leurs bords (il faut majorer le teutdd/ (o "))
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dans l'inégalité de la proposition 2.1). La nilpotence du groéfepermet d’obtenir
cette information par des arguments algébriques trés simples.

LEMME 3.5. —Il existe un compack C R% tel que, pour touk, pour toutx € Ey,
il existe un ensembl&; inclus danskK dont le bord est constitué d’au plugec?*
morceaux de surfaces algébriques de defjtél que I'on ait:

P(¥) = exp(E;)x.

Démonstration. -Soit ¥ € G/T'. Un ensembleR étant donné, convenons qui&x)

désigne R si x appartient aR, son complémentaire sinon. La propriété R4 du
recouvremenfR assure qu'il existe un entigr< 2% et une familleiq, ..., i; tels que
I'ensembleQ(x) soit défini par

I —_—
Q@) = () R(i))-

j=1

La propriété R3 entraine que, pour toue 1, ..., 7, il existe (t, 1, ..., tud,, - - - ts.d,)
appartenant §— Ci¢;;, C1¢;; [? tels que

du d, ds
X = eXp ( Z tu,kYu,k) exp ( Z te,kYe,k) exp ( Z ts,st,k> )zij .

k=1 k=1 k=1

Considérons_udu—uplet(vl, ..., vg,). CommeH, est nilpotent de degré, il existe des
polyndmesP{ (v) de degrés inférieurs ou égauxiaont les coefficients dépendent de
(tu1,---»tu.q,) tels que

dy dy de ds
eXp<Z o Yu,k>i =exp ( > Pk(v)Yu,k> em(Z fe Ye,k> em(Z ts,st,k> i)
k=1 k=1 k=1 k=1

Le point expizf“:l v Y, )X appartient & (] — & s,-j[D))Eij si et seulement si, pour
touti, P;(v) appartient d — ¢;,, &;,[. On en déduit que I'ensemble défini dans I'€énonce
de la proposition est décrit par

E: = {vel—Cies, Cre:[™/ Yk, j) € [L,d,]x [L,1], P{ (v) € ou¢l—e;, & [} O

Notonsa, la mesure de Lebesgue sRif.

LEMME 3.6. —Soientk un compact d®“ ets un réel positif. Il existe une constante
Cs dépendant uniqguement dé telle que, pour toute hypersurface algébrigiec R
de degré inférieur ou égal &, on ait

Afx € K/d(x, S) < &} < Cse.
LEMME 3.7. -l existe une constant€s > 0 telle que, sic € W alors on a

mu {5 € PE(E)/Au(€)E N OPE(X) £ 0} < CoB™ .
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Démonstration. -Soit ¥ un élément dév?-#. Par définition, pour tout entier > 0,
ona
A (B8N T* 5 CcP(T %),
donc
A (B 8TFER R C TP (T %),

Par ailleurs on sait qu@(x) C A,(ro)x, donc, sif"8 %&£k > ry, lensembleP(x) est
inclus dansA,, (8”8 *&€%)x. On en déduit qué@s°(x) est égal a

[(Inro+nlInp)/In&/8)]
Po(x) = N TP (T %).
k=0

Comme on l'a vu un peu plus haut il existe un pointde G se projetant sui de
norme inférieure A(1 4+ Corg)B~)Y 1. Il existe donc une constant€’ telle que,
pour tout entierk compris entre 0 ef(Inrg — nInB)/IN(E/8)], on ait || T x| <
e“'"o98  Cela entraine (propriété R4) que le bord Bg°(x) est constitué par au
plus d?[(Inry — nInB)/In(€/8)]e“ 2"1°9F images par I'application exponentielle de
morceaux d’hypersurfaces de degfécontenues dans le compakt défini dans le
lemme 3.5. En utilisant le lemme 3.6, le fait qug, est I'image par I'application
exponentielle de la mesure de Lebesgue et les inclusions (1), on obtient :

m,{y € P§°(x)/d(3,9P5" (X)) <}
<d?[(Inrg—nInp)/In(E/8)]e € ¥ CoCse. O

4. Preuve du théoréme A

Il nous sulffit (théoreme G cf. Introduction) d’établir la convergence des deux séries :

DSTIE(fIADIz <00 et D |If — E(fIA) 2 < co.

n<0 n>0

Les partitionsP:° sont mesurables au sens de Rokhlin. Pourgutexiste donc des
familles de probabilites conditionnellgs: ) pcp> permettant d’exprimer I'espérance
conditionnelle par rapport aux tribug, : pour toute fonctionf intégrable, poutn-
presque tout,

E(f1A) ) = / FO) dmppey (7).
Pre(x)

Par construction il existe une famillgF (n, x)},cz 3cc,r de sous-ensembles dg,
relativement compacts contenddttels que pour tout € Z et toutx € G/ T, on ait :

An(®) = F(n, ©)% = T Ao(T"%) = T™"F (0, T"%) T"%.
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Les probabilités conditionnelles s’expriment, pour toute foncifontégrable, pouyi-
presque tout, sous la forme :

] 1 ]
E(FIADG) = s O/ (%) dh, (E)
T—1F(O,T"x)T"

Donnons-nous une fonctign appartenant a la classeet considérons les constantes
Cg et p associées @ dans la proposition 2.1. Choisissons un nomyesupérieur a
Ce + D, puis § inférieur a& (voir lemme 3.2),8 dans lintervalle]l, ¢ (@Cc+Den ™,
p dans lintervalle]s¢7, (ﬂ%)l/zcé’[ et enfin M suffisamment grand pour que soit
inférieur agMr/ o ,

Prenons un poink € W2#. Nous avons montré l'inclusion A,(8")x C Pg(x)
(lemme 3.2). La propriété R2 du recouvrement assure que I'ensebiffe”*" est
un pavé. Cela signifie que les hypothéses de la proposition 2.1 décrivant la vitesse c
répartition des feuilles dilatées sont satisfaites, donc que I'on a (I'entensidéré ici
est négatif) :

1
’mM(T_"F(O,)E)T") | vt E) b,

T-1F(0,5)T"
(U (p")) + ¢ —2Cgn —'n
<Cg(“( (p )};nDC P g ﬂ,U,)’

soit encore (cf. 'égalité (E))

[l 8U n + n —ZC(’)’n '
(B0 | A (T ") <cg(“( (e );wf P ,3)

et, puisque

(U (p")) < CeB~"p"
(lemme 3.7), les choix que nous avons faits pour les paramétiesM assurent qu'il
existen > 1 etCg > O tels que

|E((p[1*7"] [An) (T_nx) | < Csfl"-

Nous avons aussi montré qqu{CW,fvﬁ) est inférieur aC4B8" (lemme 3.4). Coupons
E(E(¢1-A,)?) en deux :

E(E(gs-0,A0)?) / B AP O d@ + [ Bl A)A@ 4.
T-nw P T-newsh
La premiére des deux intégrales est inférieur€gd” et on majore la seconde par
122 * ¢|1a(C4p™)Y? grace a l'inégalité de Cauchy. Linégalité triangulaire et le fait
gqueg appartienne & donne alors :
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@A I, < B = @10 | AD | + [E(@ | AD
<CoTT 4 (g la(Cap™) ?

et la convergence de la premiére série est établie.

Les atomes de la tribul,, sont les images paf " des atomes de la trindy qui sont
des morceaux de feuilles dilatées garPar suite, lorsque tend verstoo le diamétre
des atomes del,, décroit exponentiellement vite vers O : il exisie > 0 ety > 1 tels
que, pour touk € G/ T', pour toutn > 0, on ait

+ Cs’]")l/z,

Diam(P;°) < Coy ™.

L'inégalité triangulaire, les propriétés (22) et (23) (des fonctions de la clé¥se
fournissent alors la majoration suivante :

[E@lA) = |, < IE@ = ) AD [l + 0z = E@p | AD 5 + 912 — @2
< Zcp—pn/M + Can/Mng—np.

Si M est choisi suffisamment grand la convergence de la seconde série est établie.

5. Preuve du théoreme B

Comme pour le théoréme A, nous commencons par nous ramener au temps discre
Rappelons gqu’étant donnée une fonctjpmous avons note s la fonction

1
0/ (%) :/f(ﬂ)ds.
0

Comme dans [9] on montre que, pour une fonctfarsi ¢ ; appartient a la classg, les
deux assertions suivantes sont équivalentes :

— f estun cobord au sens du flot,

— ¢y estun cobord pour le systen€/T", T, [1).

Nous allons prouver la proposition suivante :

PROPOSITION 5.1. —Soit ¢ une fonction héldérienne su/T". Si¢ est un cobord
mesurable alors il existe une fonctiarnoldérienne d’ordrep/2telle quep =h—hoT.

Lorsquef est holderienney ; I'est aussi donc la proposition entraine le théoreme B.
La preuve que nous proposons est la méme que celle que nous avons déja donn
dans [9]. Commencgons par un lemme général.

LEMME 5.2. -Soit G un groupe de Lie de dimension G son algébre de Lie,
X1, ..., X; des éléments dg engendranty. Supposons que les crochets de Lie répétés
desX; de longueur inférieure @z engendrent linéairement I'espace vectowdelAlors
il existeC > 0, a > 0, un entierN et une suitgiq, ..., iy) d'éléments d¢1, ..., k} tel
que, pour tout < a, I'application
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g [—crm cr™N 5 By(d, r) C G:
(t]_, cee tN) = eX[Xt]_Xil) cee EX[X[NX,'N)

Soit surjective.
Nous ne donnerons gu'une idée de preuve de ce résultat.

Démonstration. -€onsidérond, ..., Y, une base d€ constituée de crochets de Lie
répétés des élémenmts. Notonsm; la longueur du crochet définissant

La formule de Campbell-Hausdorff, appliquée une ou deux fois, nous livre les égalités
suivantes, pour petit :

exp(tX) expt Z) exp(—t X) exp(—t Z) = exp(t?[ X, Z]1 + o(t?)),
exp(tX)exptZ) exp(—t X) exp(—t Z) exp(t W) exp(—t X)
exp(tZ) exp(t X) exp(—t Z) exp(—t W) = exp(t3[[ X, Z], W] + o(¢3)).

De la méme facon, pour toit=1, ..., n, il existe p; et une suit&ji, ..., j;',i) tels que

exp(£t™Y; +o(t")) = exXp(rX i) - exp(Er X i ). (% * *)
Fixons maintenant deux constanteés- 0 eta > 0 tels que, pour < a™, I'application
Y:]1—Cr,Cr["— G: (t1,...,t,) —> exp(t1Y71) - - - exp(z, Yy,)

soit un difféomorphisme dé— Cr, Cr[" sur son image, image qui contienne la boule
Bo(ld, nr).

Pour tout élément de By(ld, (n — 1)r) il existe (t4, ..., t,) € [-Cr¥/™, Cr/™]" tel
que

x =exp(£t;1Y1) - --exp(£"Y,).
L'égalité (x * x) assure que les courbes

Cr: [—Cr¥/™, Cr¥™] — G: t —> exp(£1™1Y1)x

et
Ca: [~CrYm, Crim] — G: 11— exp(£rXz) - ..exp(ithpll)x

sont trés proches I'une de I'autre pour les petites valeurs du paramétre. Par conséque
quitte a jouer un peu sur les constantes, contimesncontre I'ensembley(ld, (n —

1)r) Ny ({0} x] — Cr, Cr["~1), on peut assurer que la courBgrencontreBy(ld, nr) N

¥ ({0} x] — Cr, Cr[*1). Autrement dit, tout élément de By(Id, (n — 1)r) peut s’écrire
sous la forme

x =exp(ErX 1) - - exp(EiX ;1 ) exp(+:"2Ys) - - -exp(£:™Y,).

On remplace ainsi successivement chaque expressioft-£%y;) par le produit
exp(£tX f'i) ceexp(EtX j;ﬂ)‘) correspondant pour obtenir le résultata
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Le lemme précédent signifie que I'on peut atteindre tous les points de la boule
Bo(ld, r) en se déplagant sur une ligne brisée formée de morceaux de courbes intégral
des champ<(, ..., X, (pendant un temps éventuellement beaucoup plus long)que
Le résultat suivant (dont nous aurons besoin) exprime que, si on exige que les somme
de la ligne brisée appartiennent & un ensemble de mesure pleine prescrit, on peut ence
atteindre presque tous les points de la boule. C’est un corollaire du lemme 5.2 et d
théoreme de Fubini.

COROLLAIRE 5.3.-Soit X ¢ G un ensemble de mesure de Haar pleine. Il existe
C > 0, a > 0 et un ensemble de mesure pleikig tels que pour touk € X pour tout

r < a, pour presque touy € Bo(ld, a)x, il existe une suitdiq, ..., iy) d'éléments de
{(1,...,k},unN-uplet(t, ..., ty) € [-Cdo(x, y)¥™, Cdo(x, y)¥/™IN tel que
X eX
explty Xiy )x ex
explty_1X;,) expity X;,)x €X (1)

y=expt1X;) - expity X, )x € X

Démonstration. Fixons un réel positif- inférieur aa ( lemme 5.2). On montre en
utilisant le théoreme de Fubini gu’il existe un ensembje- X de mesure pleine tel que,
pour toutx € X3, exptX;,)x appartient & pour presque toute [-Cr¥™, Cri/™]. De
la méme facon il existe un ensembl® C A7 de mesure pleine tel que exp;, ,)x
appartient &Y, pour presque tout € [-CrY/”, Cr¥™]. On continue jusqu’a obtenir
Xy C Xy_1 un ensemble de mesure pleine tel que, pour ioatXy, pour presque
tout (f1,...,ty) € [=Cr¥/™, CrY™I¥, on ait (1). Limage de[—Cr¥™, Cr¥/™N par
I'application ¢

(t1, ..., ty) > eXP(t X)) - - - explty Xiy)

contient Bo(ld, ). Grace au théoréme de Sard on sait que I'ensemble des points er
lesquels la dérivée dg n’est pas de rang maximum a une image négligeable. Cognme
est localement conjuguée a une application linéaire surjective en un point ou la dérivé
est surjective, I'image d’'un sous-ensemble de mesure pleing-det/”, Cri/mV
contient un sous-ensemble de mesure plein@gléd, r). On en déduit que, pour tout
entierk, pour presque tous les points Bg(x, 27%a) \ Bo(x, 27*1a) il existe

(tlv el tN) c [_C(Z—k—la)l/m’ C(Z_k_la)l/m}N C [—Cdo(x, y)l/m, Cdo(x, y)l/m]N

tel que I'on ait (1). CommeBy(x, a) = |J; Bo(x, 27%a) \ Bo(x, 27 ¥"1a), le corollaire est
prouvé. O

On vérifiera sans difficulté que les crochets de Lie de longueur inférieure a 2 des
éléments des deux bas@y. ..., Y,) deH' (i =, u) engendrent 'algébre de Lie de G.
Donnons maintenant la preuve de la proposition 5.1.

Démonstration. -es vecteursY; s, ..., Y;, forment une base dé{; (i = s,u).
Comme on I'a vu dans le paragraphe |, pour tgut 1,...,d,, toutk =1,...,d,, il
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existe des constantes réelles positives inférieures\g &f .« (dépendant uniquement
deT) telles que, pour tout > 0 et toutr € R, on ait les égalités :

T"exptY, )T ™" = exp(ry;tY; ;), T"exp(tY, ) T" =exp(Al.tY, ;).

Appelons 1 le plus grand des réels,; et 1,. Il existe P tel que, pour toutr €
[—C./a, C./a], pour touti =u, s, toutj =1,...,d;, onait :

|7]
— <do(ld, exptY; ;) <~ Plt|.
ﬁ 0( FX 7j)) | |

Pour toutx € G, toutr € [—C+/a, C+/a] et tout entiem > 0, on a alors :
do(T"x, T" exp(tYy, j)x)
= do(T"x, exp(t)l; Y, ;) T"x) = do(Id, exp(tAl; Y, ;)) < vV PAL ||
< PA"dp(ld, exp(tYs ;) = PA"do(x, exptYs ;)x),

et de la méme fagody (7 "x, T " exp(tY, ;)x) < PA"do(ld, exp(tY, ;)). Sila fonction
¢ est un cobord mesurable alots*/?S,¢ converge en probabilité vers 0. Comme
vérifie les hypothéses du théoréme G (voir I'introduction), il existe une fonétide
carré intégrable telle que = 1 — Th (sinonn~/2S,¢ convergerait en loi vers une
variable gaussienne non dégénérée). En particulier, il gxistégrable d’intégrale nulle
telle quep =h — Th.

En les relevant dans, jusqu’a la fin de la preuve, nous considéreronsigeey sont
des fonctiond -périodiques définies suy.

Pour tout entier > 1, notonsS, ¢ etS_, ¢ les sommes

n—1 -1
Sip=_Tro,  S_.p=) T
0 —n

L'égalité de cobord fournit les identités suivantes :

N 1 N
> Sp=—h+ 5 > T"h.
1 1

Z|

N 1 N
ZSncpzh—NZT”h,
1 1

Z|

Notons
1 N
X = {x € G/h(x)=Ilim ~ Eljsnw(x) —lim = ZS_n(p(x)}

Les transformationg” et 7-! étant ergodiques, les suitgs> ) 7"h et + SV T~"h
tendent vers 0 presque partout dotiest de mesure pleine.

La régularité dep et les propriétés de contraction deconduisent aux inégalités
suivantes : il existeR positif etA € [0, 1] tels que
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T p(x) — T p(explrY; j)x)|
= |p(T*x) — p(T* exp(tY, )x)| < Rdo(T*x, T exp(t¥, )T *T*x)"
< Rdo(ld, T* exp(tY; ;) T7%)" < Rdo(Id, exp(r5;1Y; ;)"
< RPAdy(x, exp(tY; )x)”.
On a donc

n—1

|Sup(x) — Sy (exptY, )x)| < RP Y (Mdo(x, exp(tY; ;)x))".
0

On en déduit que si et exgtY; ;)x appartiennent tous les deuxq il existe R’ tel que
|h(x) — h(exp(tY, )x)| < R'do(x, exptYs j)x)". )

On montre de la méme fagon en utilisant I'égalité) = — lim % Z’lv S_.¢ que six et
exp(tY, r)x appartiennent tous les deuxtd il existe R” > R’ tel que l'on ait,

|h(x) — h(exp(tY, )x)| < R"do(x, exp(tY, »)x)". (3)

Ceci signifie que la restriction de a X' est réguliére le long des flots axp, ;) et
eXIxtYs,j)-

D’aprés le corollaire 5.3, il existe un enti@f, un ensemble de mesure pleiag
et une suite(X4, ..., Xy) de vecteurs tous égaux a I'un d&s; ou Y, ; tels que,
pour tout élémentc de Xy, pour presque touy € Bo(x,a), il existe (f1,...,ty) €
[—C/do(x, y), C/do(x, y)]" tel que

X ekX
expty Xn)x eX
explty_1 Xy 1) expitnXy)x € X

y=expt1X1) - -expityXy)x € X.
Les inégalités (2) et (3) entrainent :
|h(x) —h(y)]
< |h(x) — h(expiy Xy)x)|
+ |h(exp(ty X n)x) — h(explty_1 X y_1) €XPty X n)x)| + - -
+ [h(y =exp(t1X1) - - -explty X n)x) — h(exp(taX2) - - - explty X n)x)|
< R (do(x, explty X n)x)”
+ do (exp(ty X n)x, €Xplty—1X y—1) eXplty Xn)x) " - -
+do(y = exp(t1X1) - - - explty X n)x, eXp(t2X2) - - - explty X y)x)”.

Les applicationst — exp(rX;)z sont lipschitziennes (uniformément e et le N-
uplet (1, ..., ty) appartient a[—C./do(x,y), C+/do(x, y)]V donc les N distances
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apparaissant ci-dessus sont comparablg&/dx, y) : il existe L > 0 tel que|h(x) —
h(y)| < Ldo(x, y)P/2. Pour toutx € G, notons P(x,a) 'ensemble des pointsy de
Bo(x,a) tels que|h(x) — h(y)| < Ldo(x, y)?/?. Convenons de plus quBl(x,a) est
égal aP(x,a) tandis queP1(x,a) désigneBy(x,a). Nous avons montré que si
x € Xy alors u(P(x, a)) = n(Bo(x,a)). Soit (x,),>1 une famille d’éléments de’y
dénombrable et dense dafig I". Les ensembles

U NP*x.a

ee{=11}" k=1

sont de mesure pleine pour tout> 1, et forment une famille décroissante. Leur
intersection

Xo= U (P*Gwa)

ee{—1,1N* k=1

est de mesure pleine.

Soientx ety deux points deY, tels quedy(x, y) < a et (x;,);ecn+ UNE SOus-suite de
(x,)n>1 tendant versc. Commex et y sont éléments d&’,,, lorsquei est assez grand,
ona:

|h(x) — h(y)| < |h(x) = h(xi)| + [ o) — h)| < L(do(x, xi,)7/? + do(xi,, y)7'?).

On en déduit que la restriction dea X, est holdérienne d'ordr@/2. La fonctionhig
continue surG, égale ah sur X, est holdérienne d’'ordre/2, I'-périodique et vérifie
o=ho—Thy. O

Annexe A. Passage du temps continu au temps discret
A.1l. Laclasse C et les fonctions holdériennes et indicatrices

Nous vérifions que sf est une fonction holdérienne ou une indicatrice d’ensemble
régulier, alors la fonctionp = ¢, appartient a la class€ défini par un parametrg
dépendant de la régularité dge

Jusqu’a la fin du paragraphé& désignera une constante telle que, pour toat
Bo(ld, 1) U{T* /s € [0, 1]}, on ait I'inégalité :

d(zx,zy) < Kd(x,y).

e Lorsquef est(C, p)-hdldérienne ¢, est(CK”, p)-hdldérienne car
1

[ - r(r5)ds

0

lor(X) — ()| =

1
< C/d(TS)E, T°5)" ds < CKPd(%, 5)".
0
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La propriété (1a) est une conséquence du fait (établi dans le paragraphe 1) que le
fonctions holdériennes appartiennent a tous les espgaggs). On obtient la propriéteé
(1b) grace au théorémes de Fubini. OR'&(g,) = (2™ x,,) * ¢ donc

1970l < [ Q" xal[ @ ll2 < Co ™ llgll2; O

la propriété (2a) est établie. La propriété (2b) est une conséquence des lignes de calcl
qui suivent :

0u(X) — ()| = / (p(z71%) — (X)) xa (z) du(z) < CKP / d(z7'%,%)" xu(2) du(z)
G G

<CK? /d(z—l, 1d)" 3 (2) du(z) < CKPp7".
G

Enfin I'inégalité suivante est plus forte que (2c) :

100 (@) — ()| = / (0(c75%) — 0 (2715)) k(@) At 2)

G

<CK” / d(z7%,27%5)" xa(2) du(z) < CK (R, 5)".
G

e Soit U un ensembl€C, p)-régulier. On montre quef = 1y — i (U) Vérifie les
propriétés (1a), (1b) et (2a) (avec les mémes arguments que dans le cas d'une foncti
héldérienne). Passons a la propriété (2b) :

lon — @lla <2l@llollen — @ll1

; 1
<4/ //f(TSZ_l)?) dSXn(Z) d[L(Z)—/f(TY)‘,) ds dﬁ()_’)
G/T 'G 0 )
1
<4\/‘/ /(f(TsZ_l.)_]) dan(Z) ds d/’L(Z)_f(Ts)_;)) dﬁ(y)
0G/T'G

Si, pour tout élément de Bo(ld, p™"), T*z~1y et T*y appartiennent tous les deux a
U ouU*® alors [, f(T*z715) x.(z) diu(z) et £(T*3) sont égaux. Autrement djt(7*y)

et [ f(T°z719) x.(z) di(z) ne peuvent étre distincts que pour egpour lesquels il
existez € Bo(ld, p~") tel queT*z~1y appartienne & alors queT*y appartient &/°¢,
ou l'inverse, c’est-a-dire st appartient a I'ensemble

U 717°((T°zrunu9)u(T°zT°UNU)).
z€Bp(ld,p—7)

Comme la distancé(T —*zT*, Id) vérifie

d(T~°zT%,1d) =d (T2, T~) < Kd(z,1d) < Kp™"
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cet ensemble est inclus dafs*aU (2K p~—"). Par hypothesé&’ est(C, p)-régulier; on
obtient (2b) :

1
lln — <p||4\4/ T~ 0U (2Kp™))ds <AC2PKP p~P".
0

Enfin la propriété (2c) se déduit des inégalités suivantes :

0@ = @< [lo@lln v = )] due)
G

< / o) ldo(yvt xv 1) o du(v)
Bo(ld, p=")yUBp(ld,p~")x

< 21(Bo(1d, p™"))do(y, x)p"
A.2. Passage des énoncés (P2t (PIS) aux énoncés (PID) et (PIS)
On al'égalité :
o(f)=o0(py).

Nous noterons cette quantiéjusqu’a la fin du paragraphe.
Les calculs qui suivent montrent comment on peut passer des énonceés discrets al
énonceés continus. On a:

1 tu
f(T°x)ds + / f(T°x)ds

([r]u]

[[t]u]—1

/fo :Z

0

»\_T

tu

= S s (X) + / f(T°%)ds.
[[71u]
Pour toutr > 0 etu € [0, 1], la quantitéu — [[r]u] est comprise entre 0 et 2. On a donc :

]P’( sup >e>
2

([1u)+2
<]P>< sup / |f(TS-)|ds>sﬁ> <]P>< sup [ |f£(T%) |dsoT[’]”]>sf>

tu

F(T°)ds

1 1
uel0,1] (7] uel0, ]

2 (1]

:]P’( sup [ |F(T* )|dsoTk>s«/_> ZP</|f (T°) |dsoTk>8\/_>
k 0

=0,...,
[r] o

0
2
(z+1)]P></\f \ds>sJ> 6t3/</|f Tx\ds> die (%).
0

G/T
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Par ailleurs, en utilisant I'inégalité de Jensen et le théoréme de Fubini, on a aussi :
6

/ ( 0/2 |f (Tsi)|ds> du(%)

G/T
2 2
</25</|f(m)\6ds> dﬁ(i)<25//\f(Tsi)\sd/l(i)ds<26||f||2-
G/T 0 0G/T

Nous avons prouvé dans les rappels que les fonctions que nous considérons appartie
nent a a tous les espacks.
Finalement, nous avons montré que :

]P’( sup

ce qui suffit pour affirmer que presque sGren@ptf[’[?]u] f(T*-)ds| converge uniformé-
ment vers 0 lorsquetend vers l'infini. L'égalité

tu

f(T°)ds| > e 3 i

) < 1+ 12%1 118

1 1
‘ﬁs[[t]u]‘/’f - ﬁs[[t]u]‘/’f‘ =0o(1/0) Sy

entraine que presque sirement la différence

1 1
—S ——S
’ﬁ (1P rf VI [[t]u]‘/’f‘

tend vers 0 uniformément an On montre de maniére semblable que la méme chose
vaut pour

1 1
(2[t]o2loglog[t])1/2 Sitna®s — (2ta2log logr)/2

NN, ’

Ecrivons alors :

1 1 _
af/f ds—g—[t] 1@ (X )+( N m)&[z]uﬂf@)

tu

1
. s
7 | 1
[[7]u]
Les deux derniers termes du membre de droite convergent en probabilité vers |
(remarques précédentes) et le premier converge en loi vers le mouvement brownie
(théoreme A). La premiére partie du théoreme A est acquise.

Intéressons-nous maintenant a la deuxieme partie. On a
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1
~ (202 loglogr)1/2

1
- (2[t]o2loglog?]

& (u, X)

O/f(TS)E) ds

Vi72 St @ (X)

1 1 )
* ((2tazlog logr)V2  (2[t]o2log Iog[t])1/2>S[[”“]‘pf(x)

tu
1

+ (2t02Iog Iogt)l/Z[[]/] f(T X) ds
tlu

=61 49+ o Tiogiogup 2 s () = i 1.9

1 1 )
+ ((2[02 |Og |Ogt)1/2 h (2[[]0-2 |Og |Og[t])1/2) S[[[]u](Pf (X)

tu

/ f(T°x)ds,

tlu]

1
+ (2to2log |Ogt)1/2[[

ou gff{ (u, x) désigne l'interpolation définie dans I'introduction pour I'énoncé du principe
d’invariance de Strassen dans le cas du temps discre)).(Bi@nme on I'a déja vu, les
troisieme et quatrieme termes de cette somme tendent presque slrement uniforméme
vers 0. Pour touk € [%, %], ona:

k+1
1

SN -
(@110 Zloglogl /2 1#7 ) i () <(2[r]<72|og|og[r])1/2k/ Sl

Le calcul fait plus haut, permet donc d'affirmer que le deuxiéme terme tend aussi
presque sirement vers 0 uniformémentueria deuxiéme partie du théoréme A est
une conséquence du théoremeafplique ap;.
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